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摘 要

被积函数为有理函数的不定积分求解通常是采用待定系数法
.

本文提出了这类 积 分的非待定

系数公式解法
,

较完美地解决了这类积分问题
.

在实际应用中显示了这种新型方法是简捷 的 和有

效的
。

它的优点还在于不仅对一些常规方法极为困难或无法解决的问题给以简明 的 解
,

而且借助

于电子计算机可解决更复杂的问题
.

关. 润 多项式的展开 有理函数 有理函数积分

一
、

引 言

众所周知
,

任何有理函数 R (x) 可表示成两个多项式尸(x) 和O (x) 的商
:

R (x )二

其中 尸 (x)
,

O (x) 没有公因子
.

当多项式尸(x) 的次数a( 尸)比多项式O (x )的次数a( O)低

时
,

称为有理函数真分式
,

否则称为假分式
.

1
.

对于有理函数真分式的积分在常规微积分教科书中都采用待定系数法
,

其实质是将

问题转化为代数问题求解
.

而其中最麻烦的运算是求积分结果 中有理函数
.

尽管著名的奥氏

法 (M
.

V
.

O st r o g r a d s ki ) 可将这部分运算大为简化
,

但 由于仍未摆 脱待定系数法
,

以

致随着待定系数的个数增加
,

代数问题的繁复给问题的解决带来了一定的难度
,

甚至在实用

上是行不通的

,

⋯
、 ,

一 「 d x

倒 ’
杯异 J不不万可不万厂

·

由于 , , ”
为 自然数参数

,

奥氏公式失 效
.

本文提出的非待定系数公式解 法 3 ,

对这个问题

给出了简明解答
.

2
.

式的和

对于有理 函数的假分式
,

从理论 上可以通过除法把它表示为一个多项式 与一个真分

l)往器
一R l

(·)+

名}练
,

然后采用前述方法求解
.

但这仅仅是理论上
.

而在实际问题中
,

要实现 (l

(1

l) 的这一步
,

戴世强推荐
。
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往是困难的
,

甚至也是行不通的
.

例 ’ 计算
于

(
x 一 a

)
,

(x 一 b )
“

(x 一
。
)

r

其中 夕
, g , r

为自然数
,

且p 》 q + r ; a ,

b
, 。今 在此例中

,

(1
.

1 )中的R l(x )
,

P l
(
x )

是极其难找的
.

本文对于有理函数假分式积分提出了非待定系数公式解 法丁
,

迥避 了 (1
.

1 )
,

给出 直接

解
.

总之
,

本文给出了有理函数积分的公式化的直接解
,

使这类问题得到圆满的解决
,

方法

是简捷的和有效的
.

二
、

多 项 式 展 开

本文作如下记号约定
:

X ‘~ x 一火‘, x ‘年 (i二 l , 2 ,

⋯
, n

)

Q (x )= 尤夕
‘

x 夕
,
⋯ x 介

·

(。:
> * 2

》一》方
。

> o)

h‘(i二 l , 2 ,

⋯
, n

)是正整数
,

p (x )是一个多项式
, a (p )( h; + h: + ⋯ + h

。

。「二人‘: ~ i P (x ) v 、八
.

了P (二) v 人八
‘ v

.

尸L人
“ ‘

」三t补少二令X 州l + l
一

认)仪 X 州l 万‘+一 L

一
J

、Q( x) “
’

人~
, 下、

一

Q( 劝
/ “ 人~

, “”

(2 一 )

(2
.

2 )

⋯ +

(拼筹
‘“

·

)
(h i一 1 ) X 今

, 一 1

(h‘一 1)I
n
) (2

.

3 )

公式 I 设尸 (x) 是一个多项式
,

其次数a( 尸)一 t(
;
(s ~ h: + 叭+ ⋯ + h

。

)
,

则成立

P( x) 二P[ 对
,

」对
,

⋯对
·

+ x 介
,
尸 [X 夕

,

〕对
,

⋯ x 卜+.
二

1nU
尹
Vl’‘

一一
d其中

+ 对
’

欢
2

⋯劝丫

(s ~ t)

(
: 今 t)

p [ x 份
·

〕+ 。d : x 介
,

x 全
,

⋯ x 介
·

(2
.

4 )

(2
.

5 )

。
是多项式尸(x) 的首项系数

.

(2
.

4 )式 称为多项式尸(x) 关于型为Q (x) 的展 }l 式
.

证明 我们假定 :

h自一 1

尸 (x ) ~ 艺 万
J = D

一二‘
一

爵
一

十·

、‘x)

凡

(2
.

6 )

这里 a ‘,
(i ~ l , 2 ,

⋯

可得

无 = 1

儿; ~ 0
,

1 ,

⋯
, h , 一 l) 是 h , + 凡+ 一 + h

。

个待足系 数
.

由 (2
.

的

+ a d至x 十
‘

(2
.

7 )

,
月
·了
门
f
尺

XX仁(
“

! x 夕
‘

叼 气x )

人i 一 1 八
;
一 1

一 乙 内 , X 了十乙 乙
a kj X 孟

k 二 l j 一 0

k今i

立即可得
·, , 一

喘务
X “)戈= x ‘ J !

2
,

⋯
, n ; J一 0 ,

, , · ,

h‘一 1 ) (2
.

8 )

由(2
.

6 )
,

(2
.

8 )即得 (2
.

4 )
.
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例 3 在公式 I 中
,

设尸 (x) ~ 了妙 一 4扩 + 2x + 3则如下的多项式P (x) 的展开

尸(X )一(【耀孰)
卜 1 +

(今
,
);

_ :
(X 一 l

小
2

+

l(
P (x )

(x 一 1 )
“ )

二 _ 。
+

(
(

磐}
、

一

);
_ 。

小
一 ‘,

2

= (8 一 (
x 一 l ))x

Z
+ (3 + s x )(x 一 1 )

“,

银二
一

)
: = 。

+

(
一

、课
、 , ) );

二 。

小
一 ‘, ‘

·+ ‘,

�(x--
P (x ) =

+
(

尸 (x)
火2

( x + 1 ) )
: _ , x Z

‘二 一 1 ) +
(

P (x)
x Z

(
、一 1 ) )

: _ _ 1 x Z
‘x + ‘,

二 (一 3 一 Z x ) ( x 一 x ) ( x + 1 ) + 5x 2

(x 一 l ) + 4 x 2

(
x + 1 )

,

p ( x ) 二p ( l ) + 尸
,

( l ) (二一 ) + 尸·

( l ) (
x
二

一

1 )
2

+ 尸
/ / /

‘ I

(x 一 l )
”

3 !

= 8 + 1 5 ( x 一 1 ) + 17 ( x 一 1 )
“+ 7 ( x 一 1 )

“
.

分别称为尸 (x) 关于型为Q (x) 二扩 (二一 1 )
2 ,

扩 ( x 一 l ) ( x + 1 )
,

(二 一 1 )
4

的展开式

例 4 在公式 1 中
,

设尸 (x) 二分 + l ,

则

q山

一X一X月J
、.,Z

O乙

一

x)(x
了‘、、.产

Pl

一X

/‘.、
、

+
‘

、..产
.

Q白
一一

、

介7X
X
.

乙卜尸
·

1

一(x
p ‘x , 一

【(
+
(
天

纂头
下)

二 _ 2

一 (一州采魏
) )

二 二 ; · 2
‘一

2’

+ 护 (x 一 l ) ( x 一 2 )

一

(合
+
备x) (X 一 1 ) (X 一 2 ) +

万
X Z
‘X 一 ‘,

一 Zx ,
(义 一 2 ) + x Z

( x 一 l ) ( x 一 2 )

称为尸 (x) 关于型为Q (x) 二扩 ( x 一 1 ) ( x 一 2 )的展开式
.

三
、

奥氏公式的完善

公式 I 工
P (x

Q (义
尸

1

( x )
.

( 尸
。

(x )
,

口 X 二 人万下寸 十 I
~

万二宁, 于以X

叼八x ) J 叼 Z L义 )

渊
+

睿孟留
‘· (x 一司

x ++
分[

二 , l。 (X Z
、 : , 二+ : ,

) + 、,

一
t g

(
, 一 ’

衬
“, 一

l 八

2

)〕
+ C (3

·

‘,

其 中

Q (
x
) = Q :

(x )
·

Q
:

( x )

Q;
( x ) = ( x 一 x l ) “

: 一 i!竺(于’厂竹
(‘”
份

)兴
‘

!
一
{
尤一 义 ,

)
\叼2 LX ) 一 LX 一 X I )

⋯ (x 一 x 二

) 人
,
一 1 (

x Z + r , 二+ 5 1 ) 人
, 一 1 ( x Z + r . x + 5 . ) k二一 1

弓
一4�

⋯ ( x 一 x ,

) (二
2 + r l x + 5 1 ) ⋯

(x ‘今 ( i 二 1
, 2 ,

⋯
, , ‘) , r

l< 4 5 ,

(、
2 + r o x + s。

)

(j一 1 , 2 , ·

⋯ m 、、 ( 3
.

2 )



一一一止乞一里一二乞一一一一一一
尸(x )

,
尸;

(: )
,
尸 2

(
二
)是多项式

,

其次数分别低于Q (‘)
,

Q ;
(“)

,

Q
:
(‘)

·

拭韶
一

r,+
‘澎‘石厂,

)
Q ;
(省

一

(一

r,+
‘

八示
·
: ,
)

r , + ‘、 、
不弓

一
) )

r , + ‘、 、、
j

一

、不) )

十

潇井兴二升]
‘

拼性彩买男〕

口

les
..J

-一2

「 尸 2

(
一

三(
-

卜号升
~

I Q二t 二
一

(一
、 . 、 乙

(3
.

3 )

不妨记

Q
Z

(
x
) = 1 1 (火一 x 。)

, ‘ 汤

+ r , x + “J一 又X 一 X 。 + : , 一 、) Lx 一 x , + : , )

‘. 1

I得
(j二 l , 2 ,

⋯
, 。)

广厂式
u

.

犷明公
了/.....、.....、证由

尽(丝 ~

Q
Z

(x )
乙
‘. 1

P (x ‘)

Q二(
x ‘
)

x 一 x ‘

即证
.

例 5

另法证明参见〔3 〕
.

「 砂+ Z x 一 I J
_ _

x
’

J反丈不 I而落骊又
骊而石下

“‘’ 丈又石)丈天二
+ Z x 一 1

叮酥二厄双无平万
In 1x l

、笔冷百标
干约}

、无二说攀云凉幻l

In lx 一 l } + 一
: 二 I X

x ‘+ Zx 一 1

叹石 )了又万)画 {
, . :

‘“ ,二一 2 ,

In }x + 1 1+
In }x 一 3 ! + C

边全卫丛二巡
(二一 2 )

’

: (二 + I)君

舍 = 一 1

+ C

x 4
+ Zx 一 l

万(无二面瓜巧了酥石)

例 6

犷
2丫 +1 蚁卫

6

针只犷扮丫诀
尹 + ”‘ 一 s dx

尤。

(x 一 l )
若

(火一 2 )
‘

(x
‘

十 l )

x
己

一 x Z

+ x + 1

二 4

(x 一 1 ) (x 一 2 )

x 吕 一 x Z

+ x + l

x 4

(
x 一 x )(x 一 2 )

_

r x + l
一

+J
~ ~

双又二 i)下二泛)(分杯了
“灭

x + l

(x 二l )(父一厄)(
x Z
+ l )

一

}
二 _ 。

‘n ’“

x + l

x
(
x 一 2 ) (

x Z

+ l ) {
二 一 :

In (x 一 1 ) +
x + 1

一天而丁r八又乏干f了 !
: 二 2

In (x 一 2 )

十
一

合[
% + l

x
(戈一 l)(x 一 2 )(

x + 玄) 一 一梦
l~ 一

f

, , 。 ’ x 戈x 一 1 ) 气x 一 艺) 气x 一 名)

x + 1

x
(
x

一 )(
x 一 2 ) (

x + ‘)

x + 1
, = ‘ 一 双

二‘劝酥二幻杯二 ‘

l
, . _ .

」
‘n ‘X

’

+ ‘’

二 , _ ‘

]
a r c ‘g x + c一

!
.‘

:肠

+

土
_

, _ .

工
x 3 一 x Z

+ x + 1
. ,

x z

(x 一 2 )厅 (x
z

+ l )
’o

‘ - ~

万一万一- 一一入一二一—
二又一 十 i n

——
x
一

L% 一 l) tX 一 艺)
一

x 一 i

+

蚤
a r c ‘g X + c
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四
、

有理函数真分式的积分

公式 I
r尸 (

x
)

J 二 ”

劣
l , 尸(x ) 二*八

l
~

下刃1 尸气丁一 “ 人 二二二

一
2

.

—
. 一于刃气厂一屯 了、

“
.

J 叼 气x ) 就
” ! \ 叼 Lx ) ,

x 一‘ ·

(h
。 一。 一 z )x 介一

“一 1

+ 乙
(h一 l) 1 (器

X “
·

)之才
’‘·‘

·
+ C

(4
.

1)

其中 Q (x )为 (3
.

2 )所示
,
P (x )为次数低于Q (x )的多项式

,

{
x Z

+ r , x + s , = (x 一x . + z , _ 1
) (x 一 x ” + : , ) (j= l , 2 ,

⋯
, m )

h
。 , 2 , _ l = h

, , z , = k ,
(4

.

2 )

证明 将尸 (x) 按公式 I关于型为Q (x) = n (x 一翔 )‘ 展开
,

然后利用 (3
.

3) 即可证

明
.

参数法可参见〔2 〕

例 7

因为

J
x 3
+ l

x (x 一 l)
“

x 3

+ 1

d x
2 l

(x 一 l)
2

(x 一 1 )
+ Zln (x 一 ) 一In x + C

.

x (x 一 l)
“
一 (x 一 )

“

2 x s+ l \

、一万一 )
, 。 ; 个 (x 一 l)

2
(兰坦 丫
、 X l 留一 l

+
一

全下认、(
一

今
上):

_ 1 +
奋(合节)

, 一 。

一丈天子不十了六对
一

飞击厂全
·

例 , 的解法
((病汀

幻 - ‘一 , 、。

亘宜士些
竺(汪掩二业

、人 一 u l

利用尸 (x) = 1关于Q (x) 二 (x 一 l)
协
(x 一 2 )

”

型的多项式展开

丽街不不
一

梦音(下羡丽)
口 . U -

(抢)

(x 一 l )
“ 一 价

+ E
一

上(_ 上一 、
‘奋, (二一 2 、。一

掩! \ tx 一 l )仍 l
二 一 :

‘

带--(吐五二卫」

拭 (n 一 l) Ik l
(
x 一 1 )

“ 一 “+ 乙
(少十互卫D

一‘二一 2 )卜
”

L优 一 l) !左!

即得
I

d x

(x 一 l) ,
(x 一 2 )

”
=
一乙

(
n + k 一 1 ) !

(。 一 1 ) ! k ! (m 一 l 一 k)
(x 一 )

七十 ‘一 “

+ 乙 (一 1)
“一 ‘ (。+ k 一 1 )l

(n 一 1 ) ! k ! (n 一一 k )
(x 一 2 )七

十 ‘一 ,
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(。+ n 一 2

(tn 一 l) l
)一(一 1 )

’ ,
x 一 -

.

。
’

一
少

一
、

仁
一

In -

—
+ 七

咬n 一 l ) ! x 一 z

五
、

有理函数假分式的积分

公式正

r 0 2 。 一、 二 ho + 1
. 工 气人 , , 人
. 气万万

.

, f 一 a x = 下
一一下一二二

J 甘 Lx ) n o
十 1

. h o

+ 艺 乙
‘= O , . 0

(x 人
。

)廷
* .

jl (h
‘一j一 1 ) !

P (义)
x hO

Q (
x
)

(* ‘一 j一 i ) In x 。

劣= 劣 心

‘

、.口Z

X

ho

+ 乙 乙
‘一 0 1 一 0

h ‘一 1

乙
为= 0

几斗h一 j一 1

(x 八
。

)牲
二 .

j! k ! (j+ k 一 h . + 一) (
一

漏蕊
一

尤“)
二 . X ; + k一 h ‘+ i + e

其中 人
。
= a

(尸) 一 a (Q)) o ,

Q (x ) = x 介
,

x 全
,

⋯万众
· , 二‘可 以 取复数 (‘= l , 2 ,

⋯
, n

)

ho , ~ ho 、 (J )

证明 利用 xn0 一 E 竺 扩
兰‘ (x 一 x.)

‘

J 二 0 ‘ .

p [ x 全
‘

」
一

氮
‘

( P (x )
x h‘Q (劣) 华

一

x 竺
劣 . 白l

、、..产
.

‘

九古
.

X

我们有

粼音
一

(
二

课
,

一

)xl,0 二乙 P 〔X

劣ho

x 全
‘全

‘J - + x h ,

即证

r x 4
+ 1

例 。

J反环不而不弃厄万
ee a x = 一

+ ln 沪拼膊
一

十·+ c

本题利用 (例 4 )之结果
一

可得

x 4

+ 1

x Z

(x 一 l)(义一 2 )

也可直接从公式 丁得解
.

例 2 的解法 利用公式 I
,

了1
.

3 、 l
二二二 , —

.

十 —X . - - - 下一 呀
.

、 2
’

4 / X
‘

17 2

4 (x 一 2 ) x 一 1
+ 1

将 (x 一
。
)

,
作关于型为 (x 一 b )

, “ ’

(x 一c)
护

的多项式展开得
:

, _ 一 _ 1

(x 一 a
)
’ = 艺

X 一 a

X 一 C

、p \ (‘) l

又了 刀
一 : 丁

一

拌 一。)
’

叹x 一 C )
-

, , , . b . 名

矛砚、
‘

了.、

一

夕产.、

一
X

一X+一X一X朴
幻.”

.

�a一、
.夕‘

一‘
曰E间

+

a
)

b )

X 一 a
p ,

,

= 乙 C二( x 一 b )
’一 (b 一 a ) , 一’ ,

e ; = P !

jl (P 一 j) l
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(粽耀
。 一

知
一r) ‘, 一 + ‘’⋯ (j一

r + i一 l)C {(b 一
c
)
夕一 , 一 ‘

(
‘

一)
’一 J ,

(粼‘艺
,

);艺
。

一

鑫
‘, 一 , + ·

, ‘, 一 , + ·+ 1 , ⋯ ‘’一’+
r + ‘一 ”

·

C 雾(
o 一 b), 一 ’今 ’一 ‘(b 一

a
)
’一 ,

(x 一 b)
’一 q 一 r

(x 一
。
)
护

, 一 q 一 f

= 乙 C 尝
一

卜
,

(x 一
。
)
奋一 ,

(
。一 b )

p 一 q 一 , 一 ’

由上诸式得

(x 一
a
)

,
(x 一

a
)
’

酥邵户酥二
。
)
’
一 (x 一 b)

’一f

(x 一
“
)
护

·

(x 一b )
’ 一q 一f

= (x 一 b )
’一 心一 r

, 一 f 一 1

+ 艺 井寺
‘“一 ,

,

一‘
一

,
, 一C “, 一, ‘, 一 + 1 , ⋯‘, 一 + ‘一 , ‘一 ‘,

‘一 ’

, 一
一

,

+ 乙 乙 乙 C二
‘一 0 了“ 专= 0

·

(j一P + r + 1 )⋯

C ;
一 , 一万: (

“ 一“)
’一 ‘一’一 “

(b 一
a
)
’一 ’

(j一 p + r
)

(j一P+ r + i一 1 )(x 一
。
)
‘+ 一

r

即得
,

E
+J

(x 一 a
)
’

(x 一b )
’

(x 一 。)
’

d x (: 一 b)
’

一竺
+

毛
P 一 q 一r + 1

了. 叮一 1

一

(、认)里‘卜
·
)

,

一
(
一

)
,

一

·

C ; (j一
r
) (j一

r + r)⋯ (j一
r + g 一 2 )In (x 一b )

, 一 q 一 r

J 一 , 一 介一 l

E c ; C 缸
q 一 护

’ l

(
r 一介一 1 )I

(
c 一 b )

J一 叮,
十 ‘

(b 一
a
)
’ 一J

;

乙
+

·

(j一P + r
)(j一P + r + l)⋯ (j一P + Z r 一 k 一 2 )C 墓In (x 一

。
)

, 一 r 一 1

+ 艺 乙
‘二 0 1 一 l

、八日
。
扣)

一

、卜
·
)

,

一 (
一

)一e ; (, 一 )

·

(j一
r + l)⋯(j一

r + i一 )(
x 一 b )

‘一 q + ’

, 一 q 一 r

乙 乙 C 二c 尝
J 一 l 介一。

一丽十可
(一“)

,

一
(卜

·) , 一 ,,-1乙间+

‘斗
r 一 k 一 l

(j一P+ r
)(j一P+ r + 一)⋯ (j一P笼

,

+ i一 )(
x 一 c

)
‘+ 殆一 r + ‘

+ C
.

本题也可由公式正求得

六
、

有理函数导数值的简单求法

设 p (“)
,

Q (二)是多项式
,

令 a (尸)一t , a (Q ) =
s 记 r ~ m a x (矛

, S )现来计算



全匕一一一一一 一一一一兰一』址一

(器):兰
一 ?

设 尸(·卜息
一

咒生
‘
一

,
‘,

Q‘· , 一

熟旦箫生
(

一
,
‘

记

旅卜部卜
一

书)绪
l

这里 U l
(二)一 p (X )

一
,

锁忿}
一犷 !

“, ‘X 一 ,

厂1 (·卜氮亩谕l
p (‘

一‘
·

, 一Q
(‘
一‘

·
,
裂是}]

‘
一

,
‘

易得 (器);
_ 。

一谷留

一氰炸
复上述类似于

铭}
的过程可得

(器x兰
一“:

箫
其

一
(·卜茗

不尚丁【
厂‘认

1 )
‘
·

, 一 Q (卜‘) ‘·)
脂黯 ] ‘一

,
‘

(吞= 2 , 3 ,

、

_
‘ 。

~
、 , 、

l 尸〔x ) 、专

例 9 设 尸 (x ) = x
。

十 l , Q (x ) == x ,

不吸万万万「刀
.

= ,t L纪 =
1 ’ 乙 )

、 、记 、内产 I ‘一 l

因 厂1
(x )二 (3x

2 一 2 )
6X

十
~

人万
: 一 1 乙 1

6
《X 一 l ) 门

.

—
几苏一 1 )

-

: · 1
、 ’ 一

3 1

= (1 + 3 (x 一 l)+ (x 一 1 )
2

)
,
犷

:

(x )二 (2 + (x 一 1 ))
,

犷
:

“ 一 1
.

卜另..

d.且

目

‘r留
、、.尹
才

所以
(且丝丫 _ 了
、 Q(x ) 夕

: = , 一、

x 3
+ 1

X

厂
:

(1 )
Q (一)

厂 : (x )

一 Q (x )
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