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摘 要

本文把基于虚功原理的杂交有限元模型用于板弯曲问题
.

构造了一个考虑横向剪应变的任 意
四边形新型板单元

.

本单元的突出优点是采用了一种比较合理的位移插值函数
,

使 之 能较真实地

模拟各类板的变形
,

且用的自由度最少
.

文中对此单元作了比较广泛的数值试验
,

计算结果 表 明

它对板厚有相当宽的适用范围
,

对于各种例题均能在较粗的网格下得到满意的精度
.

关. 阅 杂交元 M in dl in 板 零能模式 特征值试验

一
、

月lJ 吕

平板 及壳体在工程中应用颇为广泛
, 因而板壳结构分析就成为 工程师们和力学工作者关

注的问题
.

板壳元的构造有各种方法
,

而采用平面单元和平板弯曲单元迭加 的 方 法 更 受青

睐
, 因此

,
研究平板问题和壳体问题都需要有优良的平板单元

,

许多学者对平板单元作了研

究
,
构造了各种板单元

.

其中
, 文川 构造 的板单元性能较好

,

但其位移插值 函 数 仍 有 缺

陷
,
尤其在处理纯弯曲问题时就更明显

.

本文采用 4 个内部自由度
, 并通过引入约束条件在

单元级消去了这些 内部自由度
,
从而

,
克服了文 〔l〕的不足

,

取得了令人满意的结果
.

据文 〔2〕介绍
, 用杂交法构造板单元有其明显的优势

.

因此
,

木文采 用文 【3〕建立杂交有

限元的列式方法构造了一种新型任意四边形 M in dl in 板弯曲单元
.

其基本原理是在单元内

使用虚应力原理
, 在整体结构使用虚位移原理

.

因为虚应力原理和虚位移原理是连续体力学

的基本原理
,
所 以此法适合于不 易找泛函或泛函不存在的问题

,

适用于非保守系统
,

本文构

造杂交型单元的列式方法有普遍意义
.

二
、

基于虚功原理的任意四边形M in dl in 板弯曲杂交元列式

1
.

等参坐标 取单元形状为任意四边形
,
单元局部坐标与整体坐标及节点编号如 图 l

所示
.

且有坐标变换式

x = 乙 N ‘
(雪

, 刀)x ‘ , 夕= E N
‘

(蜜
, 。)刀‘ (2

.

1 )
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图1 等今坐标

其中
,

N ‘(雪
, , )~ (l + 占

‘

占)(1 + 刀‘刀)/ 4 (2
.

2 )

省
‘ , 刀‘为节点 i对应的等参坐标值 (见图 l)

.

2
.

单元 内广义应力的插值函数 我们要求广义应力满足如下形式 的平衡方程

、
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这里 , 尸
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为板的横向分布载荷
.

设
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,
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式中 , {刀}
‘

为单元的一个待定参数列 阵 ;
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.

M
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由 (2
.

4 )式不难给出单元边界力如下

{T }= [8〕〔P〕{刀}
e

+ [8 ] {a ,

}

式 中
,
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,
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a为单元边界外法线与
x 轴夹度

.

单元 内应 变由物理方程得
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{e }~ [C〕{口 } (2
.

1 1 )

式 中
,

[C〕

1 / B 一 拼/ B 0 0

一 拼/ B z / B 0 0

0 0 2 (l + 拼)/ B o

0 0 0 1 / D .

0

口8
, 口8

二

口刀 口x

0

0

0

0

1 / D .
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{e }一

{鲁
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箭
口砰
口x

+ 乡
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口附
口夕
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、、J
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口U
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其中
,

B = E h
3

八 2 ,

D . 二E h/ 2 (1 + 拼)m

m 为将横向剪应力视为沿厚度均匀分布时的折减系数
,
按能量相当可取。= 1

.

2 , h为板厚
.

3
.

单元位移的插值函数

(l) 三种单元位移模式 的多项式形式 就有限元协调模型而言
,

选用合适 的位移模式是

至关重要的
, 在杂交应力模型中

, 边界位移 (有时还有域内位移 ) 的假设也同样重要
.

选用

的位移模式应保证 收敛
,

且 收敛速度要快
, 并应尽可能使计算简单

.

对任 意四边形单元
, 最简单并可能采用的位移模式是

W 一a1 + a Z

宜+ 气刃十 a ;

占叮

0
二

= 刀
, + 刀

2

占+ 刀
3 , + 刀

‘

省叮

0 , ~ 尹1 + 夕2

占+ 甘。叮+ 夕‘占,

(2
.

14 )

、
刁
‘、.J

这正是文 〔1〕采用的位移模式
.

每个角节点取三个位移分量牙
‘ ,

先.和 0,
‘, 正好可确定 (2

.

14 )

式 的全部待定参数
,
我们 称它为

“

I号单元
” .

这种模式 能反映刚体位移和板的常应变
,
且

在相邻单元的交界处满足位移连续关系
.

计算表明
, 此种单元在网格逐渐 细 分 时

, 收敛速

度比较慢
, 此现象在薄板时更明显

. “

I号单元
”

收敛速度慢的原因
,
主要在于砰

,
0. 和0, 都

取双线性插值函数
,
致使薄板挠度 的形成主要靠单元间绕边界的相对转动 来 实 现

, 而 法线

转角在单元边界 上又是连续的
, 这就必然会伴随过大的横向剪切变形

, 使单元显得 传 递 弯

曲变形过于刚硬
.

当然
,

板越薄
, 变形中横向剪切所占比重越小

,
夸 大 了 的横向剪切变形

的影响也就越大
.

另外
,

由薄板 K ir c h hof f假设知
:

0
:

~ 口邵 / 口, ,
0

,
- 一 口w /叙

,

所以
,

0
. ,

0 , 中的一次项应相应 于研中的二次项
.

因此 , 把砰
,

0
二

和 0, 取为同阶形式是不适宜的
.

根据以上分析
, 改进

“

I 号单元
”

的途径是在研的插值函数中增加舀
, 刁的高次项

.

可设

牙= a , + a :

占+ a 3。+ a 4

占。+ a 。

占
2 + a 。。2

+ a :

雪
2 。+ a 。君。

2

)
0
二

= 刀
: + 刀

2

占+ 刀
3 刁+ 刀

‘

省刁

夕
,
= , ; + 下:

占+ 护3刁+ 甘‘省粉

(2
.
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每个角节点取三个自由度 研
‘,
氏

‘和 0,
‘,

每个边中节点取一个 自 由 度 W
‘, 即可唯一确定

(2
.

15 ) 式的全部待定参数
,

我们 称它为
“

U 号单元
” .

显然
,

其相邻单元交界上挠度的连续

性可以保证
.

“

I号单元
”

与
“

I号单元
”

比
,

边 中节点的引入对于同样 的网格划分
,
所需计算机的存贮

量和计算时间都将增加
.

因此 , “

I 号单元
”

也存在不足
, 改进的办法是 不采用边中节点

.

著

名的W ils o n 不协调元采用静凝聚方法消除内邵 自由度
, 其实施过程涉及矩阵求逆

, 不能给
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出显式 , 另一种方法是 引入 各种约束条件
,
从而消去内部自由度

.

如文 〔4〕引入 1 5个约束条

件
,
消去了 15 个内部自由度

, 文 防」
、

〔6〕针对三角形单元
,
利用单元每边剪力Q

.
等于常数

,

引入 3个约束条件
,

消去了 3 个内部自由度
,

其实施过程简单明了
.

本文借签这种思路
,
将

其运用到所构造的单元
.

Q
。

由下式确定

Q
‘

~ D 。(口班/ 刁t一 0
。

) (2
.

16)

式中 , D 。
同 (2

.

12 )式
, 才

, ,
分别为单元边界的切向和法向坐标

,
牙

, 0
。

分别为边界挠度和

中面法线绕
n 轴的转角

.

任
}
意四边形单元的四 条边可提供 4 个约束条件

,
从而在单元级消去

了 4 个内部自由度
, 使计算时间没有因内部自由度的引入而增加过多

.

这样
,
每条边的挠度

研可由角节点位移参数 (包括0
. , 0 ,) 确定

,
相邻单元的位移协调也能保 证

.

我 们 称 它 为
“

I 号单元
” 。

综合以上三种单元
, “

1 号单元
”

具备了
“

I 号单元
”

的优点
, 而其计算时间与

“

I号单

元
”

相近
,
亦即

, 它吸取了
“

I号单元
”

和
“

I号单元
”

的优点
.

所以
,
再配合适当的域内应力

插值
,
完全可以构造一种性能优良的单元

.

(2 ) 三种位移模式的插值函数 在单元内部假设位移为

{“}= [N 〕王g }
e

(2
.

17 )

式 中 ,

{。}二 {附 6
。

0 , } ,
(2

.

18 )

{g }
e
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; 0

: ; 8
, :
万

2
8
二 2

6 , 2

牙
: 8

r 3
8 , 3

平
‘

8
, .

8 , 一}了 (2
.

19 )

〔N 〕是单元位移插值函数矩阵
.

三种位移模式的插值函数矩阵分述如下

N 1 0
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Z

0

N 2

0 N
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-
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式中 ,
N

‘
(i= 1 , 2 ,

3
, 4 ) 同 (2

.

2 )式
.
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。

N
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N
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fll
、

一一N

式中
, N ‘1

(i= l , 2 , 3 , 4 ) 与 (2
.

2 )式 的N ‘
(‘二 l , 2 , 3 , 4 ) 对应 ,

N ‘二 (l + 占‘雪) (l + 叮‘, )(占
‘

占+ 刀‘, 一 l)占了亏: / 4

+ (l 一省
2

)(l + 刁‘, )(l一占l)叮季/ 2

+ (1 一 粉2

)(1 + 省‘占)(l一 , l)雪: / 2 (2
.

2 2 )

如
, 刁‘(i= 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 )为节点 i对应的等参坐标值

.
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M
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Z

K
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M
Z

N
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K
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M
。

N
‘

K
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M
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式中
, N ‘

(i= l , 2 , 3 , 4 )同 (2
.

2 )式 ,

K
l ~ [ (

a l l: 一 a ‘l
‘

) + a ‘l挂一 a , 11刀一 a l ll占
“ + a 4

1刃
2
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2 叮一 a ‘

l
一
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] / 8

K
Z
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1
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I

:
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I
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l
:
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K
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1
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1
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1
2
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I
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1

3

占
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1
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1
3

占
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I
Z
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〕/ 8

K
‘
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l
‘一 a 3

1
3
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a ‘l‘ 一 a 3

1
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1
3

占
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l
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13君
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2
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只要将 (2
.

2 4 )式
‘二归的 l

‘

换成。‘,

即是 M
‘

(i= 1 , 2 , 3 , 4 ) 的表达式
.

参看图 l ,
令

“ l一 2
”

边
、
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“ 2一 3 ”

边
、

“
3一 4 ”

边
、

“ 4一 l ”

边分别为第一
、

二
、

三
、

四条边
,
则 (2

.

2 4 ) 式中的
a ‘, 1.和

。‘分别为第 ‘条边边长的一半和外法线方向余弦
.

(3 ) 三种位移模式 的边界位移插值函数 设单元边界位移为

灌. 卜= 〔L〕{g }
e

(2
.

2 5 )

式 中
,

{ . }= {8
. 。

8
, 。

W
。

} , (2
.

2 6 )

[L〕是边界位移插值函数矩阵
.

下面以
“

I 号单元
”

的
“

1一2
”

边为例
,

给出插值函数矩阵 阵〕
.

令

{“一}二 [N l。〕{q }
.

(2
.

2 7 )

式中
,

{“
。

} = {牙
。 0

一。 8
, 。

}
T

(2
.

2 5 )

[N i。〕由叮= 一 l代入 (2
.

2 0 )式得
.

再令

{. }= [L l〕{“。} (2
.

2 9 )

参看图2 ,

不难得出

0 一 8 In 议 C O S a

0 C O S a s lfi a (2
.

3 0 )

0 0 」 圈 2 边界位移几何关系

广Jleses

一一L

由 (2
.

2 5 )
、

(2
.

2 7 )和 (2
.

2 9 )式得

〔L〕~ [L l〕[N x 。〕 (2
.

3 1)

类似地可导出另三条边边界位移的相应公式
. “

I 号单元
”

和
“

! 号单元
”

的边界位移可仿照
“

I号单元
”

分别由〔N
, 〕和 〔N , 」推得

.

4
.

对于单元使用虚应力原理 在单元内部使用虚应力原理
,

为此把单元看作一个边界

位移全部暂时给定的弹性力学问题
,

这时
,

我们有变分形式的虚功方程

{
。{a }·、。}、V 一

!
“、T }

·

{“ ;d s

一
厂 e ‘

S e

(2
.

3 2 )

式中
,
厂

e

为典型单元的区域
,

S
。

为单元的全部边界
,

{a }为单元内的应力分量列阵
,

{时为

单元内的应变分量列阵
,

{T }是 由内部应力场推得 的单元边界力列阵
,

{耐为单元边界S
。

上的

位移分量 yIJ 阵
.

将式 (2
.

4 )
、

(2
.

5 )
、

(2
.

1 1 )和 (2
.

2 5 )代入 (2
.

3 2 )
,

并应用一次虚应力原理
,

最后得

{刀}
e

= [A l」
一 ‘

([G
。

」{q }
e 一 〔A

Z

〕) (2
.

3 3 )

式 中
,

「浅“一
升

〔“
2

卜介
〔‘

。

〕一

J.
:

[P 」r 仁C〕[P 」d 犷

【尸」T [C」{a , }d V

[P 〕r [0〕
,

[L 〕d s
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.
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这就是说
,

我们选择内部参数招产
,

使其满足单元虚应力原理
,

从而建立起{斑
‘

与单元节点

位移的关系
.

5
.

对整体结构使用虚位移原理 我们采用如下形式的虚功方程
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钊
: 。

尸
:

占砰d 犷十 乙 {
_ 。

{ , }
’
6、“}d s

J 汀 e
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.

3 5 )

式 中
,

艺 表示对所有单元求和
,

尸
:

为板的横向分布载荷
,

研为单元 内部的挠度
,

S 百为给定

力的边界
,

{甲}为给定的边界力
.

令

{少}一 {刀
。

刃
。 :

口
,

}
,

将式 (2
.

4 )
、

(2
.

1 1 )
、

(2
.

1 7 )
、

(2
.

2 5 )和 (2
.

3 6 )代入 (2
.

3 5 )
,

得

(2
.

3 6 )

并应用一次虚位移原 理
,

最后

(弓
〔尤〕

)
‘“’-

乙 {Q } (2
.

3 7 )

其中
,

{ q }为整体结构节点位移列阵
,

[尤卜 [‘
。

] , [月1〕
一 ‘

〔‘
.

j
、

}

‘Q , 一

I
: : 〔L , , ‘, , d s 一

几
。

「L〕
’

〔““‘J ,

,
·
“S + 〔G

·

〕
·

〔“
1

〕一 〔A
Z

〕

{ (2
.

3 5 )

分别为单元刚阵和单元节点载荷列阵
.

由 (2
.

3 7) 式可见
,

杂交元模型的求解仍然归结为
“

刚度位移法
” ,

因而
,

它能与一般的协

调元连接
.

三
、

数值算例及结果分析

为考察 人文所构造单元的合理性
,

计算了若干算例
,

特别是纯弯曲板
、

悬臂板
、

三角形

板等一些有挑战性的算例
,

其结果及分析如下
:

例 1 四边简支方板和四边固支方板

板边 长为
a ,

厚度为h
,

简支方板承受均布力 q
,

固支方板在板
‘
}!心承受集中 力 P

.

由对

称性
,

取整块板 的l/ 4 ,

网格为 4 x 4 ,

训算 了 了种不同厚跨 比时板 中心挠度
,

结果见表 1
.

板

中心的挠度分别由下式 表示

砰一
a q r / D

,

研 ~ a l尸a “

/ D

表 1 简支方板和固支方板中心挠度系数 ( X 1 0 一6
)

a a i

、、一

言拼;
,

三
l

公抉
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蕊
.

一 r’
八
牛叭月

知曰犷 子不看七 匕一一一一」
’

L-- 匕一至‘川 」
~ . - - 闷卜卜

匕
a

绷 嗒刹
(a ) (b )

日 3 纯奄板

表中
,

文〔7〕的八节点等参元和文 口〕的单元考虑 了横向剪切影响
,

文 〔8〕是基于 R ei ss n er 理

论
.

简化得到的考虑横向剪切影响的矩形板弯曲解
.

计算结果表明
,

木文单元对薄厚板均能

得到较好的解答
,

且
“

l 号单元
”

比
“

I号单元
”

性能好
.

例2 用纯弯算例考查本文对位移模式改进的效果
.

四角支方板边长为
。 ,

厚跨比为 h/
“ ~ 0

.

01
,

四边承受同样大小弯矩M (图 3 (a) )
.

由对

称性
,

取 整块板的 1 / 4 (右上角部分 )
,

网格划分见图 3 (b )
,

计算了各点挠度并与文 〔9〕的理

论解进行了比较
,

结果见表 2
.

结果表 明
, “

I号单元
”

处理纯弯板时误差远比
“

l 号单元
”

大
.

此例证实本文对位移模式的改进是合理的
.

可以 预见
,

文 [l 〕单元处理纯弯问题将类似

本文
“

I号单元
” .

、、~

言飞几
~

之之 、 2

⋯⋯
3 { 4 555 66666 888

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
4 8

·

弓4 7 4 2
·

3 5 5
::: 2 7

.

0 3 3
‘

4 3
.

1 9 9 36
.

06 9999999999999999999111 号单元元 }
4 9

·

9 9 9 43
·

7 4 999 2 4
.

9 9 9 4 3
.

7弓0 3 6
.

1 1 11111 1 9
.

1 3 333

III 号单元元 } 弓0 4 3
·

7 5 111 2 5 4 3
.

7 5 3 6
.

1 11111 1 8
.

7 5 000

薄薄板解【9 」」」」」 1 8
.

7 555

例3 悬臂板

正方形悬臂板边长为
a ,

厚度为 h
,

承受均布载荷 q
.

由对称性
,

取整块板 的 1 /2
,

网格

剖分见图 4 ,

分别计算了 7 种不同厚跨 比下 自由边挠度和 固支边中点弯矩
,

结果见表3
.

自由

边挠度和固支边中点弯矩分别由下式表示

「

L

圈4 . 份板
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衰 3 . , 板自由边烧度系傲a和固支边有矩系教刀 ( X 1 0 一 4

)

{ 口

I 号单元

茶双 0
.

2 5 a

0
.

000 1

0
.

001

0
.

01

1 293

1 2 93

12 94

1 3 01

13 4 7

14 07

1 491

1 28 8

1 28 8

妞习9

12 95

134 1

14 00

148 3

、
一{一 冬〔担 一 i

严
”

粤一
}兰兰

.

{竺
-

二竺
{

二1
{

-

上
.

⋯二竺{二兰
.

} 超
7 6

{ 粉88 1 12 82 工2 6 6 1 工3 1 0 】
1 306 }

主293

1
立2 7 6

} 拐88 { 工2 82 ’ 1 2 6 6 ’ 1 3 1 0 {
里306 ⋯12 93

) 妞
7 6

}
1 2 88 ) 主282 1 王2 6 6 ⋯

立3 1 0 { : 306 { 1293

}
1 2 8 2

1
1 3 06

,

”9 9 } ”8 2 { 王3 1 0 { 1306 1
: 2 9 3

{
王32 8 1

又34 9 工34 2 1 32 5 { 1 3 1 0 { 1306 1 12 93

}
王38 6

} l ‘ · 1 310 } 13 06 } 12 93

】1 4 7 0 } 1 5 0 3 } 14 9 5 { 1 4 7 7 J 1 3 1 0 } 1 306 } 12 93

一 5304

一 53 08

一 533 7

一 534 1

一 534 2

一 52 55

一 5 17 8

一 53 56

一 5356

一 5356

一 5356

一 5356

一 5356

一 535 6

‘
上,目丹j4

.

⋯
�”�nU�11�内”�

附 = a g a ‘
/ D

,

M = 刀叮
a Z

表中
, 级数解为张福范

〔‘。〕给 出的
,

文 [l ]计算了自由边挠度
,

但未计算固支边弯矩
.

结果表

明
,

本文单元能较好地解决这类具有边界效应的问题
.

例4 用本文单元处理斜边界问题

承受均布荷载 q 的周边简支等边三角形板
,
厚跨 比为 h/a = 。

.

04
,

网格剖分见图5
.

分别

计算了板中心 (坐标原点处 ) 的挠度和弯矩
,

并与文〔9」的理论解进行了比较
,

结果见表 4
.

板中心的挠度和弯矩 由下式表示

附 = a g a 今/ D
,

M
:

二M , 二刀g a Z

结果 表明
,

本文单元能较好地适应带有斜边界的问题
.

仪仪仪

I 号单元

薄板解〔, 〕

0
.

0009 84 9

0
.

001 02 9

0
.

0 2 5 5 1

0
.

0 2 4 0 7

0
.

02 50 7

0 02 4 0 7

四
、

讨 论

1
.

特征值检查 计算结果表明
,

本文单元的单刚是半正定的
,

并且零特征值为 3 个
,

这说明单元的零能模式已被消除
.

一般而 言
,

单元已无零能模式
,

多个单元组合在一起后就

一定没有零能模式
.

因此
,

本文单元所采用的应力和位移的插值函数是比较合理的
.

2
.

收敛性 本文观察四边固支方板在不同网格划分下 的数值收敛情况
,

板的厚跨比为

h/
a 二。

.

1 ,

在板中心承受集中力尸
.

分别计算了四种不同网格下板中心挠度
, 结果见表5

.

结

果表明
,

本文构造的单元能以较快的速度收敛
,

且
“

! 号单元
”

比
“

I 号单元
”

性 能好
.

由此

也证明
,

本文对文〔l] 的位移模式的改进是成功的
.
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不同网格划分下的浇度系教 a

1 8 7

衰5 ( X 1 0 一6
)

I X I 2 X 2 3 X 3 4 X 4

I 号单元

, 号单元

八节点等参元【7 〕

6 9 1 3

691 3

7 7 03

68 03

7 58 7

7 1 0 9

7 5 7 5

7 2 7 7

7 3 0 0

五
、

结 束 语

计算结果表明
,
本文

“

! 号单元
”

构思合理
,
克服了巳有板单元的一些不足之处

,
同时

,

它对板的厚度具有相当宽的适用范围
,
且性能相当好

,
是一种值得推荐的平板弯曲单元

.
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