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摘 要

本文通过适当变换
,

将考虑铸坯相变潜热影响的三维稳态非线性温度场问题
�

化成等效的二

维瞬态非线性问题来求解
,

并用等效比热代替相变影响
�

给出了有限元计算公式
�

并对相变区作

了精确仔细的处理
�

关工饲 连铸 相变 温度场

一
、

引 言

连铸过程铸坯温度场分析是生产上十分重要的问题
�

拉拔速度和铸坯液芯长度的控制直

接关系到生产效率和操作的安全性
�

对铸坯温度场的分析还可以进一步了解和控制铸坯的质

量 ,
防止热裂纹

、

缺陷的生长
,

控制结晶方 向和晶粒的大小等
,
具有巨大实用价值

�

由于铸坯中存在液相和 固相
, 凝固时将释放相变潜热

,
各种物理

、

几何参数都随温度而

变化
,

边界上又有对流
、

辐射和强制水冷
,

铸件本身还在运动
,

因此这是一个十分复杂的二相非

线性热传递问题
�

目前
,

只有十分简单的一维
、

二维问题才有解析解
�

其中相变处理是个关键
�

随着计算机的发展
,
对这类问题采用有 限差分和有限元等数值求解技术

,
取得了显著的

成效
�

� �� � � 和 � �� � �
亡‘渔,

� �� � � � � � �� 二,

� � � �
厂’二
等人用温度回升法处理了相变的影响

�

� � � �� �
,

� �� �
获‘, 〔“二

则用等效比热来处理相变影响
,
也取得了较好的效果

�

近来 � �� �� �’

� �� �� �
〔“〕￡, , 则改用热始法来处理这一问题

�

但是他们对相变和非线性的处理还比较粗糙
,

相

变潜热将释放 �或吸收� 相当的热量
,
对结果影响很大

‘

有些分析计算量较大
,
有待改进

�

针对连铸这一特定问题
,

本文通过合理简化和引进变换
,
将考虑铸坯相变潜热影响的三

维稳态非线性温度场问题
,
化成等效二维瞬态非线性 问题来求解

,

计算量大大下 降
�

用等效

比热代替相变的影响
,

对相变区作了较精细的处理
, 使其更合理

�

给 出了有限元非线性迭代

求解公式
�

最后给出了两种工 况下铸坯各截面相变区的分布和温度场结果
�

二
、

铸坯温度场分析

�
�

模型和墓本控制方程

连铸模型如图 � 所示
�

在上部入口处为液态
,

钢水经过结晶器冷却后表皮形成一层固态

�
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薄壳
�

其后
, 受四周喷水冷却作用

,

沿 ,
向铸坯逐渐 降温

,
且结壳越来越厚

,
直 至 变 成 固

态
�

最后一段为空冷区
�

拉坯速度为 犷
。 �

对此温度场分析可作如下假设
�

��� 忽略钢水内摩擦等能量耗散 ,

�� � 认为铸坯液态 固态 时都是连续均匀的 ,

��� 连铸过程为一稳态连续过程 ,

��� 与轴向传质传热和横向 ��
,

功 向热传导相比
,
可忽略拉坯方向的热传导

,

��� 忽略钢水横向流动
�

对于包含相变影响
, 流体固体的统一热传递方程为

�� ,

。 � �

二
�乙

� , ,

。
、

� 七 一�丁一 � � ‘奋厂�丁
一
� �

�

叹左� � �
� 吞 � ‘

��
�

��

在此
, � 为温度

, � 为热传导系数
, � 为质量密度

, � 为比热
, �为 单 位质量的相变潜热

,

亡‘为第 ‘相的组元
�

方程 ��
�

�� 反映了能量平衡
,
对于稳态问题则变为

� � �
·

� � � � ‘�‘�
·

�亡‘� �
·

��� � � ��
�

��

� 为速度
�

由于 犷
�

一犷
。,

且 犷
�

》犷
� ,
犷 , ,

则

�
·

� � 、 �
。
口� �由

,

�
·

� 亡‘、 犷
。

成
‘�由

由假设 �� �
�

口
�
�

,

口
�
�

� � ,

口��
介�不, 二厂 。

左一石一下犷 万 左一二丁石�
,

� �一 � 刀
一 � � �

。�犷
。

臀
, 。‘ ,‘�

。

会
》 �

豁

��
�

� ��� 
�妙

方程 ��
�

� �可简化为

� � 犷。打
, � , � ,

口互‘
。

少 �
, ,

一万二一 十 �, “‘犷 。
, 了丁 � 尽了万二豆 个 尺

�� 乙 �� ‘ �� 弄
一

此式即为连铸问题的温度场控制方程
�

边界条件为

已知温度
� � � �

。

�在入口处�� �

对流
� �口� �口� � ���

。一 � � �在�
� , � �上�

辐射
� �刁�尸

�
·

二、
��

�
一 � � �在�

� , � �上�

已知热流
� �口�闰

� 二 �
。

�在�
�上� � ��

�

��

这里 �
。

为浇铸温度
, � 。为结晶器带走 的已知热流矢 量

�

�
, 、 分别为边界对流散热和辐

射散热系数
�

�
,

为周围辐射物温度
,
�

。

为环境温度
�

方程 ��
�

� �是一个稳态三维问题
,
直接计算工作量大

,
可将其变换成另外形式 求解

�

在

此 , 引进独立时间变量 �, 将
‘ 看成是 � 的函数

�

位于空间
�
处 的某截面

,
可视为钢水从浇

口 �
。

处经过 � 时刻后移动到达的位置
�

于是

口� ��
, � , �

����
口�

口乙��
, , , �

����
口�

一

畏
一

奈
一 。

。

器
一

器
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半
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。
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�

��

这样方程 ��
�

� �就变为

�

。 口� ��
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� � ,
口心‘��
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� 左尸布二犷 十 匀
� 不

一

口
� �

口�
� ��

�

� �

这是一个瞬态 二维问题
�

相应的边界条件
、

初始条件为

初始条件
� � ��

, � , ��� �
。

�在 ��� �� ��
�

� �
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边界条件
� �口� 月

� 二 �
。

�� � �《凡�犷
。

�口� �口。� � ��
。 一� �

,
�口� �口� � 、��

, 一 � � ��� �
��犷

。
��

�

��
、�沪�夕

、�声、�尹

于是求解铸坯三维稳态温度场的问题 ���
�

��
、

��
�

��式 �
,

就等价地化为在条件 ��
�

��
、

��
�

�� 下
,
求解二维瞬态温度场的问题 ���

�

�� 式�
�

�
�

相变潜热的处理
—

等效比热法

二元合金和钢的典型相图如图 � 所示
�

�为液相区
,
�为固相区

, � �  固液两相区
.
对

某合金从开始相变到相变结束有一个温度范围 (即固相点T
。和液相点T

:之间)
,

当发生从固

相到液相 (或液相到固相) 相变
,

将吸收 (或放出) 潜热
.

在某温度T
,
假设相变巳达到平衡状态

, 根据相律
, 则此时固

、

液所占的比率 f
: ,

f

:

完

全可由杠杆定律确定 (图2)
.
即

f
8 C 一C

n
沁乞 --户二 ,

J
L

=

勺 l ee 勺 2

C
。一 C

:

C I一 C Z
(2
.
9 )

于是方程 (2
.
1) 中的 亡

‘
= f

: , 相变潜热 的贡献为
:

p “ l
,

苍;
df。

.

d T

= p s I S梦
一

d 才一一
怂一
dt

户

在此
(C

。一 C
,

) 口C
Z
/ d T + (C

:一 C
。

)
口C l/口T

(2
.
1 0 )

称C
。
= 肠沪为相变等效比热

,

C 一 {

(C:一C l) 2

其值为
:

(T > T
:
或T < T

。
)

( T
。
《T 《T

:
)

(2
.
11)

15功

引进等效比热后
,
方 程(2

.
6)就变为

(p C + p
sC 。

)

口T (x
, 夕 ,

t
)

口t
二k

口ZT

口义
2 + k

口ZT

口y
Z (2 一2 )

固之液相变所产生的热效应通过 p
:C

。

加以反映
.
C 。

是温度的函数
,

其值可以 直接根据

相图按(2
.
10)

,

(
2

.

1
1) 式求得

,
0 C

I
/ 口T

,
口C
Z
/口T 值可由相图上液相线

、

固相线的斜率求得
.

T几T几
厂孔T几

结晶器

强制水冷

淤
线

义乎分、 乙

一 气( - 丁火 亩仗于目兰父

5 + 乙
1 .1!!

一a.冷--IJC�通.
1!l
一C-

-11
!
-
一C

喷了液固体体

A 一 B 二元合金相田 碳钢相图

圈 2

对于图 3 两种典型的相图
,
利用 (2

.10) 式不难求得

(l) 对图3(a)
,

C

e

是常量
,
有

C 。
二l

。叻~ l, / ( T
: 一 T ,

)

(
2

) 对图 3(b )
,

C
。

是T 的函数
,
有

(2
.
13)
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。 一 l
,

b
:
b

,

( T
二一 T

,
)

叭=下i了荞布菊众术蒸万「 (2
.
14 )

其中b;
、

伪分别为相线 C
l,

C
Z

的斜率
.

减

母

线尤、、、线\工卜C曦
孔了熟

巳巳丁反口口
二二二二公公

SSSSS
C线

( a )

C

(e )

式公

.元

c0(b.限

有一一一
二维瞬态非线性温度场分析

(l) 有限元方程

假设 t到 t+ aAt 时刻温度随时间呈线性变化
,
即

Jl_*.~
.
~
_ ‘

~

. L
_ ‘ .

口T △T
~ · “

,1 ~
.
1 + △1

。 .
’ “ “一 , 若- =

一- 下二
-

O 【 口凸不
(
3
.
1
)

已知 t时刻的温度场求 t十 a △t 时刻的温度场
.
按通常瞬态温度场问题有限元分析方 法

r。, ‘” ,

根据方程(2
.
12) 和条件 (2

.
7)

、

(
2

.

5)

,
可得增量形式连铸 问题截面温度场分析的有限元方

程为
:

‘+ a 应‘
[充j{△T 今卜~

‘+ . “{ O } (3
.
2 )
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了.飞
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-
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.
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。
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}
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l
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奋
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一
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一
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一
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·
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一
、。

,

卜伞J
::「N 〕
一

‘。
。

,“5 1
,

“
“ △‘〔‘〕一

〔
‘+ “ △‘

k

0

0

‘+ . “k

一
、Q

·

} 一

幸!
:。

‘

一、Q
·

卜幸{
:r

‘丰 a △‘
h 〔N 〕,

[ N 」d s
。

(

‘+ ““‘笼T 怎}一
‘

{ T
告

} )

‘+ “△ ‘、
[ N ]

,

[ N 〕d s
,

(

‘+ “ △‘
{ T 季}一

‘

{ T
‘
} )

(
3
.
4
)

这里左上角标表示 才+ a △t 时刻和 t时刻的量
,

S
, ,

S

。 ,
s

,

分别为受已知热流
、

对流
、

辐射

作用的边界面
,
犷 为单元体积

, 。
为物体单元总数

, ‘+ ““‘
{ T 舒 为 t+ aA t时刻对流边界节点

环境温度列阵
, ‘+ “ △‘

{ T 汁为 t十 a 八t 时刻辐射边界节点周围温度列阵
, ‘

{ T
七
} 为 t时 刻 节点

温度列阵
,

{ △T
“卜为

子
到 步+ a 配 时间内节点温度增量列阵

,

「N 〕
,

「B 〕分别为单元的形函数

知阵及其导数知阵
.

等式 (3
.
3)中

‘+ “ “‘
{ Q

B

}

, ‘+ ““‘
{ Q

c

}

, ‘+ ““ ‘

{ Q

,

}

, ‘+ “△‘
{ Q

B

}分别反映已知热流
、

对流
、

辐

射等边界条件和相变 对 热 流 矢 量
‘+ a “‘

{
O

} 的影响
; ‘+ “ “‘

[ K
K 〕

, ‘+ “△‘
[ K

c

]

, ‘+ o △‘
[ K

护

]

,

‘+ “△‘〔C] 分5iJ 反唤物体热传导
、

对流
、

辐射和热容对
‘+ “ “‘〔才〕的贡献

.
由于包含相 变 和 辐

射
, ‘+ “ “‘

[尤〕
, ‘+ 。“ ‘

「心」是T 的函数
,

因此这是一姆非线性方程
.

(2 ) 迭代 公式

对非线性方程 (3
.
2)的求解

,

通常可采用修正N ew to n R a p h s o n (M N R ) 法进行
.
近

似取
‘

二 △‘
r尤j、

‘

[左〕 (3
.
5)

对第 ‘次迭代可设
‘+ a △‘

{ T
七
}
“ 、

~
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{ T
介
}
“

一 ‘ ’

+
{ △T }“

「
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扮
}
‘o ,

=
‘

{ T
k

} (
3

.

6
)

于是

{八T
k
}一

‘+ ‘ 八‘
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抢

}
“ 一 ‘’+ { 么T }

“ 一 ‘

笼T
k
} (3

.
7)

将其代入方程 (3
.
2 )~ (3

.
4 )

,

化简后导连涛问题截面温度场非线性有限元分析M N R 法的迭

代公式为
:

‘
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}
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“
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“
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,
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.
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这里此在
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·
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相变贡献
‘斗 ““ ‘

{ Q
”
}
“ 一 ‘ ’

见下一节
.
方程 (3

.
5) 是比较一般的非线性迭代公式

,

C
,

k

,

h

, 、
等 参数和边界条件随温度和时间而变化

.
当满足

皿{△T }
(‘’

l】
:
《
e

(3
.
10)

它可以允许

(3
.
11)

时
,
迭代结束

,
再求下一时刻的解

.
在上述公式中

, 如取a 二1
,

即为欧拉后差积分格式
.
为

使数值积分 无条件稳定
,
一般取1/2《a《1

.

2
.
相变贡献

‘+ 。 △‘
{ Q

,
}

( ‘一 , )

现在来讨论固液交界区
,

由液相 到 固 相 凝 固 时
, 相 变 潜 热 对 方 程 (3

.
5) 的 贡 献

‘+ ‘ “‘
{ O }

“ 一 ‘

的计算
.
为此首先判断 矛到 t+ a夕 时间间隔内

,
该单元是否发生过相变

.
即高

斯积分点上的温度T
釜 , 是否经过T

:一 T 。 之间的相变温度带
,
若 曾经过则求该单元的〔才]

,

{ 小时
,

必须计及该积分点代表区域所产生的相变潜热影响
.
下面分 6 种情况来讨论

.

(l) 液相区 L

从 t到 t+ a △t 时刻
, 温度 T 肠由A 点到B 点 (图3(c) )

,
此时无相变发生

.
有

‘+ ‘ 么‘
{ Q

B
}
“ 一 ‘’

= o
(
‘+ o △‘

T 气
‘
T
朴
> T

:
) (

3
.
1 2

)

(
2
) 固相区 S

从 t到 t+ a At 时刻
,

T
赞由E 点到尸点

,

都在固相区无新的相变发生
.
有

‘+ 。八‘魂Q B }“
一 ‘’一 。 (

‘+ a △‘
T 气

‘
T
朴
< T

s

) ( 3 一3)

(3 ) 由液相区L到 固相区S

t时刻
‘
T
朴
在液相区

,

而
‘+ “ “‘

T
朴 在固相区 (图中B 点到 E 点)

.
该积分点区域的物质全

部发生相变
.
有

。

一、。· } (
。)一

幸{
。·〔N :·〔N 〕。“‘,“厂

·
‘
。
T
·
> T

一
T·< T

·
, ‘3

·

“ ,

谨I}为单位列阵
.
犷朴
为积分点代表的区域

.

(4) 液相区L 到两相区L + S (图中B 点到C 点)
:
二△:、。

·

}
(卜
!)

一 、久
,

一
〔C

。

〕‘卜
!)
(
‘

一 ‘。、T
·

}
‘卜
! , 一 T ·、, ; )

其中
(
‘
T
赞
) T

: ,
T

: 》
‘+ ‘△‘

T
.
> T

。
) ( 8

.
1 5

)
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··

… 〔C
·

〕(卜
1)一

幸{
;·〔N 〕·〔N 〕··…C“‘一 “犷·

(
3 一6 )

(5 ) 由两相区L + S 到固相区S (图中D 点到E 点)

‘+ · △‘
{ Q

,
}

(一 ‘)

一十
“ 。 △‘

[ e
。

〕“
一 ‘

(
丁。

{ , } 一
‘

{ T
’
} )

’树
’

一 a△t
“

一
“

(
T

:

>

‘
T

.
> T

s , ‘+ “ “‘
T
.
< T

。
)

式中
‘. “△‘

[ C
e
]
(‘一 ‘’见 (3

.
16)式

.

(6) 在两相区 (图中C 点到D 点)

(3
.
17)

:
一‘·、。·

}
‘卜 ! ,

一忐
‘

二‘·〔C
·

〕“一 ,
(…

‘。、T ·
;
‘卜
! ,
一、T

·

} )

( T
:
>

‘
T 气

‘+ “ “‘
T
.
> T

,
)

同时(3
.
9)式中的

‘
[才〕要作修正

,

变为
‘

[才]气 即

(3
.
18)

‘

〔‘〕
一

〔‘〕+

忘幸{
, ·〔N 〕· 〔N 〕

:。·
C

·
“犷·

( 3 一9)

一般不同时刻的
‘
C

。

是不同的
.

对于纯物质凝 固问题
,

T
:

= T
: .

为使能用上法计算
,
可假设T

: ,
T
。之间相差一个很小

的温度值
.

用上法我们编制了相应的计算机程序
.

四
、

1

.

1
/ 4 象限角形区的凝固

设x夕平面 l/4象限角形区如图 4 所示
.

数 例

采用无量纲量
,

设液体固体的p
,

C

,
k 都相同

,

且设

儿= 户C = l
,

T
。一T : = o

,

刀=
P l。

p C ( T
。一 T

。

)

5 6 1 3

区域初始温度T
。

~
0

.

在 x~ 0
,

y = 0 边上温度恒定
,

且 T
。

= 一 1
.

热条件
.

用本文方法计算得到 t一 。
.
1时相变前沿位置如图 4(b) 所示

,

及W
.
D
.
R ol p h等人

‘2 〕
的数值结果基本一致

.

在
x , 刀 无穷远处满足绝

与B u h ia等人
〔’。二
的解析解

/.
色

进Z

车 /

民 才
‘

文 解

0
R o lp h解

一B
uhla解

0
�O

1
.
0?

石工|。g

O T. = 一 1
三 0

(a )

0
.
5 1 0 1

.
5

x/
、

八蕊

(b )

日 4



赵 兴 华 陈 小 弟

2
.
连铸铸坯的温度场

铸坯截面尺寸为 15 x 27
.
4em

, .

5
,

~ 7 o e
m

,

5

2

= 6 8 5 e
m

,

5

3

二 se7 e m (图l)
.
比热 C

二 4 9oJ / k g ℃
,

密度p ~ 几一s x 飞e
一 3

k g
/
e

m

3 ,

潜织飞l
、 =

2
。丁6 0 0 ) / k g

.
相变温度T

:一 15 2 3
,

一℃
,

T
,

= 1 4 8 8
.

7 ℃
,

铸坯初始温度 T
。
一 1545 ℃

,

环境温度 T
。

一 20 ℃
.
结晶器区热 流 密 度 q0 =

104
.
7J / e m

Z·

8 ℃
,

对流散热系数 h一 o
.
o s37) /e m

Z ·

s ℃
.
热传导系数 秃在 o℃

,
5 0 0 ℃

,
l e o o ℃

时分别为 0
.
544 ,

0

.

2 8
,

0

.

3
77 ( 单位

: J /c m
·

s ℃ )
.
相图按图 :‘(a ) 的形式

,
并忽略辐射散热

的影响
.

(a) 单位
: s

图 5

边

(b )

图 5 (a)
、

( b ) 分别提示两种拉拔速度犷
。
~

l
.

3 3 c
m /s 和 犷

。
~ 1

.

7 3 c
m /

s 下 , 在不同时刻

固液交界相变前沿的位置图
.
随时间增长相变 时沿不断向截面中心推 进

.
根 据

z = 犷0t ,

就

可知道两种工况下
, 离结晶器不同截面上液相区的范围

.

长分别为553cm 和 6 17c m
.

设备结构设计是十分有用的

另外也
一『 !

一

求得截面各点的温度

由计算得到上述两种速度下的液芯
.
这些结果对确定连铸工艺参数和

【1 ]
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