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摘 要

本文利用双重幂级数展开法分析三维切 口尖端应力应变奇异性
,

通过切口边界条件导出切口

特征方程
,

进而求得不同切 口内角下特征值序列解答
,

最后推得切口尖端应力应变场
.

关锐饲 三维切口 奇异性 应力应变场

一
、

RlJ 舀

关于三维切 口
,

至今尚未见文推导其尖端应力应变场
.

文〔1 〕用特征函数法分析广义平面

应变 (g e n e r a liz e d p la n e s tr a in )状态下的切 口尖端奇异性 , 文 [幻在推导三维裂纹尖端

应力应变场时
,

曾提及三维切 口问题
,

但未作具体分析与推导
.

在实际工程中
,

常常会遇到三维切口问题
,

如重力坝坝踵坝趾区
、

地下方形洞室角区等

都是三维切 口实例
.

研究三维切口尖端局部应力应变场分布规律
,

可以有效 防止切口尖端由

于应力集中而发生局部破坏
,

从而保证整个结构的安全
.

本文利用双重幂级数展开法
,

先推导三维切口特征方程
,

进而用 M ul le r 迭代法求出不

同切口内角下的特征值序列解答
,

其中最小正特征值可用 来反映切 口尖端应力奇异性程度及

其与切 口内角的关系
.

当切口 内角为 二 时
,

问题退化成半无限大空间问题
,

此时无奇异性存

在 , 而 当切口 内角增大到2 二时
,

问题转化成半无限大空间裂纹问题
,

裂纹尖端具有 l/ 2阶奇异

为 对一般性的切口
,

将其特征值序列分成对称与反对称两部分
,

先推导相应的切口尖端位

移场
,

再利用应力应变与位移关系
,

导出切 口尖端应力场
.

二
、

基 本 方 程

考虑图 1 所示的三维切 口
,

其内角为2a
,

刁 2 < a < 二 ,

切口尖端线与
z
轴重合

,

可前后无

限延伸
,

切口两表面分别位于 0 = a 和 0 = 一 a 面上
.

不计体力影响
,

问题的平衡微分方程可用应力分量表示如下
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参见图 1 ,

切口边界条件可表示如下

a 。。一a 。一= a e :

= 0 (6 = 士a ) (2
.

4 )

三
、

特征方程与特征值

假设切口尖端附近无外力作用
,

将位移展开成双重幂级数形式
。,
二 艺 乙

r 久, + ” a 。 , (元
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, z )
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其中 几, 为问题的特征值 (n = o , l , 2 , “ ·

⋯
将(3

.

1) 代入 (2
.

3)
,

按
,
同幂次项重新排列并令

r 同 幂次项系数之和为零
,

可得零阶平

衡方程
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s in 几sa = o
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这便是三维切口 的特征方程
.

求解方程 ( 3
.

7 )可得幻序列解答
.

表 1列出了不同切口内角下幻的部分结果
,
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四
、

切 口尖端位移场

根据问题性质
,

将特征值序列 {几, }分解成对称 与反对称两个子序列
,
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,

具有反对称性质
,
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.

1
.

对称情形下的位移场

当 n = O 时

先考虑林
, ,

几
。 ,

几
。 ,

⋯ } 对应 的位移函数
,

此时幻满足方程 (3
.

6 a)
,

因此有

5 in Z几, a + 几, s in Z a = o

由 (3
.

sa )得

A
o , == 阴。, D

。,

其中

其中

。
. J

= 二资业丝吐匹旦业
2几,

再由(3
.

5 c )
、

B
。, =

(3
.

sd )
、

(3
.

s e )
、

F
。, = Q

。, = P
。, = o

5 in (几
, 一 l )a

s in (几
, + 一)a

(3
.

sf )得

于是由(3
.

3 )和 (3
.

1) 得零阶位移
。,

~ r , , 〔。
0 , e o 。(几, + 一)6 + c o s (几,

一 )0 ]刀
,

u 。= 一 r几, [ m 。, s i n (几, + 1 )0 + K
。, s in (几, 一 1 )8〕肠

甘:

= 0 } (4
.

la )

肠即为D
。, ,

它是
z
的函数 (j = 1 , 5 ,

9
,

⋯ ⋯ )
.

再考虑 {几
‘ ,

几
: ,

人
: ,

⋯ }对应的位移函数
,

此时 几
,
满足方程 (3

.

6 d)
,

因此有
5 in 久, a = 0

由(3
.

5 )各方程得

A 。, = B O, = D 。, == F 。, = Q
。, = o



三维切口 尖端应力应变场

P
o , 护 0

于是 由(3
.

3 )和 (3
.

1) 得零阶位移

“ ,
= 0 , u , 二 o , 。:

= r 又,
刀

, e o s几, 8

其中 刀, 即为 P
。, (j= 4 , s , 12 ,

⋯ )
.

当 。 = 1 时

在此情形下
“,

= E 神 , + l a : , , “。= E
r几, + l b ; , , 。 :

= E
r只, + l e ; ,

将(4
.

2 )代入 (2
.

3 )得一阶平衡方程

(X + G ){ [ (几
, + 1)

2 一 l ] a l , + 还, b
;

; } + G [a :

罗
, + (几, + l )

“a ; , 〕

一
Ca

l , 一 ZG b{罗
夕
+ (X + G )几

, e 。

歹= o

(4
.

lb )

(4
.

2 )

(X + G ) { (几
, + 2 )

a
l;

, + b {;
e’} + 口 [bi罗

夕, + (几, + l )
“
bl, 〕

+ Z G a
l; , 一Gb

, , + (X + G )
a
石J” = o

(X + G ) [ (又, + 一)
a
石;

, + b石丁
e , 〕+ G [ c

{罗
e’+ (几

, + l )
2 e l , 〕=

先考虑 {几, ,

几。
,

几。
,

: }对应的一阶位移 函数
,

由(4
.

l a) 知

a 。, = [。
。, e o s (为+ 1 )0 + e o s (几

,

一 )0」刀
,

b
。, = 一 〔。

。, 5 in (几, + l )口+ K
。, s i n (几

,

一 )0 ]刀
, , e 。, = o

将 (4
.

4 )代入 (4
.

3 )
,

求解得
a , , 二 A l , e o s (几, + 2 )0 + B l , s in (元, + 2 )8 + D , , e o s元, 口

+ F I , 5 in 兄, 0

b , , = B , , e o 。(几, + 2 )8 一 A ; , 5 in (几, + 2 )0 + K l , 〔F ; , e o s几, 0

一 D l , 5 in 几, 0 ]

e l , = P l, e o s
(几

, + 1 )8 + Q :声 in (几, + l )口

(4
.

3 )

(4
.

4 )

X 十 G
。 ,

二 二
, , . 、 , 。 。二 、 _ _ _ , 。 . 、 。

一 - ; 下下几两
-

L人了十 l 一 八
。
八 几

厂
1 ) J P 于

’

c U 吕 t几
厂

l 川任几了Ly

(4
.

5 )

其中

K
I , (几

s + l ) + 3 一 4拼

(几
, + l )一 3 + 4拼

’

将 (4
.

2 )代入 (2
.

4 )并利用 (4
.

4 )得一阶边界条件

‘、.少
内O4

‘

于.、

、

l
、

,

zr...声
子

a+一一一

;;
’+

凡,拼+ l

l 一 拼

a l , = o
, a

{罗
户+ 又, bl , = o

c
;;

, 一 [m 。, 5 in (几, + 一)0 + K
。, 。in (几

, 一 l )0」刀乡
, )

= o

将 (4
.

5 )代入 (4
.

6 )
,

求解得

A 一, = B l , = D I , = F 一, = Ql , = o

P l , = f
l ,
刀乡

. ,

其中

月
.

+lf
15

X + G
4石G

[ (几s+ 1 )一 K 。, (几, 一 l )〕
s in (几I一 l )a

s in (几, + l )a

tn 。, s in (几
, + l

(久, + l

a + K
。, s in (人, 一 l )a

s in (几
, + l )a



钱 俊 龙 驭 球

于是 由(4
.

5 )和 (4
.

2 )得
“ , = 0 , u e = 0

u :

= r久, + 1 〔f
l , e o s (几

, + 1 )8 + g , , e o s (几, 一 1 )日」刀
, 忿 、 } (4

.

7 )

。1 ,

一豁
〔“, + ‘一 K

。,
(“

, 一 1 )〕

再考虑 {几
‘ ,

几
: ,

几1 2 , ”
·

} 对应的一 阶位移 函数
,

由 (4
.

l b) 知

a 。, = 0 ,

b
。, 二 o , e 。, = 刀, e o s元, 夕

将 (4
.

5) 代入 (4
.

3 )
,

求解得

a , , =
、
1 1 , e o s (几, + 2 )0 + B : , s in (几

, + 2 )8 + D ; , e o s 几, 8

(4
.

8 )

+ F l , S‘n “, “一、见

藏森、
刀,

)。。·“, “

b l , = B I , c o s (元
, + 2 )0 一 月,声 in (凡, + 2 )8

+ K , ,
(F l , e o 。之, 0 一 D l , 5 in 几, 0 )

C l , = p ; , c o s (久
, + 1 )0 + Q , , s in (几

, + 1 )0

将(4
.

2 )代入 (2
.

4 )并利用 (4
.

5) 得一阶边界条件

(4
.

9 )

b ; ;
, + 幻拼+ 1

1 一 召
一 a 一, +

拼

1 一 群
刀乡

, ’e o s几, 8 二 o

(8 = 士a )
a

; ;
, + 几, b l , = o , e

;;
’= 0

将 (4
.

9 )代入 (4
.

1 0 )可解得

B , , = F l , = Q , , = P I , = o

A l , = 11 ,
刀乡

吕’,

D I , = , 1 ,刀乡
‘’

11 , , 夕; ,
参见附录

.

于是由 (4
.

9 )和 (4
.

2 )得
“ ,

= r久, + 1 [11 , e o s (几, + 2 )0 + hl , e o s又, 0〕那
. ’

“。 = 一 : 几, + 1 [ l, , 5 in (几, + 2 )0 + K
l , , , , s in 几, 口〕刀

, . 、

路 ,

~ 0

} (4
.

1 0 )

中中其其

其 中

hl , 二 夕x , 一
X 十刃

(X + G ) (几
, + 2 ) + Z G

2
.

反对称情形下的位移场

与对称情形类似
,

可导出反对称情形下的位移场
,

下面列出有关结果
,

具体推导过程可

参见文【4 〕
.

当 n 二 0 时

1 ) j= 2 , 6 , 1 0 ,

⋯

“ , = o
, u 。= o

, “ :

二 r之,
刀

, 5 in 几, 0

2 ) j= 3 , 7 , 1 0 ,

⋯ ⋯

u ,

= r 几, [ n 。, 5 in (几
, + 1 )0 + s in (几

, 一 1 )8〕刀
j

u 。= r又, 〔n 。, c o s (久
, + 1 )8 + K

。se o s (久
, 一 1 )0 ]刀,

移.
= O



三维切 口尖端应力应变场

其中

八 。少=

”= 1 时

(久
, 一 1 ) (i + K

。,
)e o s (几, 一 1 )a

2几, e o s (久
, + 1 )a

j= 2 , 6 , 1 0 ,

⋯
。 ,

= 沙 , + i [ 5 1 , s in (几
, + 2 )8 + P l, s in 几, 口] 口二

z ’

。。= r几s + 1 〔5 1 , e o s (几
, + 2 )o + K

l , , 1 , e o s之, 8〕刀乡
乞’

“二 == 0

当l)

其中

2 )

其中

: 1 , , t l ,
参见附录

,

P l , = 才1 5一
X 十 G

(X + G ) (久, + 2 ) + Z G

j= 3 , 7 , 1 1 ,

⋯

u 一
= 0 5 u e = 0

“:
= r 孟, [ g , , s in (几, + 久)8 + 。 , , s in (之, 一 1 )8 ] 刀犷

_ _ X + G
。 , , : , 、 _ 。 , , _ , 、 ,

几, 一 1 e o s (几, 一 i )a

甘1夕一几万了万厂 L 、几 J . r 几 I 一
三 L O夕、I ‘j一

l 产J 币一几一丙一 气二二二万花尸叮万不f 二
性几I订 八了宁 1 ‘。 。 气几了甲 l , “

。。, e o s (久, + 1 )a + K
。, e o s (几, 一 z )a

(久一+ 1 )e o s (几
, + 1 )a

X + G
。 ,

二 。
v , ,

一斌子
[几, + ‘一 K

。,
(“厂 ‘)〕

仿照上述步骤
,

可叨进一步推得更高阶的位移场表达式
,

本文从略
,

可参见文 〔4〕
.

五
、

切 口尖端应力场

有了切口尖端各阶位移场
,

利用应力位移关系 (2
.

2 )
,

可得切口尖端各阶应力场
.

1
.

对称情形下的各阶应力场

当 n 二 0 时

1 ) j= 1 , 5 , 9 ,

⋯

。
, 护

= : 又, 一 i { [X (几
, 一 z )一 X K

。, (兄, 一 i )+ Z G 义, ] e o s (元
, 一 1 )0

+ Z G 几, 。。, e o 。(几
, + 1 )0 }刀

j

。。。= : 2 , 一 1 { [X (几
, + 1 )一 X K

。, (几, 一 1 ) + Z G

一 Z G K
。,

(几
, 一 1 )〕e o s (几, 一 1 )0一 Z G 之, m 。, e o s (几, + 1 )8 卜刀

,

a z :
= r又, 一 i {X [ (几

, + i )一 K
。,

(几
, 一 l )le o s (几

, 一 1 )8 }刀,

。
f 。

= r久s一 I G 〔一 2。 。, 久, 5 in (几
, + i )0 一 (几, 一 i )

‘1 + K
。,

)s in (几
, 一 1 )0 }刀

,

。。二 = r几 G [ 一 二
。, 5 in (几, + i )0 一 K

。, s in (元, 一 1 )0〕刀
, 名 、

。
r ;

= 日 , G [。
。 , e o s (几, + i )8 + e o s (几, 一 ’ )0 ] 刀, 名

2 ) j二 4 , 8 , 1 2 ,

⋯

。 r ,
= r又, X 刀, 昌、e o s几, 0

, 。。。= r月rX 刀广
’e o 。久, 0

,



钱20 6 钱 俊 龙 驭 球俊

a : :
= 沙,

(Z G + X )玛
, , c o s几, 0

, a r 。 = o

a 。:
= 一 r久, 一 1

以
,刀, 日in 久, 0

, a r :

= r 又一 I G 几,刀
, e o s久, 8

当 件= 1 时

1 ) j= 1
, 5 ,

9
,

⋯

。 一 ,
== 沙* + I X [f

l, e o 。(义, + 1 )口+ 口, , e o 。(久
, 一 1 )0 ]口犷

, ,

a 。。== 沙, + I X [f
, , c o s (又

, + 1 )0 + 9 1 , e o s (几, 一 1 )B〕刀犷
. ,

。 , :
= 朴, + 1 (X + Z G ) [f

l , c o s (元, + 1 ) 0 + 夕 : , e o s (久, 一 1 )B〕刀犷
. ’

a 一e = O

a 。 :
= r注, G [ (几

, + 1 )f
, , : in (久

, + 1 )0 + (久
, 一 1 )夕

1 , s in (又
, 一 1 )0〕刀犷

,

。 r 二

= r又, G 又, 〔f
l , e o s (又

, + 1 )8 + g , , e o s (几
, 一 1 )0 ] 刀犷

,

2 ) j= 4 , 8 , 1 2 ,

⋯

a , ,
= : 几, { [ 一X K I, , ; , 几, + X (又

, + 2 )夕
: , + ZG 久, 夕1 , ] e o s几, 0

+ Z G 又, l, , e o s (之
, + 2 )0 }口

, 名

。, 。
= r几s { [ 一 X K

I, , : , 几, + X (几
, + 2 )夕, , + Z G (9 1 , 一 K l ,下1 , 几,

)] e o s几, 0

一 Z G ll ,
(几

, + i )e o 。(几
, + 2 )0 }刀乡

名 ,

。 : :
= r几一{X [ 一 K l ,丫1 , 几, + (几, + 2 )9 1 , 〕e o s 几, o } 刀广

’

。 , ,
= 一 r久sG [ 2 11 ,

(又
, + i )s in (几, + 2 )8 + (夕

; , + K
l , , ; ,

)几
, s in 几, 8 ] 夕分

‘’

。 , :

= 一 r几, + I G [ 11 , s in (几
, + 2 )0 + K l , ? ; , s in 几5 0 ]刀乡

名吕’

。 r 二 = ; 之s + i G [ 11 , e o s (几, + 2 )0 + g ; , e o s 几, 0〕刀》
名名 ,

2
.

反对称情形下的各阶应力场

当 , 一 O 时

i ) j= 2 , 6 , 1 0 ,

⋯

口 r ,

~ r又, X 刀乡
‘’s in 久, 0

。 , 。= r只, X 刀乡
吕’5 in 几, 0

。 : 二

二 r久s
(X + Z G )刀乡

z ’5 in 几, e

a 一e = 0

a 。 :

~ r又一 I G 之,
口

, e o s 几, 0

。
r :

= r几, 一 I G 几,
刀

, 5 in 几, 8

2 ) j= 3 , 7 , 1 1 ,

⋯

。 r ,
= : 久厂 1 {〔X (几, + i )一 X K

。, (久, 一 1 ) + Z G久, 〕5 in (几, 一 1 )0

+ Z G n 。, 几, s in (几, + 1 )0 }口
,

a , , = r又, 一 1 {〔X (几
, + 1 )一 X K

。, (几, 一 1 ) +
,

Z G 一 ZG K
。,

(几, 一 1 )]
·

s in (久
, 一 1 )0一 Z G n 。, 几, s in (几

, + 1 )0 }刀
,

。 : 二

= r几, 一 i X {几, + i 一 K
。,

(几, 一 i )〕s in (久
, 一 1 )8 }局

a 一。= : “厂 I G 〔2 。。, 几, ‘0 5 (久, + 1 )0 + (几, 一 1 ) (1 + K
。, )c o s (久, 一 1 )0〕肠
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a 。:
= 沙一G [ n 。, e o 。(几, + i )0 + K

。, e o s (之, 一 1 )0〕刀乡
名、

当 n

1 )

a f :

= 林 , G [。
0 , : sn (又

, + i )0 + s in (几, 一 1 )e〕刀乡
‘ ,

= 1 时

j= 2 , 6 , 1 0 ,

⋯ ⋯

a , ,

= r久, { [X (几
, + 2 )

” ; , 一X K I , y l , 几, + Z G 几, ” 1 , 」s in 几, 8

+ Z G 几, 5 1 , S in (几, + 2 )e}刀乡
‘ ’

a 。, = r几* { [X (几
, + 2 )

v l , 一X K
, , y l, 几, + Z G (

。 1 5 一 K l, r : , 几,
) ] 5 in 几, 0

一 Z G (几
, + 1 )

5 1 , s in (久
, + 2 )e}刀乡

: )

a : :
= r又, X { [ (几, + 2 )

。 , , 一 K , , t l, 几, ] 。in 几, 6 }刀乡
名 、

a , , = r只, G {2 (几, 七1 ) : , , e o s (几
, + 2 )8 + [ v , , 几, + K l , 几, tl, 〕e o s几, 0 }刀广

a 。:

= r又, + I G [ 5 1 , e o s (几, + 2 )0 + K l , tl , e o s 几, 0 ] 刀广”

a , ,
= r几, + I G [ 5 1 , “in (几, + 2 )0 + 。 ;声in 几, 0 ]刀梦

: ’

2 ) j二 3 , 7 ,

11
,

·

“⋯

a r ,

= r又, + i x 〔口l, 5 in (几
j + 1 )0 + 。 1 , s in (几

, 一 1 )0〕刀
, 名 “’

a e , = r 几, + I X [q l , 5 in (人
, + 1 )0 + 。 , , s in (几

, 一 z )0〕刀了
‘ )

a : :

= r幻+ 1 (X + Z G ) [。, , 5 in (几, + 1 )0 + v l , s in (几, 一 1 )0〕刀犷
名’

a r e = 0

a e :
= r又, G 〔(几

, + 1 )。
1 , c o s (又, + 1 )e + (凡, 一 1 )

v l , e o s (几J一 1 )0 ] 刀乡
名 )

“ , :

= r 又‘G 几, [q , , 5 in (几
, + 1 )0 + v l , s in (几

, 一 l )0〕刀乡
名

当切口 内角趋向于 2 二 时
,

上述解答可转化成半无限大空间裂纹位移应力场
,

与文 〔2〕推

得的有关结果相一致
.

六
、

结 论

本文推导出三维切口 尖端应力应变场
.

研究表明
,

三维切 口尖端的奇异性仅与切口内角

大小有关
,

随着切口 内角的增大
,

切 口尖端的奇异由逐渐增强
,

三维半无 限大裂纹问题是 本

文的特殊情形
.

附 录

C IG . : 一 C : Q l ,

Q l l o 二, 一 Q l : Q , 1

C Z a li一 C生a : z

口1 1口 : : 一 口 i : 0 2 1

一l
一“, + 2 ’+ 又一“+ 1

1 一 拼

一【
一 K ! ,‘, +

架轶

」
·。5“ , 十 2 ’a

e o s久, a

a : l二 2 (几, + i )

a : : 二孟一(i + K i一)
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几s“+ i X + G

z 一“ (X + G )(几, + 2 )+ ZG
犷竺
i 一 拼

e o s
久, a

res.esL

吕
‘且C

C Z =
5 in 几, a

2
.

5 1 , =

才i , =

(X + G )久,

(X + G )(几一+ 2 )+ Z G

d i e : : 一 d Z e i :

e li e Z :一 e 盆Z e Z i

d Z e i i一 d i e Z i

e i x e 2 2一 e i Z e Z i

久, 拼 + i

一火几了卞 ‘ j 十 一 抽
-

一二~

l 一 拼 」
5 I n (几, + 2 )a

尸
les
‘

L

名
.上‘1巴

一 : 一

【
K ! ,“,

尸;等 1
5 ‘·‘, a

e : i = 2 (久s + i )

e 2 2 二 几, (i + K
, , )

d l = 一【
几, 拌+ i

1 一拼

X 十 G

(X + 泞)(又开玄) + Z G 一
了

牛
1 一 拼 」

, ‘n “, a

d : 二
(X + G )几,

(X + G )(久, + 2 )+ Z G
5 in 几, a
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