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摘 要

本文讨论了温度
、

相变
、

应力间的藕合关系
,

给出了铸坯在考虑相变时 的 热弹塑性蠕变的本

构关系
,

以及计算铸坯内应力的有限元迭代公式
.

关 . 润 相变 热弹塑性 应力

一
、

引 言

连铸铸件冷却时的应力分析
,

由于涉及相变和热弹塑便
,

因此
,

是一个十 分复 杂 的问

题
,

至今只有少数学者研究过这类 问题
.

T
.

In o u e和Z hi g a n g W
a n g 【’二

讨论了应力
、

温

度和金属结构之间的祸合关系
; 5

.

D e ni “‘2 二等人则研究了应力与相变之间相互作用规律 ,

8
.

sj os tr o n 〔“二
提出了考虑相变时的本构模型

.

在这些工作基础上
,

本文 进一步 分 析了温

度
、

应力
、

相变之间的辐合关系
,

完整地给出了包含蠕变和上述三者辐合作用的本构关系
,

改进了 5
.

S jo st r o n 塑性系数计算的结果
,

同时给出了计算铸坯热弹塑性应 力 的有限元迭

代公式
。

二
、

铸坯冷却时的物理模型和基本假设

连铸铸件由高温液态冷却到室温固态
,

由于铸件各处冷却速度不同
,

温度不同
,

在铸件

内部将会引起内应力
.

如果温度梯度不均匀
,

这种内应力有时会大到足以使铸件断裂
.

研究坯铸 的内应力是 , 个十分复杂的问题
,

因为铸坯的冷凝过程
,

不仅伴随有急剧 的温

度变化
、

材料性质变化
,

而且还经历 了由液相到固相的相变过程和由奥 氏 体 钢 转变为铁素

体
、

珠光体钢的相变过程
.

温度
、

相变
、

应力三者之间存在很强 的藕合 关 系 (图 1
,

要研究

铸坯的应力
,

必须搞清它们之间的相互作用关 系
,

并找到确当的描述方式
.

温度
、

相变
、

应力三者之间的祸合作用可 以简述如下
:

温度不均匀变化将引起体积膨胀或收缩
,

产生温度应力
.

同时
,

温度的变化将引起材料

性质 (弹性常数E
,

脚 屈服应力 a , ,

硬化参数
、 ,

塑性性能⋯ ) 的变化
,

高温时还将发生蠕

变现象和内应力的逐渐消失
。

温度变化将引起金属的相变
.

在某个温度范围 内
,

钢会从液相变为固相
,

在另外一些温
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卿
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莱氏体
十

奥 氏体 + 渗碳体

十

莱氏体
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+ 珠
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渗碳体

珠 光体

十

渗碳体

“光体十 渗碳”

}
渗碳体十莱氏体

1
1,口口夕‘矛

F e o名 1

1 1 田2 们的相日

度范围内
,

钢将从一种固相组织转变为另一种性质不同的固相组织 (图2)
.

金属在相变过程中将吸收或放出潜热
,

从而影响铸坯温度场的分布
.

同时相变时还将引

起局部体积变化产生相变应变
,

使材料的物理性质 E
, 拼, a ,

等都发生变化
,

在某些情况下

使塑性记忆消失
,

内应力消失
.

此外
,

如相变时存在非零应 力
,

往往在低于材料原有弹性极

限之下就发生塑性应变 (称为相变诱导塑性 )
.

这些都构 成了相变对应力状态的影响
。

应力状态的存在将影响某些相变的初始转变温度
,

并将引起相变诱导塑性
〔“, .

此外
,

严

重 的塑性变形还将消耗能量
,

产生热
,

从而影响温度场
.

由此可见温度
、

相变
、

应力之间有着复杂而紧密的藕联关系
,

正如图 1所示
.

但是一般

情况下
,

应力对温度的影响 (图中虚线 )
,

相比之下十分微弱
,

可以忽略不计
.

应力对相变

的影响
,

除相变诱导塑性外
,

也可不考虑
.

而其余的辐合作用
,

在铸坯冷却过程的应力分析

中
,

必须充分加以考虑研究
.

在建立铸坯应力分析模型时
,

我们引进以下几个假设
:

1
.

认为铸坯是连续均匀的物体 ,

2
.

铸坯微元体的物理性质
,

由组成该微元体各相组元 的物理性质
,

线性组合而成 ,

3
.

由于液体 的易流动性和 高温 (再结晶温度以上) 下铸件有萌生新晶粒
,

晶粒长大和

内应力消失 的现象
,

假设铸坯液相部分应力为零
,

高温固相部分内应力可忽略
.

三
、

应变率
一

和本构关系

(一) 应变率的表达

由于铸坯冷却时应变随温度 和时间不断地在变化
,

通常采用应变率表达方式更为方便
,

下面分别讨论不发生相变时刻和正在发生相变时刻两种情况下的应变率表达式
.

1
.

发生相变时刻的应变率

总的应变率 由以下几部分组 成
,

即

幼 = 衬 , + 衬 , + 若乳+ 宕路+ 鱿, + 鱿, (3
.

1)

云补为弹性应变率
,

鱿
,
为塑性应变率

,
宕百

,
为温度应变率

,

云朴为相变应变率
,
云二,为蠕变应变

.

F

一一

.

J一
。OL一刁比

率
,
咨f

,
为相变诱导塑性应变率

.

上标
“ ’ ”

表 示对时间的导数

设铁坯微元包含
。
个和

,
第 k 和所占的比例 (组分) 为乙

, ,

则 各 种应变率可以表达如

下,
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( 1 ) 弹性应变率 此

d e分
. 一 ,

,
, ,

l a 乙
, , - 、 。 -

一万了
一
= 一1 护

~

习了 L气l + , )口‘, 一 。‘, . ,
’

a . j

+

奋令
(a ‘, 一“, a · ) +

奋【
(l + ·

喂黔
一 。‘, ·

今 」(3
.

2 )

d E 。

d t
雪。 + 艺 E , d 雪,

d t

,

E = 艺 E 。条 (3
.

3 )

鲁
“·+

鑫
一

鲁
,

v = E
v , 雪,

(3
.

4 )

�

⋯
�
:

r、‘白r产、l舌

个争务

E . ,

九为吞相的弹性常数和波桑比
.

头,为克氏算符
. a .

为平均应力
.

( 2 ) 温度应变率叮 ,

‘: , 一

孚
一

以鑫奈妍鑫争
r)

荟一子
+

鲁
( : 一 : 。

)
, : :一 。 .

( : 一 :
。

)

( 3
.

5 )

a ,
为 k 相的热膨胀系数

.

T 。
为环境温度

.

( 3 ) 相变应变率云为

兰鱼 ,

d t 一 ‘ (3
.

6 )

曰.J
..

召一dd一

一一:
.

e

心为 k 相的相变应变值
.

( 4 ) 塑性应变率衬
,

d 召;
;

。

d f
云萝

,

二‘二奖三
一

= 几一宾典一
d t 一

‘ ’

口口 : ,

几为比例因子
,

f 为塑性势函数
,

有

, 一合( a ‘, 一“a . , , ‘a ‘
, 一”a ‘,

’

V
.

M i s e s e屈服条件为

(3
.

7 )

(3
.

8 )

粤( a : , 一刀a . , ) (。二
, 一刀a ‘, ) = 粤[ 。。

。 + ( ; 一刀)。
,

]
,

‘山 J

( 3
.

9 )

月 月

a ‘, 二乙
a :

, : , , a 。一 乙
a

会
.

:
,

(3
.

10 )

a , , 名 “;如

叫 , 为应力偏量
, a 。。为初始屈服极限

, a ,
为后继屈服极限增加值

.
a ‘,
为随动硬 化时屈服面

中心移动值
.

刀为表示随动硬化占有比例 (假设实际情况是 由等向硬化和随动硬化线性组合

而成 )
,

刀二。时为等向硬化情况
,

口= 1时为随动硬化情况
.
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( 5 ) 蠕变应变率户犷,

户:
, = 几

c a : , (3一 )

3 么 l d 云
几
。 二二二一 : 》

.

二 - - 二

Z t或
‘ 一

, d 才

几
。

为材料特性系数
,

由单向应力状态下的蠕变试验确定
.

的有效应力 和有效蠕变应变率
.

( 6 ) 相变诱导塑性应变率“
,

认为与塑性和蠕变有同样的规律
,

于是

(3
.

1 2 )

浮。 ,

鱿为 k 相在单向应 力 状态下

, = 几,
川

,

_ 鱼子一七 丝尧
2 忆

二 。 d t

(3
.

13 )

鲁
一 2 * 二 。

(卜 : 。)
鲁 (3

.

1 4 )

几,
为材料特性系数

,
k 由试验测定的常数

.

2
.

不发生相变时的应变率

总的应变率由以下几部分组 成

宕. , ~ 户犷, + 户犷, + 户几+ 宕了
,

(3
.

1 5 )

不含有相变应变 率 户乃及相变诱导塑性应变率 ‘J
, .

同 时衬, ,

衬, ,
户孔

,

片 ,表达式中凡 含有

d 灯dt 的项均不存在
.

在相变过程结束之后
,

不再引起新的相变应变
,

原有 的 叮 , , 。

J, 不再

变化
.

(二) 本构关系

现在来推导相变情况下考虑蠕变时的弹塑性应力应变关系
.

示形式后
,

则 (3
.

1) 式可 写成

{云} ~ {云
。

} + {云p } + {云, }+ {云价卜+ 凌宕
。

}+ {宕了}

其中通补为
:

{应}= [若1 1 应: : 凉3 : 2 芭l : 2应2 3 2左, 3

]

佳
.

}
,

{左p }
,

{左T }
,

{应, }
,

{左
。

}
,

{云J }
,

相类似
.

将

‘ , 。 、 _

d ([C ] 玉
‘

{a })
r

。
, _ 1 ‘ , _ 、 .

口[C〕二“
_ 、

{左
‘

}~ 上卫二埃

~
一

~ [C〕丢
‘

{占卜+ 二毕韶
~

七 {a }
d t

‘一 “ 万 ‘“
” 口t

, 一 ,

和

当采用应变率分量的矩阵表

(3
.

16 )

(3 一 7 )

(3
.

1 8 )

‘ 孟 , 、

_
,

f 口f l
、七

.

f ~ 几 、 万 ,
r

L U仃
一

J
(3 一 9)

代入 (3
.

16 )式得
,

。
, _ , . 、

口
戈6 全~ L七 J孟

‘

悦亡 全+
-
[C〕

。

r 口f l
_

, .
,

、
.

, .

~ 、 . ‘ . 。 、 . ‘ , ; 、 , 。 。 八、

一

悦口全+ 几

飞丽
z
少+ 人“

‘

全+ 1“
’‘ ’

少+ 飞君
一
少+ 飞侣

一

r 、“
·
‘ V ’

{古}为应力 变化率矩阵
,

上式两边乘应力应变关 系矩阵〔C〕
,
得

“ , 一〔C : ·、‘卜 ‘〔C〕·

{器
一

}
一 〔C 〕· (、‘

· }

+ {在价 }+ {泣
“

}+ {若了}) +

屁服条件(3
.

的可以写为

d [C〕:

口t
{习

e

} (3
.

2 1 )
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j (a : , ,

刀a ,, )二冬
a

J
(3

.

2 2 )

a , = 乙
。 ;亡

, + (一刀)艺 。 ;亡
。

(3
.

2 3 )

这里山
, ,

内是 T
, 矛, ,

亡。的函数
.

对 (3
.

22 )式全微 分有

借}
’、。 } +

叹
一

鬓
一

}
,

、“卜哲a, 亡,

(3
.

2 4 )

根据

a ‘, 一

{
C ‘, d · :

, ,

。 , = E 氛时
,

(3
.

2 5 )

‘. , = 乙 亡, C ‘,竺李
十

分: 。 夕然
,

华a ‘

二
: a l a ‘

十 (l一 护)乙
a 全

d 亡
。

,几开
-

写成矩阵形式为
:

,

。
, , _

_
、

r 口a 、‘

悦“全= L七 J
。
悦舀

护
全+ 嘴几于万

.

卜义
,

+ ( 1一 丫)悦a 互全
L U J J

(3
.

2 6 )

其中

[C ] (3
.

2 7 )

涤}
’一

〔补各
1
一

卖
1

氢
一

各

{at
}一唁机 勿

:

护
~

兹令份〕 (3
.

2 5 )

(3
.

2 9 )a

,

E�

根据 (3
.

2 5) 式斤
,
为

:

。, 一

杂{务}
’

、‘
·

}十

努
, 十

几

乙 (a会
。 + ( 1一 刀) ( l 一 v )a ; )乙

。

(3
.

3 0 )

(3
.

26 )
、

( 3
.

30 )式中的夕为塑性记忆因子
,

, 二 o 表示相变后没 有损失塑性记忆
, 护= 1表示材

料相变后完全失去原有塑性记忆
.

C‘,
为试验测定的材料特性常数

.

将‘3
·

’‘’
、

‘3
·

, 6 ,
、

‘3
·

3”,
、

‘3
·

‘”,式代入‘3
·

2 ‘) 式
,

并注意到

探 }一偿}
,

经整理后可得
:
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, 一

宁({斋}
’ 〔C〕·(、‘卜 、‘·卜、‘·卜 { :

·

卜、‘了}) +

{器}
’

里黔
{二 ;

一

可斋}
’

{斋}
, 一 , (卜 : )

{斋}Ua ‘卜4a, 留
,

2
一了 口了艺(。;

。 + (卜刀)(卜 , )a 。)。
。

) (3
.

3 1 )

, 一

{斋}
’ 〔e 〕·

{爵}
+

、

。{器}
’〔C〕

。

{斋}
+

号
a ,

杂篇}
,

{刹
(3

.

3 2 )

将(3
.

3 1) 式代 (3
.

2 1) 式得应力率应变率之间的关系式
.

、“}一

(
〔C〕一

丁
一

旦边飞
t d 口

,

)
丁皿Ld 口,

『

万

少[C〕
,111 U J {{{t」」 口J 〕〕

LLL口a ,

JJJ! 111L口。勺勺
)
(、‘}一 、‘· }一 “

·

}一 “ 。 , 一“ ‘ , ,

+

(
〔‘〕一

〔C〕·

漂}{斋}
〔‘〕

:

A

)
、:

·

, 十

些尹工(
刀

谧}
·

浩}

+

号
口,

备)
, +

音 , (卜 , )〔C」
,

{斋}{斋}
、a ‘}

+

会
〔C」·

浩}氢
(·会

。 + ‘1 一”, ‘, 一 , , · , ,“
(3

.

3 3 )

此式即为铸坯考虑相变
、

蠕变和热弹塑性的应力应变一般关系式
.

左边第一项反映弹塑性关

系
,
第二项是材料性质随温度变化的影响项

,

第三项反映温度变化的影响
,

第四第五项是反

映相变的影响
.

四
、

有限元公式

(一) 基本方程

设 t + △t 时刻的位移矢量为
‘+ △‘佃 }

,

按通常的有限元公式推 导
, t +

,

△才时刻的虚功方程

则有
:

J
、“·}

一
{a }d 犷 一 、“。}一““R ‘

(4
.

1 )

而
‘+ △‘{a }= ‘+ △‘[C〕

,

(
‘+ △‘{。}一

‘十 “ ‘{。p }一
‘+ △‘{e , }

一 ‘+ △ ‘

{。“ }一
‘+ △‘{。

c

卜一
‘十 A ‘

{。
I

})

{6。} = [B 〕: {如 }
, ‘+ “‘{ : } = [B ] : ‘十 “‘{。}

代入 (4
.

1) 式得

(4
.

2 )

(4
.

3 )

‘·△‘[、 ]
: ‘·八‘{。}一

‘·△‘{* } +

{ [。] 1
·, △‘ [e ] : (

‘+ △‘{。, }+
‘· △‘{。,

}
J V

飞

) 二‘· [尤 ] , 一
【[。〕:

J V

+ ‘十 △‘{e协 } + ‘十 △‘{:
c

} + ‘+ △‘{￡I })d 犷

‘+ △‘[C ] : [B ] ‘d 犷

(4
.

4 )

(4
.

5)
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这里
‘+ △‘〔K 〕

,
为t + At 时刻的弹性刚度矩阵

, ‘+ 公‘{R }为外载荷矢量
,

〔B〕: 为 应 变位移关系

矩阵
.

(4
.

4 )式即为求解铸坯凝固过程应力状态的有限元基本方程
.

(二 ) 迭代公式

由于 (4
.

4 )式是非线性方程
,

必须用增 量方法和迭代修正的办法求解
.

设o ,

酥⋯云时刻

的量均为己知
,

求 t + △t 时刻的量
.

写成增量形式有
‘+ ▲‘{“ }=

‘

{“} + {“}
, ‘. △‘王。}= ‘{。} + 王e }

‘+ 八 ‘{。, }= ‘{。, } + {。, }
, ‘+ △‘币砂 } =

‘

{。
o

} + {。
。

}

‘+ △‘{。, }=
‘

{。, } + {。, }
, ‘+ △‘{。, }=

‘

{。, }+ {。, 卜
‘+ △‘

{
。I }=

‘

{。, } + {。I }
, ‘令 八‘{。

e

} ==
‘

{e
.

} + {。
e

} } (4
.

6 )

灌。}
,

{“}
,

{‘p }
,

{。
o

} , {。, }
,

{。价 }
,

{。, }
,

{。
e

}为增 量值
.

若假设 t + A t 时刻应力偏量呈线

性变化
,

‘+ “△‘{a ‘

}= (l一 a )
‘

{a ‘

} + a ‘+ △‘{a
,

} (4
.

7 )

则

{e , }= △t‘+ o △‘{考p } = △t‘+ “ △‘久
‘+ “ △‘{a ‘

}

{e
o

} = △t‘+ 。△‘{应
。

}= 八t‘+ 。 △‘几
。‘+ “ △ ‘王a

,

}

{e l }= 么t‘+ “△‘{左了卜= △t‘+ “ △‘几, ‘+ “△‘{a ,

} (4
.

8 )

笼。价 }= △t
‘+ 0 △‘{‘. }

{e ,
}= △t‘+ 。八‘{应, }

其中
‘+ 口 △‘几

, ‘+ “ △‘兄
。 , ‘+ “ “‘几I 是应 力

、

应变
、

温度
、

材料性 能 的 复 杂 函 数
,

见 (3
.

3 1)
、

(3
.

12 )
、

(3
.

1 4 )式
.

由(4
.

6)
、

(4
.

5)
、

(4
.

4 )式得求解铸坯应力状态的有限元非线性迭代公

式为
:

‘十 △‘{e , }‘
干 ‘

=
‘

凌。p } + △t‘十 “ △‘凡“
+ “ 八 ‘

{a ‘

}‘

‘+ △‘{e
o

}‘
+ ’=

‘

王。
o

} + △*‘+ 。 △‘几二
‘斗“▲‘{a ‘

}‘

‘+ 八‘{。I }‘
+ ‘~

‘

{。I }+ △t‘斗 。 八 ‘几芳
‘+ “ 八‘{。

‘

}‘

‘+ △‘{。‘ }
‘斗 ‘

=
‘

{。, }+ △t‘+ ‘ △‘{‘}

‘十△‘{。, }‘
+ ‘=

‘

{。T } + △t‘今 “ △‘{凉}

‘+ “‘玉a }
‘今 ’

=
‘+ 八 ‘

[C ] :
(
‘+ △‘{。}

‘
一

‘+ 八 ‘

{。
,

}‘一
‘+ △ ‘

凌。
o

}‘一
‘今△‘{。“ }‘

一 ‘+ 么‘{e l }‘一
‘+ 八‘{。T }

‘

)
:

“
·

〔K 」·‘△·}。

一
、R }

{
, 〔B 〕犷一、。}‘一 d 厂

‘+ △ ‘

{u }
‘+ ‘= ‘+ 八‘{。}

‘+ {△。}‘
+ ‘

(i = o , l , 2 ,

⋯ )

(4
.

9 )

左上 角角标表示迭代次数
.

当王△。卜‘
+ ‘、。是就得到本步分析的有限元解

.

当 (4
.

7 ) 式 中的

a > 1/ 2时这种计算格式是无条件稳定的
.

五
、

数 例

采用文献〔4 〕中连续浇铸同样的数例
,

铸坯截面尺寸为 15 x 2 7
.

4c m
,

温度场己有文献 〔4 〕求得
,

现假设铸坯 的材料性质如下
:

T 2 0 ℃ 2 0 0 ℃ 4 0 0 ℃ 5 0 0 艺 6 0 0 七 7 0 0 ℃

各个时刻 截面的

7 5 0 ℃
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E (9
.

sN / e m ) 2 x 16 一 e x 10 s x 一0 3 x 10 4 x 一。 一x 10 10

E (9
.

sN / e m ) Z x 一。 一 6 x 1 0 s x 一0 3 x 10 4 x 一0 1 0 10

a (9
.

SN / e m ) 2 0 0 0 1 9 0 0 12 0 0 9 0 0 6 0 0 1 0 0 一。

a 1
.

6 x l0 1
.

2 x l0 0
.

6 x l0 0
.

3 X l 0 l X l 0 1 x l0 l X 10

认为材料在75 0 ℃以上早己超过再结晶温度
,

因此在此温度以上无内应力 存 在
.

当不考

虑相变时
,

铸坯截面上的热弹塑性质应力分布如图 3 所示
,

其分布规律是合理的
.

如果能比

较正确的给出高温中的材料质常数和相变有关数据
,

用上面方法也能计算考虑相变情况下的

热弹塑性蠕变应力
.

10 8

/ / 加 s
2 38 5

/ 移为 33 65

叭叭}{咚举三三
饥饥戈\一一
lll狱 \~ 一一一

帐帐触卜一一一
---

--- 一一

一
叫叫

{{{、 、之卜~ - 一一一一一一一
、、

、

一
一

- 一““一一一一一一一一~ 一一一一一一一一一
lll , 场, . . . . . 月 . . . . . . ...

___

一一一~ ~ 一一一一一一一一一一一
毛毛毛

9 0 ,

18 85

1 3 9 5

89 5

4 0 5

3 0 5

父父匕
。。

...

- - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 一一一一

交交\\\
、、~ 、 、、 一 , , 知‘‘

食食食众
.

---
(a )

勺L洲J 1 1吸洲」 吕O U

1 x g
.

SN / e m
,

伪)

8oo
1 5 0 5

2创〕g

050
1 25 0

D50

150 0

6 0 0

、、

\\\\又
了
一一

}}}\\ \\ \~

一一拉拉羹呈呈
2 oo

阅0
,

粼
10 习0 1 500

2oo
5oo

8oo
10() 0

1 4 UU 1 4加
1 x g

.

SN /c m
z

〔e 、

1 x O
.

S N / e xn
沼

(d)

(a )不同时刻凝固线位置 (1/ 4截面) (b)
,

(
。
)

,

(d )不同时刻截面应力分布 (1/ 4截面 )

. 3
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