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摘 要

本文研究当极限方程有奇性时
,

高阶线性常微分方程柯西问题解的渐近式
.

为了构造解的渐

近式
,

我们把区域分为三个小区域
,

在每个小区域
,

微分方程的解是不同的
.

关钻润 极限方程 奇性 渐近式

一
、

引 言

作者已研究 了当极限 方程有奇性时
,

二阶和四 阶线性常微分方程 柯 西 问 题 解 的 渐 近

式 〔‘’二2 ’.

本文将利用改进的方法把 上述结果推广到任意阶情形
,

考察如下初值问题
:

乙
,

, 二。 , + 2 , , + ” + a 。

(
x )刀(” ’

+ a , (x ),
” 一 ‘’+ ⋯ + a 。

(x )g = f(
x
) (1

.

1 )

夕(o ) ~ C
, , ‘

(o )= , I,

(o )= ⋯ 二 , ‘” , (o )= o (1
.

2 )

其中 : > 0是小参数
. a .

(x)
,

f (x) 有如下展开

a ‘
(x ) =

a ‘。x , 一 ‘+ a ‘lx 一 ‘十 ‘+ a ‘Zx ” 一 ‘十 ’ + ⋯
,

(‘二 o , 1 ,

⋯
, n )

f(x ) = f
。+ f

, x + f
: x Z + ⋯

当。= o时
,

得到极限方程

L
。夕二 a 。

(x ), . ’+ a 、
(
x )夕‘

“一 ‘’+ ⋯ + a 。

(x )夕= f (x )

它在点
x == 0有奇性

,

即 a 。

(0) = 0
.

为了构造(1
.

1 )
、

(1
.

2 )解的渐近式
,

我们把区域分成三个小区域
.

在第一个小区域极限

方程有奇性而在第二
、

三个小区域则无奇性
.

此外
,

在每个小区域微分方程的解是不同的
.

本文只给 出前两个区域柯西问题解的渐近式
,

而在第三个区域解的渐近式可用 〔3 〕的方法类

似求得
,

这里不再重复
.

为计算简便
,

取 a ‘。二 C :
一 ‘ .

二
、

在第一个小区域内解的构造

作变换 x = 君‘” + “’/ ‘” + ‘)t

一
树

,

则 (1
.

1 )改写为

.
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L
,

, 兰M
。夕+ 拼M

19 + 产2

M
2 , +

·

一 f
。
+ 拼tf

l七拜
, t‘f

Z + ⋯ (2
.

x)

其 中

M
。夕二夕{

” 十 ’/

+ t
”

, {
” ’+ a ; 。n t” 一 ‘g {

” 一 ‘) + ⋯ + n ! g

M
‘, 一 a 。‘t

” + ‘夕{
” ’+ a , ‘t” 一 ‘+ ‘夕{

” 一 ” + ⋯ + a , ‘t‘夕 (i二 l , 2 ,
⋯ )

相应初始条件

刀(t) j
‘一 。

一夕(x ) ]
二 二 。
二 C

, , “ , (t ) }
. 二 。

= g (‘,
(x )拼‘I

, . 。

二o (2
.

2 )

设 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )具有如下形式的解

,
.

= 9 0 + 拼, l + 拼2夕2 + ⋯

把它代入 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )并比较
。
同次幂的系数得

M
oy 。

= f
。 , g 。

(o )二C
, , 石(o )== ⋯ == g 毛

. ,
(o)二 o (2

.

3 )

M
。夕‘== t‘f

‘一 乙 M
,

, ‘一 , , , ‘(o ) ~ 夕二(o ) 二⋯ 二夕沪
” ,
(o )二 o

(2
.

4 )
‘

求解问题 (2
.

3 )
,

得
, 。

一台
+

(
C 一

;补)一
p

卜黯]
一 O “ , + O “ , 一 p

l
t” + l

n 十 l J

所以
。“

‘’一 O “一 , e x p

[
- t” + 1

n + l 〕
,

“一 ‘, 2 ,
’ ‘ ’

, ” ,

利用数学归纳法不难得到

, ‘= O (P (t (” + “’‘
))e x P

t
” + 1

n 十 l 〕
+ O ‘R “

‘
, ’

(2
.

5 )

, 护
,

1

= O (P (t (” + “ ‘+ ”夕)) e x P
t
” + 1

n + 1 」
+ O‘R “‘

一

”,
(s= l , 2 ,

⋯ )

其 中尸 (t
‘
)

,
R (t

‘

)表示次数不超过‘的才的多项式
.

_ 性生 ; _ 卫
.

假设第一个小区域终止 在 点
、 ~ x ,

一。
(t = t
一 介

。 ”

+l = 。 ” + l)
,

在这点

一性士卫‘
, (‘)

(x )j
, 一 。

二 ￡ ” + 1 夕(‘’(t) !
t _ 。一; , 、一 + , 。= O (l)

三
、

在第二个小区域内解的构造

曲线穿过第一区域进入第二区域
,

在这个区淤内解方程 (1
.

1) 附有如下初始条件

, (x ) 1
: 一 。

= P
。 , , ‘

(x ) !
, 一 。

= P , ,
⋯

, , ‘” ’(x ) }
, 一 。

= P
。

作变换
: = x / 。

,

则方程 (1
.

1) 化为

L
,

g 三M
。, + 。

M
: , + 。2

M
2 夕+

·

一 f
。 + 。: f l + e Z z ,

f
Z + ⋯ (3

.

1)

其 中

M
O, 一之”y ‘” + C二

一 ‘n 二” 一 ‘夕‘” 一 ‘’+ ⋯ + C分n !夕

M
l夕= 夕(”十 1 ) + a 。2 2 . + l夕(” ) + a l l2 . 万(一

1 ) + ⋯ + a一即

M
‘夕= a 。‘z n + ‘g (” ’+ a : ‘z ” 一’+ ‘y ‘” 一 ‘’+ ⋯ + a 。‘z ‘y (i= 2 , 3

相应初始条件

梦 ‘’

(
z
) !

; = : 二 。‘P ‘
(i~ 0 , l ,

⋯
, 。
) (3

.

2 )
‘
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设 (3
.

1) 的外解形如

v (
e , :

) = , 。+ e , : + “‘夕: +

代入 (3
.

1) 并比较尽同次幂系数得

M
。夕。= f

。

‘

M
og ‘= : ‘

f
‘一 E M

r , ‘一 ,

护 = l

(3
.

3 )

(3
.

4 )
‘

注意到M
。, 。

~ f
。

有基本解组

1
y o l = 万

’
1

9 0 2
= -
三至

1
g 。”

=
一2 丽

且M沼
。
= j

。

的特解为 (参阅 [ 4〕)

歹。一了
。

/ n ,

所 以(3
.

3 )的解为

f
。 . 0 1

二
。

, 。

一不丁一 七 。1
万 甲 ”

’

了勺
。”

Z ”

其中C
O‘
由y 。

的初始条件确定
.

由于
。、 o时

:
充分大

,

故可取

g 。

~ O (l)
, g 孟-

O (l)
z 2

‘

” , 刀毛
” , ~

O (1)
z ” + l

夕毛
” + ‘

二
O (l )
之 . + 2

利用数学归纳法可求得(3
.

4 )
‘
的解为

。‘一 O (1 )
z ‘+ C ‘1

含
+ ⋯ + C ‘。

2 ”

由于。, 0时
z
充分大

,

故可取

y‘= O (l)
二‘

(泣= l , 2 , 3 ,
⋯ )

现在转到第二迭代过程
,

引进新变换
z 一 1 = 打

,

则La , 二 o化为

L
. 夕二 e 一

勺导
” + ” + a 。

(
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)
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(M
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M
I + : Z

M
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其中
a 。

(
: , 。
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(
丫
)
e + a o Z

(
r
)
e Z + ⋯

a ,
(
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(
:
)
。 + a , 2

(
r
)
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+ ⋯
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.
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.
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⋯ ⋯
a 。

(
: , e

)= C分
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r
)
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(
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)
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M
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(
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’

M
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(
r )夕尹

+ C君
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+ a 1 1 (: ),
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M
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(
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, + a l , 。 _ ,
(
:
)g
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~

M
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(
:
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, ”
+ a , , 。 _ , 十 ‘

(
:
)夕
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+ ⋯ + 。 。‘g (蓄一 1 , 2 ,

⋯

以 厂 = “”

乙
。‘。 ‘

代入 (3
.

6 )并比较
。
同次幂的系数得
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M
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l
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,
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⋯
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一
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⋯
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。
<-a. = o , r ) 0

.

所 以(3
.

7 )
、

(3
.

8 )
‘
相应的初始

条件为
。
吕

ft
·

}
, 一 。
二 p

。 一 夕。
ft

{
: _ ;

(3
.

9 )

。
}
. , l

, 一 。
= 一 夕{

.

{
: 二 ,

(3
.

10 )
‘

求解(3
.

7 )
、

(3
.

9 )得
” 。

~ C
。。一 ’ ,

C
。

二 (一 )
”

仁P
,

一 , 吕
”’(l )3

利用数学归纳法可求得
v ‘== O (p

‘
(
r
))

e 一 , ,

p ‘
(
:
)为

r
的多项式 (3

.

1 1 )

设第二区域终止在点 x = N (即 z = N / 。)

假设算子L
。

是正定的
,

即

(L
。

夕, , )> a {}y !】{

其 中a是正常数
,

} 111是 B a n ac h范数
,

在此条件下不难证得

定理 1 初值问题 (1
.

1)
、

(l
.

2 )的解在第一个小区域 o(
x
(

。 (0 《t《
“

1
” + 1 ) 有如下渐近

展开
介 ” + 2

, :
(t

, 。)二乙 。‘。‘(才) + 尺
: 。一 乙

。”

石
, 。‘(t) + 尸 1。

其 中, :
(‘)由 (2

.

5 )式确定
,

尺 , 。是余项且R l ,

~ O (“
” + ‘

) ~ O (
。, 十 ’

)
.

定理2 初值问题 (3
.

1)
、

(3
.

2 )的解在 第二个小区域
。
(

x
簇N (l簇

z
( N / “)有娇

. 渐近

展开

夕:

(二
, e ) 一乙

。‘, ‘
(
z
) + 。”

乙
。‘v ‘(: ) + R

: 。

‘二 0 ‘二 0

其 中夕‘(z )
, 。‘

(
:
)分别由 (3

.

5 )
、

(3
.

1 1)式确定
,

余项R
: ,

= O (
“月十 ‘

)
.
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