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摘 要

本文采用完全非线性弹性理论
,

研究了一类不可压缩橡皮类材料川在 1 型菏载 作用下的平面

应力问题
.

指出裂尖变形由两个收缩区和一个扩张区三部分组成
.

裂纹尖端应力
、

应变 分别具有

R 一l 、

R 一 l/. 的奇异性
,

当趋近裂尖时
,

厚度以R l , 的方式趋于零
, 。为材料常数

.

关幼词 不可压缩材料 平面应力 裂纹尖端场 完全非线性弹性理论

一
、

引 言

在断裂力学中
,

裂纹尖端域是一个非常重要的问题
.

对于绝大部分工程材料
,

小应变和

有限应变理论已足够
,

但是
,

对于橡皮类材料
,

它能够承受非常大的变形
,

对这种材料裂尖

场 的研究
,

就必须采用大变形理论
.

研究大变形断裂力学问题
,

首先得解除 三 个 障碍
:
第

一
,

给出一个恰当的弹性本构关系
,

它不仅在小应变时成立
,

它同时还能应用于有限应变和

无 限大变形 , 第二
,

选择一个适当的公式来描述橡皮类材料固有的非线性几何关系 ; 第三
,

构造 恰当的裂尖场
.

正是由于困难重重
,

这方面的文章现在还并不 太 多
.

在文 阳
, 3〕中

,

K n o w le s和 s te r n b e r g 给出了在 I型荷载作用下
,

平面应变
一

问题裂尖场的渐近分析
.

但是

【2
, 3 」中引进了三个常数

,

使得渐近解很复杂
.

除此之外
,

由于〔2
, 3〕中的裂尖场没有分成

收缩区和扩张区
,

因此必须进行高阶渐近分析
.

高玉 臣
产‘ , 5 ’采用文 〔l 」中提出的新 的本构关

系
,

分别研究了平面应变和平面应力裂纹问题
,

由于文〔川 提出的本构关系更合理
,

所 以文

〔4
, 5 〕得到了非常简捷的结果

.

本文对一类不可压缩材料
,

研究了 I型荷载作用下的平面应力裂纹问题
,

所 得 结 果 与

; 、 oo 时〔5」的结果相一致
.

二
、

基 本 关 系

在L a g r a n g e坐标系中
,

用X
‘

(I = l , 2 , 3 )代表典型点的坐标
,

典型 点变 形前和变形后
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.
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的位置矢量则分别用p 和 p炎示
.

现定义两种局 部标架如下
:

口P

一口X l

口P
F l 一劝 V 了

口 Z 飞
(2

.

1 )

变形梯度张量给出如下

F 二P, À P才二 P, P了

其中Pz 为P ,
的共扼标架

,

求和约定适用于本文
.

下面并矢符号À 将省略
.

G re e n 应变张量和C a u c hy 应变张量分别定义为

D ~ F ,
·

F ~ ( p,
·

P, ) P 了P J , d 二F
·

F , = (P‘
·

PJ ) P, P,

这里角标T 代表转置
.

用 E代表单位并矢张量
,

则应变张量 的不变量为

1 2 = D : E = d
: E , I : = D z : E ~ d Z : E , I 。~ D 3 : E 二 d 3 : E

式中
“ , ”

代表双点乘
.

为方便起见
,

重新定义两个应变不变量以替代 I :
和 I : :

( 2
.

2)

( 2
.

3 )

( 2
.

4)

‘: 一
韶

‘卜‘户
,

‘: 一
洁

一

(‘卜
3‘l‘2 + 2‘

3

, (2
.

5 )

对不可压缩材料文 [ 1 〕给出的应变能密度化为

U = a (1 1一 3 ” )

其中 参数
a 和 n

为材料指数
.

由 (2
.

6) 可得C a u c h y应 力 T
为

T = Z n a l呈
一 ‘d + ‘E

式中
e
为特定常数

.

由平衡要求得

(2
.

6 )

( 2
.

7 )

l
,

口 、

Lp
‘

而
I )

’ T = 。 ( 2
.

5 )

三
、

裂纹尖端的收缩区

如图 1 所示
,

考虑一个含有半无限长裂纹的弹性薄板
,

由于几何形状和受力情况都是对

称的
,

故可只考虑上半半面
.

由图 1 可见
,

裂尖由三部分口
1 、

口 ;和风构成
,

变形前如图 1 (a)

所示
,

变形后如图 1 ( b) 所示
.

裂尖变形具有下面特性
:
口 1和口 ; 的角度将减小而口

2
的角度将

增大
,

故日
l

(口{)区和口:
区分别称为收缩区和扩张区

.

一一

"二

一
二上

厂 一一丫
一

jlT

( a ) 变形前 〔b ) 变形 )舀

图 1 变形模型
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将坐标原点设置在裂纹尖端
,

在变形前的薄板平面内建立极坐标 (R
,

e )
,

板的法向为
:
轴

方向 , 在变形后的薄板平面内建立极坐 标 (r ,

0)
,

板的法向为
z
轴方 向

.

下面 将 分 别讨论

口 1
(口冲和口

:

中的解
.

设日
。

为非常小的一个正数
,

对于口
,中的任一角度满足 日

。

< 日《二 ,

变形前与变形后的坐

标具有下面关系

、

l
‘夕|||口/

r ~ R ‘一 J切(日)

0 一粤
一 R

y

叻(。)z
乙

(5
.

1 )

z = R
‘刁(日)

v和 t 为正常数
,

由(2
.

1) 和 (3
.

1) 可得局部基矢量

pa 一R
一‘甲 [(l 一 d )“一 下R

’

劝“, 〕+ R
‘一 ’‘“z e

·

1

p一R
’一 ‘

[甲
‘,
一“

F沪势
‘ , 。〕+ 尺

‘”
‘z ,

·

}
p

:
= R

‘亏e :

(3
.

2 )

口P
_ _ l 口P 。 _ 即

补 ~ 刁于
一

’

“ ~ 下 卯
’

勺一而
(3

.

3 )

分别为沿
, ,

0
, z 方向的单位矢量

.

考虑到

P
R

·

P
R
= 1 ,

P a
·

P一 = R
一 2 ,

P Z
·

P Z = 1

Pl ·

P J = o ,
I寺 J } (3

.

4 )

在只保留主项时有

d = R
一 2 ‘[I e , e

,

一 R
y
P (e

, e 夕
+ e 口e ,

) + R
Z ”g e 。e , ] + R

Z ‘刀’e
二

e
。

(3
.

5 )

I
,

二 R
一

“I

I梦= R
一 2‘’J 一 ’一 ‘)刀“J

“

其中 I = (l 一占)
2切2

+ 切
‘ 2

P= 切 [ , (I 一 d )切劝+ 甲 ‘

劝
’

」

g = 甲2

(, 2

势
2
+ 劝

’2

)

J = 甲〔, 切
‘

势一 (1 一 占)华沪
‘

〕

对不可压缩材料
,

有

, + t = Z d
, 刃一J

一 ’

(3
.

6 )

对于平面应力问题
。

由T 另么二。可得
e ~ 一 Z n a l

” 一 I
R

一 (2 ” 一 1 )占+ 2 ‘, 2

则变为
: = Z n a l

” 一 ‘
R

一 “ ” 一 ‘ 占

(d 一R
“‘刀Z

E )

进一步假设薄板厚度方向与日方向变形具有相同阶的奇异性
.

即

(3
.

9 )

(3
.

10 )

(3
.

1 1)
zZ

勺

r △0

R △日

考虑到 (3
.

1) 式有

t一夕一 d

再由 (3
.

5) 和 (3
.

12 )即
一

可求得

? = 3 6 / 2 , t~ 己/ 2

(3
.

1 2 )

(3
.

13 )
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这样C a u c h y应力张量具有分量
r , ,

= Z n a R
一 2 . JI

”

r f e = 一 Z o a R
一“(” 一 1 ) a 一 al Z

I
“ 一 ‘

P

: e e = Z n a R
一“‘n 一 ‘, ‘+ Jl

” 一‘
(g 一 , “

)

由(3
.

1) 可求得微分算符

} (5
.

14 )

、...1、./..尹

、
、.万Z

斋
一
子Ra (

一 ,
,

斋
+ 、分斋)

: 备
一

知
。一

(
一 , ,

斋
+ (卜、专脂

(3
.

1 5 )

_ _
_ 。 _ , 、

_
_ _ 二 _

.
_

_ _ _
,

_

⋯
、

_ _
.

_ 、

口
,

一
,

半圆应刀 l川咫的半衡万程侄收缩区具有婚式 e’
’ 一

.

石砰 L允勺 T 少十 ee
1 口

, 。
.

气二
.

二石于 气扰
.

刀T 声~ V
r U 口

借助于 (3
.

14 )和 (3
.

15 )
.

经过非常冗长的计算可得关于沪 和劝的两个二阶微分方程

。,
·
+ (卜“)

2 , 〕
12

[
l十塑亏尝王星〕【

2(打 一 1 )切
产 2

I
+ l

沪
护 +

2切产

功

〕
一 2 ‘

”一 ‘, “ 一 “, “甲 一 0

+ (1 一。), , 〕+
1

1 +

普
一 2‘(一

1)]
, ,

切甲,

劝
‘

门~ 性 L, .

一
1 1 气i

一 U 少U
.

一

f 下一灭万 万 下又气刃万丁 气.

J 十 乙 气介 一 i ) 甲 斗
Y = 。

J
.

(3
.

16 )

其中

一

幼
2 (一

‘)占一 , 」衬 (炭;;;么黔
可

3丫(一舀)

J

2 (n 一 z )(1 一占)d甲
2

劝p l

I + 2 (。 一 l )沪
‘“

+ 中“切“十 、‘

, ,
〕

借助 (3
.

2 )式
,

(3
.

1 0 )式可改写为

T 一 Z n a , 一 *
- 2

一干
p : p : +

二
2

p o p
。 一

:
4

「
、/ Z

p : p : 十 (‘省{
“甲“

p。p。

、 J 飞 J L I L

(1 一占)切切
‘

R
‘p

· p·+ , ·p· ,〕} (3
.

1 7 )

由 (3
.

1 7 )可将自由表面裂纹边界条件
: , 口(司 = T ” .

(司 ~ 。具体 写为

, ,

(二)一 。
,

l
l 一 了l_ , 占)

’中 ,

J
4 _ _ 1! 一 。

(3
.

18 )

方程 (3
.

e) 与 (3
.

18 )以 及 (5
.

1) 一起构 成一特征值 问题
.

图2 和图 3 分别给 出了各种
。 值下的

甲(O )
,

诃 (e )和叻(0 )
,

训(日 )值随日的变化
.
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昌O 广 一
n 一 2

几 . 6
.

几 . 8 、

勺

万二
8

\
....

几 . 2

n 亡 5

n 一 8

圈2 .
,

训随e的变化 . 3 叻
,

护防日的盛化

四
、

裂纹尖端的扩张区众

前面的分析仅适用于收缩区口
1 ,

而 当日, 。时口
:

区域中的特性
,

还需重新分析

在e ~ 。附近
.

变形前与变形后的坐标具有如下关系

、

l
夕

.�R莎一一
乡‘

r ”R ‘今 , p (雪)

e二粤一。 (乙)
乙 (4

.

1 )
z = R t. 粉. 2

其中
a ,

刀和产为正常数
,

由 (2
.

1 )和 (4
.

1 )可得

p : 二R 夕{〔( 1 + 刀) p 一
a
乙p

‘

〕e
,

+ a 雪p 。
产e 。}+ R t * 一 1 ( t

肠刀爷 一 a 乙刀
, 势
) Z e :

P。= R , 一“ 令 ‘
(户

‘e , 一 p 。 ‘e 。) + R 价 一 a 刀’朴 Z e :

P, = R t. 刀. e ,

只保留主要项时可得C a u c h y应变张量及其两个不变量为

d 二R Z (声一o ) [户
尹 “e , e , + P Z。 ‘ “e e e 。

一户p ‘。 ‘

( e
, e 。+ e 。e ,

)〕+ R
Z ‘

竺。
一 , e , e :

} “
·

2 ,

(4
.

3 )

1 1 二R Z (夕一 “ ) “

I 梦二R
Z (“尹一 a + t . ) ”

2刀一 2 } ( 4
.

4 )

其中
。= p ‘ 2 + p Z。 ‘ 2 , v 二 一 ( 1 + 刀)户

2 。 ‘

对不可压缩材料
,

有

( 4
.

5 )

矛. = a 一 2刀
, , . = 。一 ‘ ( 4

.

6)

由平面应力条件
r“ = o可得

e ”一 2 作a“一 I R 2 (
ff 一 1) (夕一 a ) + Z t. 勺. ,

这样Ca u e h y应力丫成为

( 4
.

7)

T = Z n a R
Z
一

‘、(声
一 “ )“” 一 ld ( 4

.

8 )

其中
d 二 p ‘Z e

一
e

,

+ p Z。 ‘Z e e e , 一 p p ‘。 产
( e

r e 。+ e , e 一

) ( 4
.

9 )

进一步假设收缩区与扩张区具有相同阶的变形特性
,

并且扩张区的应力能与收缩区的应力相

匹配
,

因此有
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占一 2 (a 一 2刀)

d = a 一刀
}

,
‘

, _ 。 3
。 。

.

二

则 a “ 3 p = 万。= 封 -
(4

.

1 0 )

由(4
.

1) 可得

口

口r

R
一声

一 (l + 刀)p

口 R
一 夕

口0 一 ”

口

口尺

(4
.

1 1 )

、...、了/ ...

口一火P
刀
一+一R

+P

口

丽(--

由 (2
.

5)
、

(4
.

5) 和 (4
.

1 1) 可得关于p 和。的微分方程

P l, 一 P。 , 2
== 0

。护

+ ZP ‘。 尸

/ P == 0 } (4 一 2 )

(4
.

12 )式具有解析解
,

根据对称性要求

p ‘

(“)一“
, 。(o )一晋 (4

.

1 3 )

这解可表示为

户= p 。

(CZ

‘
2
+ z)

‘尹2

。一

是
一 a r c ‘g ‘

““, } (4
.

1 4 )

其中 P0 和
‘
均为常数

.

五
、

区 域 的 匹 配

收缩区口 1与扩张区口
2

不应 当彼此孤立
,

就是说
,

在日, 0时的收缩区应 与 亡” OO 时的扩

张 区相一致
.

考虑到 (4
.

14 ) 以及 a 一刀= d
, a ~ 护

,

可 以证明
,

当下列条件满足时
,

(3
.

1) 与 (4
.

1) 匹

配 t

切 !
. , 。

= c P o
o

叻!
. , 。= 生。

一 : } (5
.

1 )

以上两条件可 由
c值的适 当选取陇] 及 (3

.

16) 的计算而保证
.

p 。

则仍为自由参数
,

用以表

示裂尖场的强度
.

六
、

数值结果与能量分析

在不影响裂尖场主要特性的情况下
,

具有关系

己= l/ Zn

不妨取P0 。 一 1
,

我们发现
,

对于不同的
。值

,
占与

。

(6
.

1 )
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这一结论与从能量的观点分析是相一致的
,

能量 释放率准则认为
,

在裂纹尖端
.

应变能密度

应该是U 、 R
一 ‘ .

而另一方面
,

由 (2
.

6 )
、

(3
.

6)
、

可知

U 、几、R
一“, 8

这便得到 (6
.

1) 式
.

七
、

结 论

1
.

不可压缩材料的 I型平面应力裂纹尖端场
,

由两个收缩区与一个扩张区组成
.

在靠

近裂纹尖端
,

应 力和应变分别具有R
一 ‘

和R
一 ’‘”

的奇异性
.

2
.

薄板厚度方向具有R
‘/4

”

的奇异性
,

就是说在趋近于裂纹尖端时
,

板厚趋向于零
.

3
.

在裂纹尖端
,

各点均近似处于单向拉伸应力状态
.

4
.

本文的分析和结论与文 〔5〕在
s , co 时的情形相一致

.
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H a r乙‘” )

Ab, tr a c t

T h e e r a e k一t i p f i e ld u n d e r p la n e s t r e ss e o n d i t i o n fo r a n i n e o m p r e s s ib le r u b b e r

m a t e r i a l [ 1 ] 1 5 i n v e s t i g a l e d by u s e o f t h e fu lly n o n li n e a r e q u i lib r i u m t h e o r y
.

I t

15 fo 让 n d t h a t t h e e r a c k一t i p f i e ld 15 e o m p o s e d o f t w o s h r i n k s e e to r s a n d o n e e x p a ·

n s i o n s e e t o r
.

A t t h e e r a e k 一 t i P
, s t r e s s a n d s t r a i n Po s se ss t h e s i n g u la r i t y o f R 一l a n d

R 一 , / 月 , r e s p e e t i v e ly
,

( R 15 t h e d i s t a n e e t o t h e e r a e k一 t ip b e fo r e d e fo r m a t i o n . n

15 t h e m a t e r i a l e o n s ta n t )
.

W h e n t h e e r a e k一t i p 1 5 a PPr o a e h e d
,

t h e t h i e k n e s s o f t h e

s h e e t s h r i n k s to z e r o w i th t h e o r d e r o f 尺I ’盛n
.

T h o r o s 比lts o b 七a i n e d i几 t h i s p a p e r

a r e C o n s i s to n t , i th t h a 士 o b t a i n e d i n [ 5」w h e n s
, ,

.

K e v w o rd s i n e o m p r ( s s ibl
e rn a t c r i a ]

,

p la n e st r o s s e o n d i t i o n . e r a e k 一 t i p f i o ld
,

fu lly

n o n li n e a r e q u ilib r i u tn th e o r y


