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摘 要

本文利用精确解析法
『l」给出非均匀变截面梁在任意谐振荷载和边界条件下的动力响应的 一 般

解
.

问题最后归结为求解一个非正定微分方程
.

对于这一问题用一般变分法求解失败
,

利 用 本文

的方法
.

这个问题的一般解可以写成解析的形式
.

因此对优化特别方便
.

本文给出收敛性证明
.

文

末给出的算例表明本文的方法可获得满意的结果
.

关妞佣 变截面 梁 动力响应 精确解析法 稳态谐振动

一
、

引 言

非均匀变截面梁的强度
.

稳定和动力学问题无论在理论上还是 实际 上 都 是 极 为 重要

的
.

在 〔2〕和 [3 〕中分别用矩阵迁移法求解了非均匀变截面梁和连续梁的稳定和 自 由 振 动 问

题
,

〔4〕用 同样的方法处理 了非均匀弹性基础梁的稳定和 自由振动问题
.

但它们最后结果均

为数值解
,

无法写出统一的解析表达式
.

文 〔5〕求解非均匀变截面梁的稳定和 自由振动问题
,

问题最后归结为求解一个解析表达的超越代数方程
.

本文采用文 〔l] 的理论
.

给 出非均匀变截面梁在任意谐振荷载和边界条件下的动力响应

的一般解
.

问题最后可归结为求解一个非正定变系数微分方程
.

用变分法求解微分方程
,

需

要方程是正定的
,

因此这一问题用常规方法难以求解
.

本文在文 [l 〕的基础上
,

给出了这一

问题的解析表达式
.

因而在优化问题中显示 出它的巨大优点
,

并具有计算简单
、

方便和速度

快等特点
.

在文中还给 出所求得的解一致收敛于精确解的证明
.

文末给 出算例
,

表明了本文

理论的正确性
.

应 当指出
,

本文的方法可毫无困难地推广到刚架等结构动力学计算中去
.

二
、

非均匀变截面梁动力响应的一般解

考虑 图 1所示承受谐振荷载的非均匀变截面梁
.

所 有外力 g
,

M
,
尸均随时间按同一简谐规

律变化
,

荷载的圆频率为。
.

不考虑阻尼的影响
.

它的动力响应方程为

奋

国家自然科学基金资助课题
.
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式 中 D (x) 是抗弯刚度等于E l
,
E 是弹性模量

.

1是梁的横截面对中性轴的惯性矩
.

。是梁

的单位长度的容重
,

。是挠度
.
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圈 1 受姗报荷峨的非均匀变截面梁

在工程实际中
,

常常遇到梁承受谐振荷载的情况
.

这时一般总是将结构设计得避开共振

区
.

当避开共振区时
,

阻尼对结构振动的影响很小
.

可不考虑阻尼的影响
.

梁的稳态谐振动

的位移和内力 的幅值可直接得出
.

而不必将振型分解
.

这样的计算偏于安全
.

并使问题大大

简化
〔. , .

在稳态谐振动 时
,

所 有荷载
、

变形
、

内力
、

支反力和惯性力均按同一 简 谐 规 律变

化
,

即同时达到各自的最大值
.

利用

q (x
,

t) = g (x )e o s o t , 切 (x
, t )~ 切 (x )e o s o t (2

.

2 )

代入 (2
.

1 )
,

我们即可得到一个非正定变系数微分方程

d
“ n

, 、

d
Zw (x )

i 歹 」少 几X 夕
-
下汤

-

一 一 阴气X 少田
一

脚 吸X 夕一 g LX )
a X 一 a X

一
(2

.

3 )

如果外力
,

内力和坐标 均以 图 1 所示方向为正
,

位移向上为正
,

倾角以反时 针 为 正
,

则振

幅 功 (x)
,

倾角甲(x)
,

弯矩M (x) 和剪力Q (x) 之 间存在 以下微分关系

。(
x )= 二 (x )

, 切(x ) = -
d 田 (x )

d x

。 (二 )一。(二 )
~

噢笃其
.

0 (二) ==

牛
。 (二 )兰州彝上

a X
一 “

a X
、

‘

a X -
(2

.

4 )

对于任意的 D (x) 和 m (x)
,

求解 (2
.

3 )仍是一桩困难的事
.

注意 (2
.

3) 是一个非正定微分方

程
,

利用变分法也是无法求解的
,

我们把(2
.

3) 改写为

斋
。 (:

哄冷上
十 (

X 。(X )。
2功 (

X
) )

, :

一 (m (
X
)。

2 出‘X , ,
,

一 。‘
X

,
(2

.

5 )

利用文〔l] 的方法
,

把梁分成N 个单元
,

设第i个单元的区间为 [x ‘_ 1 , x ‘

)
.

在第 i个单元上
,

(2
.

5 )式可转化为

。‘

督
一 O X 〔「X ‘

一
,

(2
.

e )

式中 D 。
是D (劝在单元中点的值

.

此外在单元之 间尚需满足连续条件
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lim 动(
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,
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d 功

d x
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‘
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d
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1im o (
x ‘_ 、一 。
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、‘_ 1
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已叶0

d
“功

d x 3
+ (

x 一 无‘)m (x )。
2 动 (x ) (2

.

7 )

这里工‘表示单元中点的坐标值
,

等于 (x
: 十 x ‘_ 1 )/ 2

, ￡是一 个任意的正数
.

可以证明由 (2
.

6 )

和 (2
.

7 )所得到的。 (
x
)

,

必(
x
)

,

卫 (x )和 口(
x ) 可一致收敛于 (2

.

3 )和 (2
.

4 )的精确解。 (x )
,

叫x)
,

M (x) 和Q (x)
.

并有二阶收敛精度
.

问题的一般解可以写为
己”

{d (
x
)}= [F ‘(x ‘一 x ‘一 ,

川 d (o )} + {p ‘
(
x
)} + 艺 {x 一 x ,

}
。

[F ‘
(
x 一 x 一 ; )〕{A 。}

{A ‘_ ; }= (〔F
‘_ 1 (x ‘

_ , 一 x ‘_ 2

)〕一 [I」){d (o ) } + {P ‘_ ,
(
x ‘_ l )}

+ 乙 (F
‘

(
x 。 一 、一 x 。 一 2

)一 [I川A 。} (2
.

8 )

这里矢量

{占(
二
)}= 王功 (x ) 梦(x ) 卫 (x ) O (二)}

T

(2
.

9 )

记号

r o

、x 一 x , , 一飞1

(
欠< x 。

)

(x ) x ,
)

为H e a v is id e函数
.

[F .
(
x )〕是一个 4 又 4的矩阵

.

{p
‘

(x )}是一个 4 X l 的向量
.

它们分别是

(2
.

6 )的基本解和特解
,

并满足

[F ‘
(o ) = [I ]

,

{P
‘

(x ‘
_ : )} = O (2

.

1 0 )

利用 (2
.

6 )
,

(2
.

7 )
,

(2
.

9 )和 (2
.

10 )
,

我们可以得到

l一 省(
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“
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‘
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.
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式 中

省(x ) = (
x 一 牙.

)。 (x )。
2

如果有集中力尸和集中力偶M分别作用在第 i 个单元的
x ,

和x ,
处

.

注意它们与横向分布载荷

g ,

(
x
) = P d (x 一

x ,

)
, g 。 (x ) ~ 一 M d

‘

(x 一 火。)

等价
.

代入 (2
.

1 2 )直接积分可得对应的特解

! 个
‘一 x,)

⋯{
‘p ““

, ‘
,
一 p ‘“ 一 ‘ ,

’
。
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亩
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.

13 )

代入 (2
.

5) 式
.

即可得到带有任意集 中力和集中力偶作用的非均匀变截面梁动力响应的一般

解
.

把终端坐标
x = 、N

代入 (2
.

5) 式
.

整理后即可得

十
1卜,、../n�了‘、义口

r

J
、

.

、

、..

!
色

!
k lr k l :

寿1。 k l 4

k
2 1 k

2 2
k

: 3
寿

2 4

k
3 一 k

。:
k

3 3
k

3 4

k
4 1 k

‘:
k

4 3
k“ l

f
,

f
2

f
:

f
,

!
(2 一4 )

了

!
盆

!
、

一一NX
‘浅O

这里灿
, 和了

‘
均为巳知量

.

我们按 {占(x) }中元素的次序编上号
.

例如
,

当二和M在边界上已知

时
,

则已知条件编号为 ( l ,

:3)
.

未知边界条件编号为 ( 2
,

4 )
.

若 在
x 二。处

,

已知边界条件编

号为 (m 、 , 。:

)
,

未知边界条件编号为 (。
。 , 。‘

)
,

在 x “ x N
处已知边界条件编号为 (。: , n : )

,

则对

问题最后可归结为求解二元一次代数方程组

寿
” : 二 :

k
。: , -

k
。: 拼 ,

k
o Z 阴 d
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之黔
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式中记号占。 (0) 表示 {d (0 ) }中的第。个元素
.

求出{占( 0 ) }后
,

再利用 (2
.

5) 式即可求出变截面

梁任一点的位移和内力幅度
.

应当指出
.

令。 ~ o
,

(2
.

5) 式即可计算非均匀变截面梁的强度问题
.

三
、

收敛性证明

我们把 (2
.

6) 式改写为

d
“ / 。

下
一石

l 丈少‘

d X
‘

\

d
“田 、

.
,

_
、 , 、 、 、 。 , 、 、 、

刁又「) + 气工‘川 ( x ) 。
“

田 ‘x ) )
, ,

一 之‘(川 ( x ) 。
‘

切 ( x ) )
, *

= q ( x ) (3
.

1 )

同时把 (2
.

5 )和 (3
.

1) 写成算子形式

A 功 = q (x )
,

又‘功 = q (
x ) x 〔[ x ‘_ , , x ‘)

上面两式相减
,

可得恒等式

A 功 一月‘功 ~ o

对上式作内积得

(3
.

2 )

lim (价
,

A叨 一通动 ) = li m
万 ~争 ( 。 N

,

es ) 。。(
: ,

兄 (击。 一还功 ) )
一 0

(3
.

3 )

这里 功〔附呈
2 ’ ,

才盆
“ )

是索伯列夫空 间
.

利用分部积分
,

当N 、 oo 时我们有

lim (诱
,
A。 一河功) = li m ( A

长
功

, 切 一 动 )
万一卜 C。 N es 争 , 。

+ 11
f

,

~ 二
、

d 苗
, ,

。
、 二 , 。 , _ _ 、

八 ,
,

_ 、

、}
x l

嘴价(Q
,

一勺
,
) 一 一 j扮 妇V1 一 父理 ) + 义Vj 下 L甲一梦 ) 一 Q , L切 一w ) r! 气。

.

4 )
L U 入 声 I

这里 A .
是A的共辘算子

,

M
肠和O 长是共扼边界示件

,

接处的连续条件 ( 2
.

7 ) 及四个巳知边界条件
.

同时令 4

为零
,

则可得

li m ( A
朴
功

, 、 一 功 ) = 0
万 - , ; 心

并假定在〔0
, x 司 上连续

.

利用单元交

个未知边界条件对应的共扼边界条件

(3
.

5 )

根据 H ilb er 七
一

伴随逆算子定理
,

当A在给定的边界条件下有逆算子A
一 ‘
存在 时

, A 长
在零共

辆边界条件下也有逆
,

特别地当

A 朴
功= 。 一 。

时有唯一解甲〔切二
2 .

可使M
朴
和Q肠

在区间 [0
,

勒 〕连续
.

因此我们有

1i m
N es 食 , :

(功 一 动)
“
d x = o ( 3

.

6 )

因田 一 。
, 甲 一萝 :

M 一夕和 Q 一 Q在 [0
, x , 」上连续

,

因此有界
甲

通过 (3
.

6 )式很容易证明 。 ,

萝
,

卫和O一致收敛于 ( 2
.

3) 的精确解功
.

甲 ,

M和Q
.
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四
、

算 例

算例 1 为便于和精确解比辑 我们考虑一个均匀等直杆问题
,

如 图 l所示
.

梁的左边

固支
.

右边简支
.

它的尺寸为
:

高“ = l ,

长L 一 10 ,

宽度b ~ 1
.

弹性模量E = 1 2 0 0 0。,

截面惯

性矩 , 一

去
.

表 , 给出当单元数N 一 l。。,

、一(瞥: )
” ‘一 。

.

5时
,

所得到的挠度和弯矩值
.

卜
-

一 一

12
’ r 、

一
~
一 一

’

一
‘一 ’

、 也 1 / ” ” “ ” 切 一
J 一 甲 . .

一
”

’

, 一 一
-

并与精确解 [ 6」相比较
.

表 2 给出当 N 一 20 时
.

不同 k 值梁的始端和中间的位移及内力的幅

值
.

表 3给 出
,
k 一 0

.

5时所得到 的解随N 收敛的情况
.

‘‘

{l}l{ 1 1 1 1 { l }lll
lllll

圈 2 受均布雌待林宜截面杆

表 1 当 为= 。
.

5时
.

每宜截面杆境度和有矩粗值分布(N = 1 0 0)

E lw (
劣
)

本文解

精确解
:

本文解
」

精确解

2
.

4 7 9 9
.

024

2
.

5 1 7 9
.

1 2 7

二
·

7

⋯
“ { 9 }一竺

一

34
.

0 6 3 0
.

9 9 } 2 3
.

3 9 { 1 2
.

4 9 { o

5 2 4 9

5
.

3 5 1

4
.

1 3 6
·

2
.

186

4
.

1 62 一 2
.

1 52

一 0
.

2 12 5一 2 5 3 2

M (
x
)

一 0
.

2 76 8 一2
.

5 9 0 一 4
.

2 7 4 一 4
.

9 6 5
’

一 4
.

5 5 0 一 3
.

2 4 9 一 1
.

5 0 7 0

衰 2 等直截面杆随k不同时。和M的值(N 二 20 )

M (0) E l二 (5 ) M (5)

本文解

一 1 2
.

5

一 1 2
.

5
.

5 5

06 8

精确解

一 1 2
.

5

一 1 2
.

5 5

5
.

3 5 1

精精确解解 本文解

6
.

2 5

6
.

2 7 7

一4
.

2 76

精确解

6
.

2 5

6
.

2 7 8

一 4
。

27 5

裹 3 随N 增大时
.

脚和M收教情况

N

M (0)

二 (5 )

M (5)

2 0 4 0 1 1 00

5
.

0 6 8
’

5
.

1 39 1 5
.

24 9

32
.

8 3 3 2
.

3 1 1 3 2
.

2 1

一 4
.

2 76
一

一 4
.

2 3 8 { 一 4
.

2 5 1

精确解

5
.

3 51

32
.

2 2

一 4
.

2 7 5

算例 2 为一非均匀变截面悬臂梁
,

受均布载荷作用
.

如图3 所示
.

图中 I= 1 0. Q = 2

。一 1 ,

弹性模量 E 一 12 。。。。
.

截面惯性矩 ‘一人
0 2

的乘积为

爪。 2 = 1 2 5 0 0 一 6 2 5 x

.

宽度为 1
.

梁单位长度的容重 和角频率
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取N = 1 00 进行计算
,

表 4给 出位移和内力幅值沿
x 轴的分布情况

.

并和当角频率。 = o时的情

况作了比较
.
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图 3 一个变截面瓜 , 梁

表 4 变截面. , 梁位移和内力粗位分布情况(N “ 1 0 0)
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以上两个算例表明
,

利用本文的方法获得的结果是满意的
,

并收敛于精确解
,

验证了本

文理论的正确性
.

参 考 文 献

纪振义
、

叶开沉
,

任意变系数微分方程的精确解析法
.

应用数学和力学
,

10( 1 0) (] 9 8 9)
,

84 1一

8 5 2
.

叶开沉
,

非均匀变厚度弹性力学若干问题 的一般解
,

非均匀变厚度梁的弯曲
,

稳 定 和 自 由 振

动
.

兰州大学学报 (自然科学版 )
,

(力学专号 )
,

(1 97 9 )
,

133 一15 7
.

叶开沉
、

丁延岭
,

非均匀变厚度连续梁的稳定性和自由振动
,

兰州大学 学 报 (自然科学版 )
,

18 (2 )(1 9 8 2 )
,

4 2一4 7
.

叶开沉
、

郑书英
,

非均匀弹性地基上的非均匀变截面梁的稳定性
,

兰 州 大 学 学 报 (自然科学

版 )
,

(力学专号)
,

1 9(1 9 8 3 )
,

3 7一5 7
.

叶开沉
、

纪振义
,

非均匀变截面梁的稳定和自由振动的阶梯折算法
,

兰州大学学报 (自 然 科学

版)
,

26 (2 )(1 9 9 0 )
,

4 0一 4 6
.

王光远
,

《建筑结构的振动》
,

科学出版社
,

北京 (197 8 )
,

150 一 153
.

, .胜Jf.
.
.J

,1勺‘
白‘.LL..L

一.J工..J,口J马
...‘一IL

, .J,J ..�勺月O.rL工
ee
J



38 8 纪 振 义 叶 开 沉

T he G e n e ra l So lu tio n fo r D yn a m lc R e sPo n se o f

N o n ho m o g e n e o u s B e a m w ith V a rla ble C ro ss Se c tio n

J 1 Z h e n
一

y i

(刁 ” h u ‘A r e h ‘te e t u r a l I n d “s rr g C o lle g e
.

H efe f)

Y e h K a i
一
y u a n

‘L a ” z 丙。 :‘ U ”‘v e r s f才夕
.

L a ”之h o u
)

Ab s t ra c t

In th is Pa p e r ,

b y m o a n s o f t h e e x a e t a 且a ly t ie m e th o d [ 1】 th e g e n e r a l so lu t io rr

fo r
d y n a m ie r e sPo n s e o f n o n h o m o g e n e o u s b e a m w ith v a r ia b le e r o s s s e e t io n 1 5

o b t a i叮e d u n d e r a r b it r a r y r e s o n a n t lo a d a n d b o u n d a r y e o n d it io 立 5
.

T h e P r o b le m 1 5

r e d u e e d t o s o lv e a n o n 一
Po s it iv e d iffe r e n t ia l e q u a t io rr

.

G e n e r a l ly
,

it 1 5 n o t s o lv e d

b y v a r ia t io n a l m e th o d
.

B y t h e p r e s e u t m e th o d
,

th e g e n e r a l s o lu t io n fo r th is

p r o b le m m a y b e w r i t te 甘 a s a n a n a ly t i e fo r m
.

H e n ee ,

it 15 e o n v e叮 ie n t fo r s t r u e -

t u r e o p tim iz in g p r o b le m
.

In th is p a p e r ,

it s e o n v e r g e n e e 15 p r o v e d
.

N u m e r ie a l

e x a m p le s a r e g iv e n a t t h e e立d o f the Pa Pe r ,

w h ie h i口d ie a te s s a t isfa e t o r y r e su lt s

e a n b e o b t a in e d
.

K e y w o rds v a r ia b le e r o s s s e e t io n b e a m
,

d y n a m ie r e s p o n s e , e x a e t a 叮 a ly t ie m e th o d
,

5 te a d y 一s t a te r e so n a n t v ib r a t io n


