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摘 要

本文提出并论证了粘性正压流体流动的混合协调有限元变分原理
,

在论证中发现厘 力 协调条

件会自然满足
。

同时提出论证了有关的混合杂交非协调有限元广义变分原理
,

这能够简化 粘 性流

动的非协调元计算
.

关. 祠 粘性流体力学 计算流体力学 变分原理 有限元法 混合协调元 混合杂交非协

调元

一
、

引 言

粘性流体力学的变分原理是一个颇有难度的 研 究 课 题 〔‘」,

近 年来陆续取得 了 部 份 成

果〔‘’一 ￡吕, .

它们都是研究全场问题的
.

有鉴于分区变分方法
“

对于有限元计算特别有用
”

(【3〕
,

第52 2 页)
,

它可作为
“

有限元计算的基础定理
”

([ 3 〕
,

第4 67 页、,

本文提出并论证了粘性正

压流体动力学的混合协调元和混合杂交非协调元的变分方法
,

以满足粘性流体动力学有限元

计算的需要
.

二
、

基本方程组与有限元的划分

1
.

基本方程组及边界条件

对于粘性正压流体
,

有
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2
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街 = 。
,

在r
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2
.

4 )

2
.
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.

钱伟长推荐
.
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。‘一 泣‘二 0 ,

在厂
。

上 (供
“

水
”
口 边界 ) (2

.

6 )

a “n , 一了
‘= o

,

在 r
。

上 (受力边界 ) (2
.

7 )

其中厂
, 十r

。 十厂
,
= 厂为体积区域犷的全部边界面

.

文中采用笛卡尔张量符号
.

钱伟长教授在文〔5 」中建立 了粘性正压流体 流动的全场问题的功率消耗 万
, 。

的 驻值原理

及有关的广义变分原理
,

这无疑是一个重要的贡献
.

泛函

H
,

一 H
。· +

J
二

;
; ‘a

‘, a ‘, 一 3 ,
2

, d V 一

J
r 。

‘
。一d厂

。“
。。 一

J
,

{〔
;

合
+ 、·

一
。, ‘

〕
“
一

, “一 }
d 厂

(2
.

8 )

其中
,

(2
.

9 )

文〔5〕考虑线性的物态方程p 一 k (川 p 。一 l )
,

本文则考虑正压流体一般的物态方 程 P 一 甲(川

一 O
。

2
.

有限元的划分

设把流动区域犷划分成N 个子区域犷
( ‘ ,

厂
“ ,

⋯
,

V ‘N ,

把与小区域犷
“

相邻接的子区域

的编号记作
a ‘ ,

升定义集I
。

一恤
‘

}犷
“ ’ 、

与 V
“

有公共界面 }
.

以厂 aa
’

表示犷
“

与F ‘矿 的公

共交界面
,

并令厂I
。

= U (厂
,

aa
‘

)
.

子区域犷
“

的全部边界面 r
口 ’
由厂{

“ ,

r 二
“ ,

厂忍
“

以及
a ’

(I
a

rl
a

组成
.

对于某些厂
‘“ 、 ,

边界面厂 ;
“ ,

厂二
“ ’

,

厂沪三者可能有的是空集
.

定义空集上的面

积分为零
.

例如
,

若在V ‘“ 、

上考虑
,

则由 (2
.

5) 式
、

(2
.

的式
,

可得

H 添
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.
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,
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d犷

(2
.

1 1 )

下面要用到这两个表达式
.

3
.

交界面协调条件 (a 一 l , 2 ,
⋯

,

N )

。
l
“ ’一 “

{
a 尸

= o ,

在厂
a a ‘

上
,

V a ‘
任I

。

a ;罗
, n

}
。

+ 二 ;了
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,

v a ,
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。

P
、o 一 P

a ,

= o (或者 p
o

一 户 a , ’= 0 ,

在厂
a a ‘

上
,

V a ‘

任I
。

对于正压流体
,

交界面上压力协调条件与质量密度协调条件两者只需一个即可
.

L2
.

飞2 )

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

三
、

混合协调元变分原理

定理 飞 在厂
“

扭 ~ 1 , :
,

⋯
,

八 )上汹足迁 , 刊二
刀 二 、:

.

1少式
、

压力诫还 五力关 系 瞬
.

2 )式



粘性流体动力学的混合协调元和混合杂交非协调元变分法

和物态方程 (2
.

3)式
,

并且在厂二
。 ’上满足边界条件 (2

.

5 )式
,

在厂二
‘ 、

上满足 边界 条件 (2
.

6)

式
,

在交界面厂心
,

a’ 夕

上满足协调条件 (2
.

1 2 )式和 (2
.

1 4 )式的一切可能流动少
口 , p . ’,

川
‘ , ,

。留中
,

使得下列有限元泛函 H v B F , 取驻值的p
“ , p

‘ , “
;
“ ) ,

‘ ;
, ,

必 定是 粘 性正压流

体流动问题的真实流动
:
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; ‘

(a i了
、 a {罗

、

一 3 P‘. 户(口

) ]
“犷 + 17 ‘:

’

O

l一拼
�d孟

一!.L
口

一
f

: 。 、

J l
一。 了}

‘ ’。l
“’

d F } ( 3
.

1)

其中

“H“:
’ 一

J
, ( . )

{!
。 (一 口、l

“ ’ + 。
、

二 ;
· 。
、介 一 、( 。 ,

, ‘
。 、

」
“ ,

·

一 , (。 ’“幼‘}
d F

(3
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.
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.

3 )式化简后得
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.
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口
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.

5 ) 式
、
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.

e) 式
,

可得

I
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.

5 )
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.

1 2 )式
,
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.
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,

得
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p
、o ,
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、
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}
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‘ n
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= o ,
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上
,

一切笼a
, a ‘

} (3
.

9)

证毕
.

应用 由证明过程可知
,

交界面上面 力连续条件 (3
.

9 )式是 自然满 足 的
,

所以
,

只要事

先能保证交界面上的速度和压力是连续的
,

那么粘性正压流体流动的 功率 消 耗 汀
, 。

驻值原

理
〔“’
就可以分区进行计算

.

四
、

混合杂交的非协调元变分原理

定理2 在厂
‘ “ ) (a = 1 , 2 ,

⋯
,

N )上满足连续性方程 (2
.

1) 式
、

应力流速压力 关 系 (2
.

2 )式

和物态方程 (2
.

3 )式
,

并且在 r l
“ ’上满足边界条件(2

.

5 )式
、

在厂二
‘ )

上满足边界条件 (2
.

e) 式

的一切可能流动P
“ , p

“ ’ ,

川
“ , 。 ‘

;
’

中
,

使得下列有限元泛函H v 。。取驻值的P “
’ , p “ ,

好
。 , 。‘

;
,

必定是粘性正压流动问题的正确解
:

三
r 0 r 2 1 、
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;
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.
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式中‘
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,

但是系数 (一 l/ 4 )是
“
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”

即唯一的
.

证明 计算一阶变分占万vB
F Z ,

利用约束条件 (2
.

2 )式及 (3
.

3 )式
,
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.

5 )式
、
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.
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.
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,

化简整理后得
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、
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.
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、
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.
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应用 用本定理可以简化非协调有限元的计算
,

一2 )式
、

(2
.

1 4 )式
.

证毕
.

因为本定理避免了增加待定的拉格朗日
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乘子
.

而系数 (一 1 / 4 )的唯一性与分部积分法及格林公式有关
. “笋 o

,

为可随意选取的权重

五
、

混合协调元广义变分原理
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,
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其驻值条件 6H v BF
:
= 0 给出

a 4
、

+ 3 P
“ 二 0 在犷

、“

内及厂
“

上 (5
.

3 )

设物理量足够连续可微
,

所以 (5
.

3 )式在厂
‘

的边界上也成立
.

利用 (5
.

3 )式
,

对其余驻值条

件化简后
,

得

。
, _ 。

_

2
_ . 、 。 _ 、 ,

⋯
、 *

一 ~
, 、 ,

a 云歹
’

十 P
“

O‘J 十 几 拼
、

“ “毓介 O ,, 一拼
、 “

气“‘万 十“式‘ ) = U ,

位
厂 、一

上
J

(5
.

4 )

户 。
口“矛

。 ) /口‘+ 户 (“ 、“
卖
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.
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.

6 )
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.
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, 。
李
。 + 。{梦

’ )。
{
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.

。)

证毕
.

应用 由证明过程可知
,

交界面上应力协调条件 (5
.

9 )式是自然满足的
.

因此 只 要事先

能保证速度和压力 (密度 ) 是连续的
,

那么粘性正压流体流动的广义变分原理
t“’
就可以分区

进行计算
.

约束条件 (2
.

2 )式和边界条件已经被放松
,

这给允许函数的设计 带 来方便
,

不过

增加了泛函的复杂性
.

(5
.

1) 式与文〔5〕的(8
.

10) 式相对照
,

有两处正负号不 同
.

六
、

混合杂交非协调元广义变分原理

定理4 在厂
“ 、

(a 二 1 , 2 ,
⋯

,

N )上满足连续性方程 (2
.

1) 式和物态方程 (2
.
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,
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刘
“ ) , 。

矛
“

口l;
’,
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粘性流体动力学的混合协调元和混合杂交非协调元变分法
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其驻值条件给 出(5
.

5 )式
、

(5
.

4 )式
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、
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.
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、
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8 ) 式
、
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9 ) 式 及

(2
.

12 )式和 (2
.

14 )式
.

式中‘
为 x 的任意正定 (或负定 ) 已知函数

.

应用 用本定理可以简化非协调有限元的计算
,

因为它避免 了引入待定的拉 格 朗 日乘

子
.

有限元泛函表达式 (6
.

1) 式 中的系数 (一 1 / 4 )是唯一的
,

而 “笋 o为权重
,

可随意调节
.

七
、

混合协调元的完全的广义变分原理

定理 5 在满足交界面上协调条件 (2
.

1 2 )式和 (2
.

14 )式的一切可能流动P‘“ ) , p (。 ’, 。
l
“ ) ,

司罗
’

中
,

使得下列有限元泛函 刀
v
BF
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,

必定是粘性正压流体

流动问题的精确解
.
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其中H v a F 3
见 (5

.

1 )式
.

证明 不难作 出
,

略
.

应用 除了速度协调条件和压力 (或密度 ) 协调条件之外
,

其它约束条件都已被放松
,

而且并不增加待定的拉格 朗 日乘子
.

因此
,

本定理给计算带来简便
.

几斗 o为
“

权重
” ,

可随意

调节
.

八
、

混合杂交非协调元的完全的广义变分原理

定理 6 在一切于犷
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取驻值)的P(
‘ ’,

刘
“ , , “

l
“ ,

吸罗
, ,

必定为粘性正压流动问题的精确解
. c 祷 。

,

为义的任 意正

定 (或负定) 的参数函数
.

证明 略

应用 (8
.

1) 式中
,

系数 (一 1/ 4 )是唯一的
.

而“特 0为权重
,

可随意选取
.

本定理用半解

析法和有限元法求解所带来的好处是至然的
.

可 简化非协调杂交元的计算
.

九
、

结 语

本文提出并论证 了粘性正压流体动力学的混合协调有限元和混合 杂交非协调有限元的变

分方法
.

这是粘性正压流体 动力学有限元计算的墓础足理
.

在混合协调元变分原理的论证中

发现
,

只要事先能够保证速反和压 力是协 洞的
,

那么有 二
、

的变分就
一

可么分区进行计算
,

在相

邻有限元交界面上面 力矢量之协调条件会 自然地满足
,

而无须 引进拉氏乘子
.

进而建立的混

合杂交非协调元变分原理
,

能够简化粘性流体 动力学非协调元的计算
,

因为它们不需要增加

待定的拉格朗 日乘子
.

应该指出
,

定理3
、

定理4
、

定理 5和定理 6的泛函刀vB
: 。 ,

万vB
P ; ,

I7 vB
P 。,

刀vB
, 。 中 的

自变函数。奋罗
’应该限制在对称张量范 围内

,

其理由见文献〔2 〕
.

本文全部结果
,

适用于定常流动和
“

准定常
”

流动
.

对于非定常流动
,

限于篇幅
,

另文论述
.

本文诸泛函中的参数几和
“ ,

可 艺为 坐标矢量胃的任意正定函数 (或负定函数 )
,

它们是

一种
“

权重
” ,

可 以随用户之需要而任意调节
.

在弹性力学全场问题情形
,

泛函中含有的可供

任意调节的权函数有一定的价值和意义
仁“’,

并且其变分原理被〔9 〕称为
“

新颖 的变 分原理
” .

在本文建立的 粘性正压流体动力学的分区变分原理中出现的这些权函数
,

也有类似的价值和

意义
.
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