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摘 要

本文在几何非线性分析的 M in dl in 板元中引入单元附加内部剪应变
,

有效地解决了薄板情况

下的剪切自锁问题
.

文中导出了相应的能量相容条件
,

给出了有限元非线性列式 的 全过程及有关

薄板及中厚板大挠度问题的数值结果
.

关幼佣 内部剪应变 几何非线性 剪切自锁 相容条件

一
、

引 言

以横向挠度tD 和转角 e 作为独立变量的 M in dl in 板元由于其有限元列 式简 单
,

精度高

以及可通用于厚
、

薄板等优点而在结构分析中得到广泛运用
.

但在薄板 情 况 下 M in d h n板

元一般会出现剪切 自锁 (sh e a r lo c ki n g) 现象
.

关于剪切 自锁的机理以及如何解决已有很

多讨论
『‘一 毛, .

本文作者的工作表明
,

附加单元内部自由度不仅可 以构造 出品质优秀的非协调

元
,

而且可 以有效地用来克服M in dl in 板元的剪切自锁
.

本文将这一方法实施于 M in dl in

板的大挠度分析
,

导出了相应的能量相容条件并给出有限元非线性列式的全过程
.

二
、

大挠度 Min d lhi 板的基本方程与薄板的剪切自锁

采用T o 七al L a g r a n g e型描述方法
,

与M in d lin 板相应的G r e e n 应变为
:
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在M in dl in 板理论中
,

板内任一点的位移可由五个独立的中面位移云 , , , 切 ,

0
, ,
e, (正

向规定见图 l) 表示成
:
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另一方面
,

参照v o n K ar m a n 大挠度理论
,

( 2
.

1) 式中所有
。 , 刀

的导数二次项均可 略去不

计“二,

于是将 ( 2
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其中膜应变
“l

、

弯扭应变
。2

和杖间 剪切应 变时分别为
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式中E 为杨氏弹性模量
, 拼为泊松比

, :
为板厚

,
左为剪应力修止系数

,

本文计算中取几一 5 6
.

为简化书写
,
以下讨论中将 . , ”

,

叨改记为
“ , v , 二

.

另外我 们还约定在单元分析中q连
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解为单元结点位移向量q ‘.)
,

而在整体分析中q理解为结构的总结点位移向量
.

图 2 所示四结点等参元的。 ,
e

, 二可用双线性场表示 成
:
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在极薄板情况下
,
(2

.

4 )式中的剪切刚度系数远大于弯扭 刚度系数
,
如下的K ir c h h o ff

约束条件将得以实现
.
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对于 (2
.

7 )式所给叨
,

e场
,

K irc h h of f约束将迫使包括常曲率在 内的 e场中的许多转角位移

模式 (以下称这些模式为自锁转角模式
—

L R M ) 趋于零值
, 即单元出现 自锁现象

.

三
、

附加内部剪应变的大挠度M in d li n 板元列式

为避免在薄板情况下出现自锁
,

我们引入单元内部剪应变 丫; ,

相应地将K ir c h h of f约

束条件表示为
。

d功一 6 + Y: 二 0 (3
.

1)

显然
,

若丫
‘包含e场中某一个L R M

,

则 (3
.

1) 式约束将不会导致e场中该模式系数趋于零值
.

于是为了将薄板情况下e场中某些转角模式从 自锁状态下
“

释放
”

出来
,

只需在丫
:
中包 含有相

应的L R M即可
.

对应于双线性试解组 (2
.

7 )
,

不难证明
,

为释放 e场中全部剪切不相容自由

度
,

一般情况下必须取
.
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为减少凝聚 入的计算量
,

在某 些情况下可 以减少 (3
.

2 )式 自由度而不影响自由度的 释放
.

对

于矩形元
, 丫:
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则可将备类应变表示成
:
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解为单元结点位移向量q ‘.)
,

而在整体分析中q理解为结构的总结点位移向量
.
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其中
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附加内部剪应变的大挠度M in dl in 板元的收敛条件
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为方便实施
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简支边界条件取中面 位 移
, 石= ”二 叨 = O

。

= 0 ,

固 支边

界条件取一
, = 叨 = 0

,

二 e
:

= 0
.

表中位移
、

荷载
、

应力的无量纲量分别为
:

功 = 叨 / t ; p = P
:

14

/ (E t 4

) , 。‘= a ‘m . 二

1
2
/ (E t“)

其中 I 为方板边长
, a ‘m 。二

为所求点最外纤维处应力
.

对于圆板
,

将p
, a ‘中 l换为半径 R

.

例 1 四边简支方板受分布荷载作用
, 拼二 0

.

3
,

E 二 1 0
.

92 又 1 0 “
.

由对称性取 1 / 4 板计算

( 图3)
.

对 t,/ l 一 0
.

0 l( 薄板 ) 及 :
/’I 一 0

.

05 (中厚板 )
,

表 1
、

2分别列出不同网格下用 N L Q
‘

元计算的板中点最大挠度及最大应力 几 m’
二

的 系 数
.

对照解 取 自文〔9 〕
,

该 理 论解是用

R a y le ig h
一

R it z 法按假设级数形式的位 移 场 所求 灼结果 (每个独立变量场用了36 个自由

度 )
.

可以看出
,

采用满积分的 N L Q
、

元在薄板情况下没有自锁现象
.

无 论 是 薄 板 还是厚

板
,

随着 网格加密 N L Q
4

元都迅速收敛于对照解并在较粗 网格下获得 很 好的位移和应力结

果
.
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表 1 均布荷软作用下四边简支薄方板 (t/ 诊. 0
.

0 1) 的中点挠度及应力系坟

荷 载

P / 9
.

1 5 7 5

1 · 1Pj 格

一⋯
一些困竺

一

一
0

·

2 9 9 1 1 1
·

% 34 1 0
·

35 02 ’ 2
·

6 9 6 5

0
.

84 06 一 6
.

81 8 7
’

0
.

86 95
’

8
.

0 5 9 0

1
.

674 6

2
.

8 7 36

4
.

3 0 7 7

5
.

9 0 9 0

1
.

6 0 32

2
.

6 4 7 6

3
.

85 6 8

5
.

1 8 7 0

4 、 4网格
I_

_

一梦竺
-

叨
’

仁
一⋯一翌

.

「
竺

一

0
·

“4 80 , 2
·

6 087 1 0
·

34 67 !
2

·

‘7 0吕

0
·

830 1 7
·

1 82 7 } 0
·

81“ 1
6

·

8叭5

1
·

4 9 68 1 5
·

2 9 2
}

1
·

4 62 8 {
14

·

4 9 8

2
·

44 3 9 3 1
·

4 3 , } 2
·

3 8 9 0 }2 9
·

85 0

5
.

5 7绍 ”9
·

“9。 ⋯ 一 } 一

4
.

翻3 9 1 0 0
·

7 8 { 一 } 一

‘立4

已J
J

O‘l35胡0123
O”一挂
J
土内6137117400200

��
�
“�
曰
土目匀曰产n�,夕内」147136

月峥n”n“,一‘Unll�n“�

曰山目�

衰2 均布荷载下四边简支中厚方板( 才/l = 0
.

05 )的中点挠度及应力系教

荷 载 I X I网格 2 X 2网格 4 X 4网格 对照解
1 0

·

92P ⋯
一二一 飞

一

1 0 1 0
.

03 2 : 一 0
.

1 5 : :

!

5 0 0
.

1 5 9 7 0
.

9 66 5

7 5 { 0
.

2 3材 1
.

4 6 8 5

1 0 0
⋯

“
·

“04 1 1
·

”66 1

1 5 0
}

“
·

4 2 8 3 } 2
·

92 14

2 0 0 1 0
.

5 34 5 { 3
.

8 0 76

一 而
.

叮石万一
}

一石- 一
.

不
~

贾一
一} 奋 一万刃

-

0
·

04 02 0 忍6 6 7 ·

o
·

04 1。
’

0
·

2 685 : 0
·

04 0弓 { 0
·

2 6 7 2

0
.

1 93 1 1
.

37弓6 0
.

1 9 5 3 1
.

3 6 7 1
’

0
.

1 9 2 9 1 1
.

3 54 2

0
.

2 7 7 7 2
.

0 5 1 8 0
.

2 7 8 6 2
.

0 144 0
.

2 7 50 1
.

9 89 8

0
.

3 5 2 8 2
.

6 8 9 6 0
.

3 5 1 3 2
.

6 0 8 7 0
.

34 6 7
:

2
.

5 7 0 8

0
.

4 7 9 0

0
.

5 8 1 3

3
.

83 92

4
.

8 4 2 1

0
.

4 71 4

0
.

5 6 7 2

3
.

6 4 5 5

4
.

5 2 1 6

例 2 对边简支 (x 一 士I / 2 ) 另对边固支 (召= 士l/ 2 ) 方板 (S C S C ) 受分布荷载作用
,

拼= 0
.

3 ,

E = 1 0
.

9 2 丫 1 。“ ,

取 l / 4 板 4 又 4 网格计算 (图 3 )
.

表 3给 出N L Q
‘

元计算的薄板 (‘/l ~

0
.

0 1) 及中厚板 (t /t 二 0
.

05 ) 中点挠度及应力系数
.

对照解系数 , 气 a 乡取自文 [9 〕
,

其计算方

法同例 1 的说明
.

表3 分布荷载下SC SC方板中点挠度及应力系数

t / ! = 0
.

0 1 { t / l= 0
.

05

P/ 9
.

1 5 7弓

1

4

16

码

2 0 0

5 00

: v . a . 1 0
.

9 2P w a y .

0
.

1 8 3 8

0
.

6 0 4 6

1
.

34 03

2
.

34 06

3
.

4 9 56

4
.

, 80 1

1
.

8 80 4

6 7 5 9 9

0
.

1 8 6 7

0
.

6 0 1 8

1
.

3 034

2
.

2 7 2 8

1
.

84 6 2

6
.

44 5 0

1 5
.

0 5 0

30
.

1 8 5

0
.

0 1 9 5

0
.

0% 9

0
.

1月43

0
.

1 9 04

0
.

2 7 8 1

0
.

3 588

0
.

1 8 3 3

0
.

9 32 9

1
.

4 0 7 9

1
.

881 7

2
.

8 1 02

3
.

695 2

0
.

0 1 9 2

0
.

0 9 51

0
.

1 4 1 6

0
.

1 86 ,

0
.

1803

0
.

91 7 2

1
.

期幻
1

.

乡场2

n”nU工岛n一nUnll
‘
立亡J月矛n目曰�nU

,上
曰
上内‘

422210338491632朋100

例3 四边固支方板受均布荷载作用
, 拼= 0

.

31 6 ,

E = 3 x 10
7 ,

I = 3 0 0 , t = 3 (薄板 )
,

取



M in dl in 板几何非线性分析的附加内部剪应变法 4 8 7

l/ 4板 4 x 4 网格计算(图 3 )
,

结果列于表 4 ,

其中 N
,

M分别为约束前
、

后的自由度数目
.

对

照解为L e v y按 v o n K ar m o n 方程 用双F O u ri er 级数计算的结果
,

Q S元及及对照解取 自文

[8 」
.

由比较可见
,

采用本文的N L Q
‘

元可用较少的自由度获得较满意的计算结果
.

衰4 分布扮雌作用下周边固支方板的中点挠度及应力不盆

户
‘

洲63. 4
{

95. 。 }

一丝些i竺已些竺丝些 一
⋯一塑

二圣竺i竺兰竺些 ⋯
-

一一些鲤
- 一

一

一 兰一- 一
- 竺兰一{一

望 一⋯一兰一卜
一兰一二一 竺二一

u
·

23 4 9
{

2
·

“91 , “
·

23 5 1 { 2
·

6 5 7 1
{

“
·

23 7 { 2
·

6

o
·

4 7 02 ! ,
·

545
2

{
“

·

46 , 3 } 5
·

5 1 3 7 0
·

4牡 }
5

·

2

o
·

6如5 } 吕
·

5 5 98 {
“

·

68 8 7 , 吕
·

35幼 “
·

695 { “
·

0

o
·

91 8 ,
l u

·

58 1 ! “
·

90 u3 { 1 1
·

u5
0

·

9妞 { u
·

1

几
·

”14 { 14
·

576 ⋯
几

·

1 041 ⋯
又3

·

81 7 , 立
·

边 ⋯ 几3
·

3

且
·

33 4 7
1 17

·

5 0 6 工
·

2 9 90 1 : 6
·

46 1 1
·

323 1
: 5

·

9

1
·

53 4 5 } 2 。
·

46 2 ; 1
·

4 9 1 3 : 19
·

1 60 } 1
·

s肚 } 1 9
·

2

1
·

, 270 1 23
·

姐 } 工
·

6 7 74 { 肚
·

9 02 ; :
·

7 1 4
⋯ 叙

·

9

1
·

90 96 } 26
·

3 2 7 . 1
·

8 6 82 ’ 2 4
·

805 ’ 1
·

9 0 2 1 25
·

1

周边固支圆板受分布荷载作 用
, 拌= 0

.

3 ,
E 一 1护

,

R = 1 0 0 , 矛~ 2 (薄板 )
.

取 1/ 4

n,一月,月号月呀曰岛O口自山l丈夕.含一.曰月弓口几�“甘11乙乳3
比口4一

板 12 个单元计算 (图 4 )
.

表 5 给 出了板中点挠度及应力系数
,

其中N
、

M含意同上例
,

Q S元

及薄板理论解均取自文 【8]
.

可以看出
,

即使对于畸变单元
,

N L Q
。

元 也不 出现自锁且以很

小的计算代价获得了较满意的结果
.

衰5 分布褚载作用下周边固支目板中点烧度及应力系教

} NLQ
.
(N = 95

,

M一 5 4 ) ⋯
p }

—
一 一

J
-

-

一 {

1 { “
·

15 62 1 “
·

铭8 7
⋯

2
} 0

·

3 03 0 1 ”
·

98 6 1
】

” } “
·

4 3 , 3 { 1
·

4 6 0 9
⋯

6
}

0
·

74 9 1
{

“
·

66 0 5
}

1 0 } 1
·

03 89 ⋯
“

·

83 24 }
1 5 { 1

·

2 96 3 1 4
·

91 1 8 }

QS (N = 2 4 5
,

M

~ 生⋯一 些鲤翌i终

二竺

一卜 望 一
一

⋯一 玉 一

61
J
i,曰自乙介U,曰呀

J‘
络自口O产‘马J峪��‘J.

..

:
几U,人月‘,J
月
“

.

0
.

1 6 1 4

0
.

3 1 1 6

0
.

44 53

0
.

75 6 6

1
.

0 4 1 7

1
.

2 9 50

0
.

5 0 1 8

1
.

0044

1
.

4 724

2
.

6 0 7 0

3
.

6 77 4

4
.

6 5 9 5

0
.

1 6 9

0 3 2 3

0
.

4 5 7

0
.

7 6 1

1
.

0 35

1
.

2 79

0
.

5 0 2
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