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摘 要

本文针对文献 LI] 所述复合材料层合板三维模型
.

在三维线性弹性理论基本方程和经典变分原

理的基础上
,

通过分块矩阵运算和线性L ag
r

an ge 乘子法
,

推导出比文献【11 更全面更系统的基本

方程和变分原理
,

使复合材料层合板三维线性理论臻于完整
。

关妞询 复合材料 层合板 三维线性弹性理论

一 日! 性扮
、 动 . F 飞

文献 〔1 ]初步给出了复合材料层合板三维线性理论
,

为处理界面应力 和 应 变 的间断问

题
,

提供了一种新的方法
.

但是
,

该文所给基本方程和变分原理
,

是直接或仅用加权残数法

构造出来的
,

没有从理论的渊源上分析它们同已有的三维线性弹性理论的关系 , 没有从理论

的应用上讨论所给变分原理的广义性和构造有限元模型的可能性
.

其实
,

在三维线性弹性理论基本方程的基础上
,

可以通过分块矩阵运算
,

逐次消去某些

变量
,

得到一系列含未消变量的基本方程
,

而文献〔l] 所给 用全局基本变量表示的基本方程

只是这一系列基本方程之一 同样
,

在三维线性弹性理论经典变分原理的基础上
,

也可以先

通过分块矩阵运算
,

消去能量密度中的部分变量
,

得到含未消变量的变分原理
,

再 用 L a g
-

ra ng
e乘子法解除某些约束条件

,

得到各种广义变分原理
,

而文献 [l 〕所给
“

杂交能
”

变分原

理
,

实际上只是一种含全局基本变量的不完全广义势能原理
.

二
、

三维线性弹性理论基本方程的分块形式
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三
、

层合板三维线性理论的基本方程

由于从 ( 2
.

3 a ) 或 ( 2
.

3 b ) 式可得
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.
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( s )

C 3
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所以把 (3
.

1) 式 的 第一式代入 ( 2
.

1) 和 ( 2
.

4 ) 式 消去 几
,
把 (2

.

2) 式 的 第二式 代入

( 3
.

1) 式的第二式消去 : : ,
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:
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四
、

层合板三维理论的经典变分原理

1
.

最小势能原理

由于应变能密度的分块矩阵形式为
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.

2) 和 (3
.

幼 式
.

2
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由于可以证明消去叮 :
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,
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.

五
、

层合板三维理论的广义变分原理

1
.

不完全广义势能原理

如果用 L a g r a n g e乘子法解除 ( 3
.

3) 式的第二式这些部分约束条件
,

即
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,
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”
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.
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如果再用L a g r a n g e乘子法解除 (3
.

3 ) 式的第一式和 (3
.

5 ) 式这些尚未解除的约束条

即

、.尹、,夕矛、.尸

BCD17
·, 一 H一上

‘
·

(。一 L·“, d 犷一

丁
s
。

。, ‘卜
“, d s

那么可由驻值条件d I7 。 , 一 。,

并考虑到G re e n 公式

‘’L·“u d 犷

一I

{
。答L

: 。。、:

一 「

(L : ‘)
·“。d V +

丁
。
‘n

·

(L: 。·)
·“。d 犷 +

J
,
‘n

·

入)
r 占u d s

仃。)
, 占u d s

直接解得L a g r a n g e乘子

入= C le o + C : 口口

卜= n a
(C

le a + C
: 口a

) + n : 叮。

于是
,

把 (E ) 和 (F ) 式代入 (B ) 式
,

再考虑到

(C
le o + C

: 。o
)

,
(e

。一 Lo u )

(E )

(F )

U

、‘
.,G石LL护l‘l

、,
!
.

.J

}
一 〔“塞“忿

}
u

0‘e仃产.建.‘, leeJ
2Cn

甘

一

韧峪
“答

GLLL
r-V
.七�.l.J

。: L : u 一 。: : ·:〕! :
n 。 (Cl。口 + C : 叮。) + n : 仃。

、、l
产Gae仃

rJ
.

.、,
l

JesC I C
Z

= [ n o n : 〕
L

0

可知在完全广义势能原理
二2 ’中

,

泛函为

0石LL

f
.L飞.lJ

二 J , 一

「(粤: :

J V 、 ‘

答 ·客,
l
一

:
‘

二〕{;;}
· 〔e : ·



蒋 友 谅

一 ,
, 。

)
、: 一

{
。

, · 。、s 一仁(卜
。)

·〔n 。 n : 〕「
C I C-

0 l
]〔:卜

“ ‘5一 ,

E u le r方程为 (3
.
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.

3
。
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为了在用L a g ra n g e乘子法时由变分驻值条件直接解得其乘子
,

这里用逆代入法口’使最

小余能原理的泛函增加 u这一变量
,

即

H “一
J

,

合
〔, 客。答〕〔

C 1 0

0 一 C
s

, r e o 、 r

Jt
。口

少“厂 一J
s

.
“了 [ n · n ·〕L

C x Ci

0 I

(G )

而约束条件增加 (J3
.

5 ) 式
,

这样

叮且外
‘J口H

一
H“+

I
, ‘·

(
〔L: L: 〕(〔

C I C :

0 l

o

})
口

+ .
l
d 厂

+

J
: 。

; ·

(
〔n · n ·〕

l
C z C

:

0 I
JU

一 ,
)
d s +

J
s

.
, · (。一 。)d s (H )

其中L a g r a n g e乘子可由其驻值条件占I7 G 。
= o直接解得

r....�

, IJ

石n

= U ,

= [ n o

(I )
,

(J )

C I C
Z

0 l

于是
,
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,
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六
、

层合板三维理论的广义杂交元模型

1
.

几个假定和积分记号
:

在单元内假定
〔‘’

u 二N q , e 。 = P
.
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其中,为单元节点位移
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为相应的擂值函橄
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为了统一进行分析
,

这里先规定几个积分记号
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,

所以可不计边界项和载荷项
.

另外
,

为 了使泛函只含 u 和 q 。 这两类全局基本变量
,
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.
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.
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,

我们把 (5
.

1) 式改变成便于推导的形

式

二 : 一仁f妾(L
。 u )

T e ,
(L

。 u
) + a忿c r (L

。 u )

J r

“

.l)叨功周周周例邝((伪邝(6伟
+

专
。: c

3 o · + 。: L·。

」
d 厂

把 (L ) 和 (N ) 式代入 (6
.

11) 式
,

并考虑到 (P ) 和 (R )、 (T )式可得

二
。 一粤q f K , + ,

, 。
,

, +

粤,
, ,

。

, + ,
,
w q

一 - . 2 ,
一

1
’

「 一 , 1
’

2
’

由于可由d H 订口p = O得到

p~ 一 H二’(G
。 + W )q

所以把 (V ) 式代入 (N ) 式便得全局连续的单元应力 向量

。a = 一 p
。
H ; ‘(G

, + W )q

把 (V ) 式代入 (U ) 式便得用节点位移表示的单元泛函

H 。 一省, , K : ,

‘

其中单元 刚度矩阵

K : = K 一 (G
,
+ W )

, H :
‘

(G
。
+ W )

3
.

完全广义势 能杂交元

同样略去边界项和载荷项
,

使 (5
.

2) 式变成方便的形式

rr _ f f_ 生
。 : 。 。 _

二 上
。 : e 。 _

二 。定e
.

‘一
_ : ,
、

II J 一

= 1 1 一 二 e 轰‘ 1e o + 石 叮会‘3 叮。一 ‘云‘ 1 LL a U )
J 犷L

“
+ 。: (c , L

·u + L·u )」
d犷



台5 4 蒋 友 谅

把 (乙) 、 (N ) 式代入 (6
.
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