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摘 要

文章采用v o n K a r m a n 基本假设对模面函数为抛物线 (又称喇叭模 ) 的拨制问题设定了运动

许可速度场
,

并经曲线积分与变上限积分得到拨制力的上界解析解
.

关份词 抛物线模 拉拔 曲线积分 解析解

一 日! 雀梦
、 J 口 口二万

对模面 函数为直线 的楔形模拔制问题
,

作者曾在 〔1〕
,

〔2 〕中给出连续速度场的相应解析

方法
.

对喇叭模
,

因模面 函数为抛物线
,

速度场的积分会增加更多困难
,

目前尚未见连续速

度场获得解析解的报道
.

传统方法是抛物线 简化成直线即
“

以弦代弧
”

处理
.

本文主要工作是

对上述问题用直坐标系连续速度场经曲线积分与变上限积分两种手段得到抛物线模拔的上界

解析解
,

积分中对模面函数将不进行
“

以弦代弧
”

简化
.

二
、

模面方程的建立

以抛物线模面进行平面变形拔制如图 1
.

图中弧A B 为抛物线
.

采用著名的v o n 卡尔曼平

断面假设
,

即假定长
,

宽
,

高为主方向
,

拉拔应力沿断

面高向
、

横向均布
,

则图中出 口截面高度B B
’

= h
,

出 口

已知拔制速度为
。。 ,

出 口秒流量 (单位宽度 ) 为
v 、

·

h =

C
,

出 口均布拨制应力为a , , 入口截面高度 AA’ = H ,

入 口速度为如 , 设变形区内距出 口截面为 x 处的截面高

度为h
二 ,

该截面水平速度为
。. ,

按秒流量 相等法则有
。。

·

h = ”二

h
二
= ”H

H 二C (2
.

1 )

(2
.

1) 式中C为单位宽度秒流量
,

在变形内部C 与x 无关
.

取 g 向为变形区高度方向
, x 轴为变形 区水平对称

图 1 橄物线摸拔制

轴
, z 方向为变形区宽度 (垂直纸面) 即不变方向 ; 则变形区内任一截面h

.

的方程为

.

钱伟长推荐
.
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A h
n ,

= n 十一万歹一 X
‘

‘一

(2
.

2 ) 式即模面A B 的方程 , 式中△h = H 一 h
,

为绝对变形量 ,

(2
.

2 )

l为变形区接触面月刀 在水平

方向的投影
.

参照图 1 ,

将 x = o代入 (2
.

2 )
,

得 h.

.

_ 二
, _ _ , _ _ ‘ , . , , _

△h
. ,

= 八, 将 X = l 代入 ‘z
·

艺, 得 h ,

= n + 下
一‘

-

高.l)由0= h 十△h = h 十H 一 h = H , 可见 (2
.

2) 满足出
、

等数学可知
,

方程 (2
.

2 ) 为抛物线方程
.

_

_
_ 、 _ , .

_ 二
二 .

_
.

h
。

入 口高度的匕知条件
·

右令 , = 了

由 (2
.

1) 式并将 (2
.

2) 式代六

速度场的建立

C C

一 ‘
,

一 ”十

各
’

(2
.

1 ) 得
1

2
C

’

IZh + △hx Z

由柯西方程 (又称几何方程 )
, 户二

口”
,

= 一石无
(图 1中‘增量方向与x 轴正向相反

,

此处求导需加

“ 一 ”

号)
,

由 (3
.

1) 并注意到平面变形

口口
,

泞二

= 一 ￡, = 一 丙奋
一

=

21
“
C △h

.

x

(l
“
h + △hx Z

)
’ (3

.

2 )

注意到卡尔曼基本假设
,

其它 厂, = 0
.

由柯西方程并将 (3
.

2) 代入下式

f二 f Z1
2
C△hx

” , 一J
￡, a g 一}一丈j

至万千五石分)
百“y

上式积分得
:

Z1
2
C A h粉

(1
2
h + △h:戈 2

)

{ (3
.

3 )
1

2
C

”,

一 严万千入底
2

将 x = o代入 (3
.

3 ) 的第二 式
,

得
。二

二
C

,

_ , . , _ _ , _ _ 、 ‘t-

一 _ 一
, 。

_

而 一九 , 将 义 = ‘代人 叼3
·

3 少 俐弟一燕仔‘ =

I
Z
C C C

产石千入石产 二
一

飞干入h 二
一

万 = ”” 将y 一 0代入 (3
.

3) 的第一式
,

得
。 ,

= 如 注意到 (3
.

2 )

式满足
’ :

十 “ ,
+ 户

:

= o ,

故 (3
.

2 )
、

(3
.

3)为运动许可应变速度场与速度场
.

四
、

变形力计算公式的推导

由〔3 ]
,

单位宽度塑性变形功率为

, 一 2。

了
。

了弃可
d一

2 “

l
,
户
·

d ·d “

ZI
Z
C A hx

(1
2
h+ △h尤2

)
“ d x
心

r.. ..J
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户....J
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C八hx

下玩千入石乃
豆

注意到 (2
.

2) 式
,

上述积分上限h
,

仍为x 的函数
,

故为变上限积分问题
,

将 (2
.

2 ) 代入上

式并整理
,

w
‘一

峨下羚条
无厂办

一 2“c

{黔杂慧笋生

一 2九C
·

’n “
‘
”+ △”“
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)
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产
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(
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罕)

一 2 *e ln

子
(‘
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(4
.

1 ) 为抛物线模拔制时单位宽度变形 区内部的塑性变形功 率 ,

辛
称为延伸系数

.

由 (3
.

3) 式
,

当x 二 o时
, 。, 二听 这说明沿出 口截面BB’切向 勿 方向) 不 消耗剪切功

率
.

但当尤 ~ I时
,

· ,

一 : 1

籍溉斗
一 了

者掷
.

一 ZC△h夕

IH
Z

(4
.

2) 式表明在入 口截面A A’
, 沿 , 方向速度

” , 今 0 , 故沿 A才 切向消耗剪切功率 ,

A A
’

外侧为刚性 区 (刚性区内
。, = 0)

,

故沿A A
’

切向八
。

一 10 一 ”, } = }一 ” ,
}=

沿月月
‘

单位宽度剪切功率为
:

Z C△hy

IH
恶

(4
.

2 )

注意到

, 于是

_

H
_

~
二 .

r
_ j . _ ,

任
一

万 ZU 八h
_ _

,
_

W一 }
_

么”, 二
’

d s = z R
]

‘ -

万尹厂 , a “

口 . 一

O

H
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书碧
~

睁
’

〕了
-

U

kC
·

Ah
(4

.

3 )

由图 l,

弧面A B与A
,

B
’

为变形 区上
、

下接触面
,

切向速度为。
一人/ c o s a ,

如图2 ,

注意到模面不动
,

其上作 用有摩擦力
r , ~ 。寿

.

沿圆弧 A B

故沿A B 切向速度不连续量为 么。
.
= }0 一

。‘}= }。
.

! = ‘ / c o s“于是对单位宽度上
、

下接触面消耗摩擦功率的总和为
:

‘
了一 ,

1
. , , “”·d ·

t’A B

一
1 ‘

’

}”‘ .“ ,

~ 0

(4
.

4 )
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由高等数学可知上述积分为沿抛物线戈办勺曲线积分
,

其中。
: 一

。:
+ ” ;

(巡迎
-

、
、 d 义 Z 由 (3

.

3 ) 式
,

h
-

当夕= 厄一 =
l
“
h + A hx Z

21
2 时

,

C△hx

如 = 一 了味千五石又
泛 (4

.

4 )

h
.

一 _

田 (2
.

2 少令y =
一

才
,

士是
‘

UUUUU“““““““““““““
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”

、、
-
止之 九九

了了了了了了了了了了了了了了了 沙沙沙沙沙尸忙一一
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.
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2
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—

一

—
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△h

·

X

l
2 (a ) 日 2扭面AB切雄方向油魔

d : 一

户
+

(半)
厂dx

(b )

将 (3
.

1 )
、

(4
.

1 )与 (4
.

4 )
‘

式代入曲线积分 (s 一 。时
, 二一。, : 一

分时二一 z)

好
一

一 ,
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. O
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衬
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一
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丁
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里
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C
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户
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一 Z tn “

{
l
“
C

1
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d X 十 Z m “
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-

C△h
“x Z

才
4
h不1

2

入几无
2 (A )

由数学手册
二‘’,

上式第一项积分参照下式

几乒、
一

dx 一

沁
a r c ‘g

(侧勺 (
a > o , c > o)

注意到△h > 。,
I
“
h> 0 ,

故第一项积分结果为
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l
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I
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Z
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叙
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r,l.J‘aC x Z

.

—
万 丁 a X

J O X
一

十 c

X d x
二二二 . . . . . .

一a a x Z + c

原式第二项积分为
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、

下接 触面单位宽度摩擦功率解析解
.

对 (4
.

4) 也可按
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上式恰恰验证了所设速度场的合理性 (满足体 积不变 条件)
.

将 (a)
‘

与 (3
.

3) 代入 前式

‘
, 一 Z m “
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l
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.
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·
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·
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, ,
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6) 式 即本文以变上限积分与曲线积分得到的模面为抛物线时拉拔应力的上界解析解
.

该

解表明拉拔应力为屈服切应力 k
,

常摩擦因子 。 ,

延伸 系数H /h
,

与绝对加工量 △h 及模 面

水平投影l的函数
.

常数k 由实验测定
,

常摩擦因子。由实验测定或建议用下式
屯7 ,

,

「 1 1
_ , 、 , 、

门
m = J L

’十飞 户
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.

7 )

式中f为滑动摩擦系数 , I为接触弧面水平 投 影
,
万二 H 十 h

2

五
、

极限道次加工率

当a , = 2怠时
,

即达到极 限拉拔应力
,

按此
,
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.
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定
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1
.

模面为抛物线 的平面变形拉拔问题
,

直角坐标运动许可速度 场 满 足本文 (3
.

2 )
、

(3
.

3 )式
,

上述速度场由 (d)
‘

式验证满足体积不变条件
.

2
.

按上述速度场经变上限积分与曲线积分可得到变形力的上界解析解
,

该解表明拉拔

了了
‘ ,

~
, 二 。 ~ 业

, -

应力 a, 为k, m ,

备气 △h及l的函数
.

按本文解析解 (4
.

动 式确定极限道次加工率的计算式满足本文 (5
.

1) 式

本文 (4
.

6 )
,

(5
.

1) 式可供喇叭模拉拔确定变形力与工艺设计参数时参考

本文摩擦功率的积分方法可供曲线模挤压
、

拉拔确定摩擦功率时参考
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