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摘 要

本文利用 P oi nc ar ‘形式研究了一个保守完整动力系统的积分不变量
.

对异步变分引人了新

的参数
,

给出了P o in e a r 己和P o i n e a r 亡一C a r t a n 积分不变量的一个推广
.

关盆词 分析力学 完整动力系统 积分不变量 同步变分 异步变分

一
、

引 言

考虑一个具有
。
个自由度的完整动力系统

,

其任意时刻 t 的位形由一组变 量 x ,
(P = 1 ,

2 ,

⋯
,

n) 确定
.

设系统的实 (虚) 位移由独立的 P oi n ca r ‘参数 冲,
(。,) 表示

,

且任意函数

G (x
, ,

t) 的变分d G (dG )由下式定义

d G = [X
o
G + , , X 一G 〕d t (d G = 。

一

X
,
G )

(P = 1 , 2 ,

⋯
, n ) (1

.

1 )

其中
,

X
。 ,

X ,
为无穷小位移算子

,

由下式定义

X
。
一

潺
+ ‘; (一) 。

星
, ,

X
,
一‘, ‘二 , 。

氮 (1
.

2 )

这里
,

重复指标按通常习惯表示求和
,

并且在以下讨论中
,

对于 脚 标 P
, q , r , ; = l , 2 ,

一
, n 和几

, 拼 , , 二 o , 1 , 2 ,

⋯
, n均遵守这一惯例

.

无穷小位移算子 X
。,

X , 满足如下变换关系

(X
。 ,

X ,
) = C 恶

, X 。 ,

(X , ,

X 。)二 C石
。X

,

(1
.

3 )

其中
,

C 君
, ,

C石。由 x 和时间 t 决定
,

并构成一个闭集
.

由于系统是完 整的
,

由d 乙一 d d可 导出如下形式的实位移参数的变分 6叮
, 仁’“’

占刀-

器
+ C ‘

, 。· + C
d 。

刁. 口- (1
.

4 )

d
,

A le m be r 七
一
L a g ra n g e原理动力系统的一般方程由〔9 〕给出为

:

兰竺 一 C
口刀-

0 L dL

佘
一 C “两蒜

一X, 9
口L

。一= 0 (1
.

5 )

其中
,

L (, , ,
x , ,

t) 为系统的 L a g ra n g e 函数
.

,

钱伟长推荐
。

本文原文为英文
,

由杨砚译为中文
.

吴承平校
.
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由 (l
.

4 )并考虑到 (1
.

3 )
,

可以很容易地建立如下形式的H a m il七。n 原理
〔‘“’

。

J::
““‘一

J::
“L “,

一
‘,

! , 一 “

一
‘,

:

,
(1

.

6 )

鉴于虚位移参数。, 的独立性
,

由 (l
.

e) 及 (1
.

4 )可导出 P oi n ca r ‘方程

一 C
口L

, 口叮
。

一 C :
, , !

歇
一 X

,
: 一。

(1
.

7 )礼
.

娜d
.

df

由关系式

刀, ~ 口L / 口, , (1
.

8 )

引入变量 , ,
(P = 1 , 2 ,

⋯
, n

)
,

并由

H (x
, , 夕一 , 才) = , 一刀, 一 L (x

一, 刀一 , t) (1
.

9 )

定义 H a m il to n 函数
.

其中价是 二 , , 和时间 t 的函数
.

变分方程 (1
.

e) 连同 (1
.

4 )和 (1
.

5) 导

出标准形式的运动方程
二“’

刀, == 口L / 口g 一
,

夕, = 一 X 一
H + C吕, , 。 + C 二一, 。v,

(x
.

x o )

这些方程须由如下方程补充
:

毖, = X
o x ,

+ 甘。X o x ,
(1

.

1 1 )

(1
.

1 1) 是 (1
.

1) 取G = 介而得到的
.

字母顶上的点
“

·
”

表示对时间 t 的导数
.

积分不变量在力学研 究中起着重要的作用
,

它是分析动力学研究的 基 础
〔“’.

文 〔3
, 5 ,

6 , 7 〕从不同角度对各种动力系统讨论 了积分 不变量
.

下面
,

我们将从微分方程的P oi n ca r 。

理论的观点
,

对一组变量研究积分不变量
: ‘2 ’,

获得保守完 整动力系统Poi n C ar 乙一Car ta n 和

P oi n ca r e 线性积分不变量的一个推广
.

该动力 系统的运动由 P oi n ca r 。一H a m il 切 n 系统

P
一

H 系统) 方程 (1
.

1 0) 及 (1
.

1 1) 确定
.

二
、

同步变分和异步变分

设确定完整系统位形 的
, 。
个关于时间 t 的函数

x ,
= x ,

(t ) (夕= 1 , 2 ,

⋯
, n

) (2
.

1)

定义系统的实际轨迹
,

并无限接近邻曲线

x 梦(t) = x ,

(t) + d x ,

(2
.

2 )

的实际轨迹
,

而任一阂
”

构形与约束相一致
.

(2
.

2 )中的变分dx’为时间 t 的任意可微 函 数
,

是变量 x , 的变分
.

借助较一般的变分法
,

用变量 x ,

(t) 定义在实 际 (实 ) 运动中系统 的位 形
.

井由函 数

片 (t十 △t) 确定在各种运动中
,

系统无限接近的位形
.

微分
X
蓄(才)一 x ,

(t) ~ d x ,
(2

.

3 )

是变量 X , 的同步 (同时的或同时发生的) 变分
,

用符号d表示
.

计及一阶小量
,

有
x
贯(t + △t) = %公(t) + 毖贯At = x ,

(t) + d x , + 云一△t (2
.

4 )

从而

二贯(t + △t)一 x ,
(t) = △x , 二 d x , + 毖一△t (2

.

5 )

由 以上关系式定义变量 x ,

的异步变分
,

用符号么表示
.

它可用于x 和时间的任意函数F :

△F ~ dF 十户么t (2
.

6 )

当F 。 云, 时
,

有
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A士, = 己分, + 公一A t二 d (占x
一
)/ d t + 公

一△* (2
.

7 )

在关系式 (2
.

5 )中
,

At 为时间 t 的任意函数
,

该函数无穷小
,

并且可微
.

因此

(△尸 )
‘

= (d尸 )
’

+ 户△t + 户d (△, )/ d t (2
.

5 )

所 以

d (A x 一)/ d t = d (乙x
一
)/ d t + 公一A才+ 分一d (A t)/ d t (2

.

9)

因此
,

对于 x 和时间 t 的任意函数
, ‘
己

’

和
‘
d

’

可交换
,

而
‘
么

’

和
‘
d

’

不可交换
.

但应注意

到
,

对于独立变量t ,

关系式 d (玺) = 八 (dt )总是成立的
.

此外
,

分别对(2
.

3 )和 (2
.

5)取△和

手 变分
,

并代换所得结果
,

可导出d和△是可以互相 交换的
.

现在
,

我们把这些结果转换为 P oi n ca r 。 形式
.

为此
,

在 (2
.

6 )中
,

我们取 F = G
,

并

利用 (1
.

1) 给出 的G 和 dG
,

得

么G = (△T )X
o
G + (。

, + 亏一△t)X , G (2
.

10 )

为了使符号统一
,

记 x 。
一 t , , 。 = 毖。二 1 ,

并考虑 (n + l) 个变量 x 。 , x : ,

⋯
, x 。

的空 间
,

定义无穷小位移算子的关系式 (1
.

2 )
,

可用简单的形式写为

口
人

,
’互二百杯 , ‘石= l , 互; 一 U 又“

, , 一 U , l , z , “
‘

, ”) (2
.

1 1 )

我们记

。 。
= A

,
八x 。

= △t = 幻
。

(2
.

1 2 )

并 由关系式
‘’

。
,
= 。

, + 叮,
。

。

(2
.

1 5 )

引进与异步变分对应的新参数
,

利用 (2
.

10) 、 (2
.

1 3 )
,

(1
.

1) 式可写为如下形式
:

d G = [叮
,

X
,
G ] d t ,

(△G = 口
,

X
,
G ) (2

.

1 4 )

其中参数口
,
(“= 0 , l , 2 ,

一
,

n) 设为C
Z

类函数
.

在 (2
.

e) 式中
,

如果令F = 补
,

可得到

△刀, ~ d刀, + 力一口
。

(2 一 5 )

其 中
,

占, ,
(已由 (1. 4 )式给出)和八仍为实位移参数的同步和异步变分

.

为了得 到 异 步 变 分

(1
.

4 )形式的变换关系
,

我们将最后结果代入 (1
.

4 )式
,

并利用关系式 (2
.

3 )得
△。一户

, 一 : 一心
。+ e 名

, 。。。
, + e 名。。。

(2
.

re)

上式即为用可能位移的新参数甜表示的实位移参数的异步变 分 △刃, .

下面
,

我们将应用这些

结果来得出所需的推广
.

我们知道
口‘“’,

对完整动力 系统
,

d
一

变分和积分过程可互换
,

而由上述分析
,

运算
‘
△

’

和

微分
‘
d

’

的不可 交换性又意味着运算
‘
么

’

和积分 的不可 交换性
.

具体来说
,

甚至通常对 完 整

系统
,

哎
( ,
dt’J△( )d 才 (2

.

1 7 )

现在我们证明如下引理
:

引理 设J为一个由积分
, 一

买
fd ‘

(2
.

18 )

定义的函数
,

其中f是分量 刁, , x ,

的任意函数
,

也可能是 时间 t 的任意函数
,

则函数 J的异步

变分△J 由下式给出
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△‘一

《jdt 一

叮(
△‘+ ‘

一

吴
一

呻
‘

证明 为证明这一结论
,

根据 (2
.

6 )的定义
,

我们取变量 x’和时间 ,的函数 J
,

(2
.

1 9)

进行么
一

变

分得

或

△‘一△

J:
了d ‘一“ + j“

。

A

买
fd , 一“

丈
fd 才十了

j:
。

。

(2
.

2 0 )

其中
,

盯是J 的同步变分
.

现在考察
「t

, .

ft
。 , J

_
、 ,

ft
, 。 , 、 二 f才 z d f _ 、 二

l △fd 才= l (占f + f口
n

)d t ~ l (占f )d t + 1 1
一

竺盛 口
。

ld t

J一
J 一

’

一 J
. ‘一 J ’ J 一

u , 一
’

J
。 ‘一 J ‘ 一

” J
.
、 d t

“ 一

u, 一
’

由分部积分
,

得
尸

‘ , ,
.

rt
。 , ,

_

,

i亡 。 ft
,

d
,

。
、 ,

l △了dt = l 占了dt 十了{ 口
。一 毛工牛

一 ‘习
。

)d t
J
。 一‘ 一

’

一 J
。 一‘ 一

”
‘

一
“

J
。

“
t 、- -

一
由于手运算和积分的可交换性

,

从(2
.

2 1) 和 (2
.

2 0) 可导出所需的结果 (2
.

1的
.

(2
.

2 1 )

三
、

广义 P o in e a r色一C a rta n 积分不变量

在这一节
,

我们将通过P oi n ca
r 亡参数来探讨保守完 整动力系统的积分不变量

,

该系 统

由 L a g r a n g e 函数L (x , , 刀, ,

t) 表示
,

其运动由方程 (1
.

1 0) 与 (1
.

1 1) 的PH
一

系统决定
.

考虑 系统沿着尸
, 和尸

:

两点 间的实 (实际的) 轨迹运动
,
尸:和尸

:

两点分别对 应 时 间 t 的

初始时刻 才: 和终止时刻 t:
.

我们假设由△
一

变分确定不同的路径
,

该变分在运动的初始时刻和

终止时刻
,

不仅坐标不相同而且时间 t 也不相同
.

我们定义作用

l)将
“一

亡
L dt

其积分上限和下限随时间而变
.

设 L a g ra n g e 函数已定义
,

(3
.

1) 式写为如下形式

(3

并对所有自变量是连续的
.

: 一

买
’
L d , 一

买
’
L d ,

若按照 (2
.

1 4 )进行△
一

变分
,

并利用引理 (2
.

1 5) 及了= L
,

由于函数L的连续 性
,

则最 终

结果可设为

“ 一

户
△“十动

。

, dt
(3

.

2 )

应用公式 (2
.

1 4 )和 (2
.

1 5 )
,

我们得
。

。 「t
: f 口L

, 。 .

一
、

.

~
, , ,

.

二

六 1
,

.

△。 一J
, :

L而
一

气“, , + ”, ‘咨。) + ‘才, 人 , L 十 乙 乙‘。

J
“‘

鉴于 (1
.

4 )
,

上式变为

。: 一

J:: (益
‘, 十乙户

。

)
dt

产
, 「~

, 二 二

口L 1
.

0
.

。
‘

.

。
‘

、1
,

+ J
, :

L
‘沙, 人 , 乙 + 。, ,

气”
, ‘甘。 + 七”。 , + “

, , , “·

)J
“‘
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对最终结果右边部分的第一积分进行分部积分
,

并应用关系式 (2
.

1 3 )
,

我们求得

口L
.

~
- 石二 + 各而
口叮,

d L

d t
卫由

,Q)AS 一

益
一

助以
“一‘

箫)J
~

, , ,

aL ,
。

~ ~
,

~
‘

、 1 二

一“
声人 声乙一

万二
~

气力神才
。+ 七 石

, 。 一 + 七 菠刃 叮。
,

Ild t

U ,I , 、 y J
(3

.

3 )

考虑到关系式 (1
.

5)
、

(1
.

的及 (2
.

1 3 )
,

该式简化为
““一沥易 一

朋
。

,
{:

一

J::(
一

二益
一 C : ,

器
一 C ‘办器

一‘ ,

习
“

对于系统的实际运动
,

由方程 (1
.

7 )的有效性
,

△S 一 (。
, 口, 一

朋
。

)1
‘’

其中H a m ilt o n 函数H
,

可以写成更简洁的形式

△S = , ,
口

,

. tl

沿系统的实际轨迹求解
.

函数S 的变分△S 可表示为
:

(3
.

4 )

如用 一 g 。

表示
,

则函数S 的异步变分△S
,

(拌 = 0 , 1 , 2 ,

⋯
, n ) (3

.

5 )
. 红

在公式 (2
.

1 4 )中
,

如果取G = x
, ,

可得

△x
,

= 口, X
, x ,

(拼
, v = 0 , l , 2 ,

⋯
,

的

借助 (2
.

10)
,

我们很容易看出月
, 是△火

,

的线性组合
,

即

口
,
= 亡户△x.

(3
.

6 )

(3
.

7 )

这里 l粼 (介) 11是矩 阵日鱿 (x
:
) l的逆 阵

.

△S 一 , : △x
,

1
‘’

鉴于式 (3
.

6 )和 (3
.

7 )
,

变分方程 (3
.

5 )变为

. t皿

其中
,

此 = 亡:外
.

方程 (3
.

5) 以简单的形式给 出 了 在 (2。 + l) 个变量 (x 1 ,

(3
.

8 )

·

” , x 。 ; y l ,

头 , f) 的扩充相空 间中
,

函数S 的变分
.

该式可应用于这种类型的任何函数
.

现在我们讨论在该空 间中
,

由 (2n + l) 个变量 (x l ,

⋯
,

八 , 刀1 ,

⋯
,

巩 , t) 确定其 构 形

的系统的运动
.

注意到在初始时刻 t , ,

对应于对口, 不同的初始值
,

可获得一个初始点集
.

通

过每一点又可导出满足条件(3
.

5 )的适当实路径
,

并给出末时刻 t : 各实路径末端的终点集的

增长
.

如果初始点集构成一个闭曲线C l ,

那么相应地终点集也将构成一个闭曲 线 C
: ,

给出

管状实轨迹
.

于是 (3
.

5 )沿着从C :到C
:

的闭由线C (即C l上的初始点在任意时刻 t 的轨迹) 积分
,

得

。一

步
。△s 一

手
。

{(
。

,

“
,

)
{::}

一

手
。 〔。, “ , 一“‘“‘〕

式中
,

弱
, y吞

,
日毛

,
习毛分别是g 和习在时刻 tl和时刻 tZ的值

.

由于运动的连续性
,

最 终结 果

可写为

中
。 : 。,

“
,

一

手
。 Zy

,

。
·

由上式导出沿闭围道C的积分

‘一

手
。
(* 岛 一H “

。

,

该积分在系统变形的任意位移时
,

保留不变量
.

这样我们巳证明了如下定理
:

定理1 沿任意闭曲线C 的线积分

I一

手
。
‘。

, “, 一 H “
。

,
(3

.

9)

在由方程 (1
.

1 0) 与(l
‘

1 1) 所共同确定的保守完整动力系统运动的实轨迹管路曲纤
_

C芳生任意
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变形的情况下
,

保留不变量
.

我们注意到
,

积分 (3
.

9 )是P oi n c a r ‘一C a rt a n 积分不变量的广义形式
.

由于这些积分的

不变性
,

可导出它们 与H am il to n 系统的关系
,

所以这些积分在分析动力学的研 究中是十分

重要的
.

四
、

H a m ilto n 系统与 P o in e a r6 一C a rta n 积分不变量

在下文中
,

我们将讨论积分 (3
.

的的不变量性质的重要性
,

证明在上节建立定理的 逆 定

理
.

值得一提 的是我们省却了繁琐的参数符号
,

并应用在第二节中得出的异步变分的性质
.

现在
,

我们考虑在变量 (x
, , , , ,

约的相空 间中
,

动力系统 的运动
.

假设广义 P oi n ca r 。-

C ar ta n 积分相 对于系统的实轨迹管路是不变的
,

该系统的运动由如下方程确定

刀, = 势,
(x

。 , , q , 才) (4 一 )

夕, = 价
,
(x

。 , g 。 , t) (4
.

2 )

其 中叻
, 和功

,
为巳知任意函数

.

根据 (2
.

1 4 )
,

沿实轨迹管路积分 (3
.

9 )的不变性
,

意味着

d l = 0 (4
.

3 )

由运动方程 (4
.

1) 、 (4
.

2 )
,

有
。一 d

手
。
(。

, “一 H “
。

,

一

手
口
‘d y

, “ , 十 y , d “一 dH “
。 一H ““

。

,

考虑关系式 (2
.

le) 后
,

整理上式各项
,

调整重复指标
,

上 式成为
”一

手
〔‘d 。, 一 (C ‘

,。,

一 C :
,。,。,

)d , ,“ , + (。
, △。, )、才

十 , , , , d 口
。一口

。
d H 一H d习

。

」

由关系式d( △t) 一 A (dt )和 (2
.

1 2 )
,

有

H d口
。
二H d (At ) = H △(dt ) = △(H dt ) 一 △H d t

和

外 , 一d口
。
= 夕,叮, d (△t) = , ,刀, △(d t) = A (夕

, 叮, d t) 一△(, , 专,
)d 尹

将以上两结果代入 (4
.

4 )中
,

并将获得的结果化简
,

可得

(夺 4 )

o 一

中
。

l
‘d 。! + (X

,
H 一 C :

, , 。一 C ; , 。。。
,

)d , }。,

+ ‘一 d H + ‘X
O

H 一 C ‘, , , 。。, d ‘}“
。 +

{喋
一 “,

)
d ‘

}
△。

小步
。△、(。

, 。,
一H )J才,

由于运动用完全任意的闭曲线C描述
,

故最后的积分等于零
.

考虑到 (4
.

1) 、 (4
.

2 )
,

得

。一

中
。〔(,

, + X
,

H 一 C 。
, 。, 一 C : , 。。。·

)“, +

喋
一 ,

,)
△。, + ‘一“ + X

O

H 一 c ,
, , ,。,

, “
。

〕d ‘

为了使方程 (4
.

1) 、 (4
.

2 )对任意口
。 ,

口 ,和△头总 能满足异步变分
,

那么它们每一个的系

数都必须为零
.

即
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0 H
朽 = 刁玩

, 功
,
= 一 X ,

H + C 吕
, 夕, + C 二

, 叮。,
r

(4
.

5 )

一片 = 一 X
。

H 十 C吕
, 叮, y , , 一 日H

口t
一雪名(

x 。

) + C 恶
,冲一脚 (4

.

6 )

上式的最后结果
,

利用了 (1
.

2 )式
.

重要的是应注意
,

确定系统位形的一组 变量 x ; , x : ,

⋯
, x ” ,

受 以下形式的完整关系约

束
“‘二 u ‘

(x
一 , t ) (4

.

7 )

其 中
。,
(i = l , 2 ,

⋯
, n

)是L a g r a n g e坐标
,

实位移参数, ,
由非齐次关系 , ,

定义
:

粉, 一A
一。分, + A 一。

(4
.

8 )

其中
,

系数A , q和A , 。

取决于
x 和时间 t

.

如 〔l] 所论
,

显而 易见鱿由以下关系给出

“ 二 一 A , 。占雾(x
一 , t) (4

.

9 )

这里
,

鱿(x.
,

f) 为矩阵 IA
, 。
日的逆

.

根据以上分析
,

可 以得出
,

保守完整动力系统的H a m ilt o n 函数不总是等于总能量
.

从

关系式 (4
.

6 )可看出
,

由于在变换方程 (4
.

7 )及关系式 (4
.

9 )中时间的显式存在
,

显然
,

系统的

Lag ra n
ge 函数及H a m ll to n 函数都包含时间 t

.

因此
,

H a m il t o n 函数H 不是系统运动的常

量
.

为了使H a m ilt o n 函数H 成为一个恒定能量
,

需要以下条件
:

a
.

关系式 (4
.

7) 必须不显含时间 t
.

b
.

关系式 (4
.

5) 必须是齐次的
r’2〕,

并且系数A , 。必须仅是 x ,
的函数

,

就是说绍也 与 时 间

无关
,

并且对所有的P

A , 。. 0 (4
.

10 )

在上述条件下
,

我们可得

0
, , , , 、 _

。
汤 , r

互芯= O , 人 “ = 一汐t
一 ,

叹人
。 , 人 ,) 一 U “ 七 石, 人 “ (4

.

1 1)

即是所有的C 吕。为零
.

于是
,

由关系式 (4
.

e) 可得出
,

只要满足条件 (a) 和 (b)
,

H a m il to n 函数就是保守完整

系统运动的恒量
.

上述讨论可总结为如下定理
:

定理2 如果沿实轨迹管路任意闭 曲线C变形下线积分 (3
.

9 )不变
,

只要关系式 (4
.

10) 和

(4
.

1 1 )成立
,

那么
,

保守的完整系统的运动即由P o in e a r ‘一

H a m ilto n方程 (1
.

10 )和 (1
.

1 1)

共同确定
。

值得 注意的是
:
定理 1 和定理 2 提供了积分不变量理论与 H a m il t o n 系统理论相结合

的必要和充分条件
.

如〔2
, 1 4〕所说

,

在分析动力学 中
,

在为H a m ilto n 动力学提供又一 基

础的意义上
,

这些积分是非常重要的
.

五
、

Poi n ca r6 线性积分不变量的推广

现在
,

如上节建立结果的特殊情况一样
,

着手进行著名的P oi n C ar ‘定理
〔‘”的推广

.

为

了达 到此 目的
,

我们假设在研究中的变分是同步 的
,

就是说口
。
= △t三。

.

根据 (2
.

1 3) 和 (2
.

1 5 )
,

得出口
, 二巧和△刀

, = 助
, .

从而△班 d
,

所以 d 乙= 。d 成立
.

在该条件下
,

我们可职重亲
‘

陈述定
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理 1 如下
:

定理 3 沿由系统的同 时状态组成的任何闭 曲线C 的线积分

I : 一币
_

, , 。 ,

J O

不随保守完整动力系统的实轨迹管路曲线的变形而变化
,

程 (1
.

10 )与 (1
.

1 1)所描述
.

(5
.

1 )

该 系统由P o in e a r 。一H a m ilt o n 方

定理的证明与第三节和第四节所讨论的方法类似
,

并且不需要第二节 中 的 引 理
.

积分

(5
.

1) 的不变量可在 2 。 个变量 (x
, ,

外)的相空间运动的动力系统的同时状态下获得
.

同时还

要用到 以下条件 ; 与关系式 (2
.

1 7 )相反
,
占
一

运算和积分可相互交换
,

并且关系式 (l
.

1 4 )成立
.

根据同步变分 的条件
,

我们 可得到定理 3 的逆定理如下
:

定理 4 如果 (5
.

1) 给出的线积分 1 1 ,

在保守完整动力系统的同时状态下构成的沿实轨迹

管路的任何闭 曲线C任意变形时
,

保 留不变量
,

只要关系式 (4
.

10) 和 (4
.

1 1) 成立
,

那么系统

的运动即由P o in c a r 卜H a m ilt o n 方程 (1
.

10 )与 (1
.

1 1)确定
.

为了说明以上四个定理中表述的结果的重要性
,

作为定理的特殊情况
,

我们给出一些熟

知的结果
.

( i )假设所有的 x 均为L a g ra n g e坐标
,

并且刀是广义速度
.

在此情况下
,

关系式 (2
.

3)

可简化为V uj a n o vi c 在〔1 3〕中所给结果
,

同时X ,
变为口/0 x , ,

从而所有的 C 弓
, 和 C石

。
均为零

.

由此导出 T 与C a n tm a e h e r ,

p a r s和W h itta k e r在 〔8 」
,

[ 1 1 ]和 [ 1 4 ]中所给的相同结果
.

此

外
,

关系式 (2 1 3 )也变为 V u ja n o v ic 在〔1 3〕中所给出的关系式
.

(ii )如果这组变量是拟变量 (非完整坐标) “ ,

那么
, 刀就成为不可积的广义速度线性组

合
,

因而 X ,
取为a闷二一形式

,

且所有的C石
,
取为 H a m e l

一
B o l七z m a n n 三指标的形式? 二

。 .

这

时
,

本文定理又包括 了D o b r o n ra v o v e在〔6」中所给出的结果
.
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