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摘 要

文献【2、‘」提出了一种用于瞬态波的自适应开路边条件(A O B C )
.

克服了巳有的 开路边条件

(O B C )应用范围狭窄的困难
.

可以适用于来波入射角在任意范围内变化的情况
.

本文则是以 其中

的一阶A O B C为基础
,

构造了一类新的高阶 A O BC
.

并证明在所有同阶O B C中
.

只有这类A O BC

才具有最高阶精度
,

而所有其它同阶的 0 BC 内精度都要比它低
.

关傲词 自适应 开路边条件 最佳精度

一 己l 生当
.

、 J . r 斗

在数值求解无限域中的物理问题时
,

人们需要适当选取人为边界
,

将无限域截断成一个

有限的计算区域
.

这里的关键是如何在人为边界上给定一个合适的边条件
,

即开路边条件
.

正如G iv ol i所指出的
,

构造 O B C
,

通常有
“

连续式
”

和
“

离散式
”

两类
.

当前所提供的各

类O B C主要是连续式的
.

而连续式 又可分为
“

局 部式
”

和
“

非局部式
”

两种
〔‘几 .

局部式由于只

含微分运算和代数运算
,

在离散时只需将一点和其在时
、

空两方面邻近的点联系在一起
,

因

而比较简单方便
,

计算量也较小
.

但已有的一些局部式的一个最主要 的 问 题 是使用范围狭

窄
,

只在一些固定的入射角附近才有效
,

因而在人为边界上的某些局部有较高的精度
,

而在

另一些局部则精度相当差
.

非局部式则含有沿整个边界乃至过去全部时间过程的祝分运算
,

从而把总体效应包含了进去
,

常可减轻乃至避免局部式的不足
.

但非局部式会将整个边界乃

至边界附近的点连在一起
,

还可能要求保留边界附近整个时间过程中的资料
,

因而增加了计

算的困难和工作量
,

使用起来并不方便
,

这是其不足
.

如何发挥这两类 0 B C 的 长处
,

克服

其不足
,

就成为瞬态波O B C研究中的一个十分重要的课题
.

文献阵、 4〕提出的自适应开路边条件 (A O B C )
,

在克服已有各类O B C 的不足方面取得

了良好的效果
.

A O B C 虽是局部式的
,

但由于在不同的边界点上采用了
“

局部瞬时等价波方

向
” ,

因而可在整个人为边界上保持有效
〔2 一“二 .

本文则在此基础上
,

以文献〔2 」给 出 的一阶

A O B C为基础
,

构造了一类高阶A O B C
, ,宁从理论上证明

,

在所有同阶O B C中
,

只 有 这类

A O B C才具有最高阶精度
,

而 同阶的任何其它形式的O B C
,

其精度都要 比它低
.

.
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.
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值得指出的是
,

这类 A O B C 的另外的十分突出的优点在于
:
它们很容易推广到 三 维问

题中去 , 而它们在各种曲线坐标系下的形式也不难得到 , 同时
,

只要引入
“

局部 瞬 时等价波

速
”

的概念
,

这类A O B C就可 以推广应用于色散波
.

关于这些问题
,

将在 另 文中再作详细讨

论
。

二
、

A O B C 的基本思想

为了方便起见
,

我们 以人为边界的外法向”和切 向 T 为两个坐标轴方向
,

建立直角坐标

系
,

相应的坐标 以
n 和 r

表示
.

这时
,

对于二维二阶常系数波动方程

穿
一

cz(穿
十

会)
一“

(2
.

1)

对于外行波
,

有如下一般形式的解
:

* (
一

‘, 一

价
(·

, · ,
, ; · ,

K )d
·d K

(2
.

2 )

j(
n , : , t ; s ,

K )= A (
; ,

K )e x p [iK (斌丁二云
Z n + ; r 一 c t) ] (2

.

3 )

}s }《 l , c一。/ K (2
.

4 )

E n g q u is七和M ajd a将 (l 一 : 2

)
‘/ “

在 s一 0处作 T a y lo r 展开
,

在分别略掉O (
5 2

)和 O (
5 4

)后
,

得到了相应的一阶和二阶O B C 〔。二 .

由于
: 一 o相应于波对人为边界是垂直入射

,

故这些O B C

只在波近于垂直入射时才能给出满意的结果
.

1 9 8 4年
,

文献〔2 〕提出了一种 A O B C
.

首先
,

作者引入了一个局部瞬时等价 波方 向
,

或者说局部主波方向 (k
. ,

k
,

)
, ,

并给出了如下的一阶A O B C :

餐
十 ·

(
k

.

需
+ “

·

豁)
一 。

在人为边界附近
,

将波看作是局部瞬时平面外行波
,

(2
.

5 )

由计算点及其邻近点在过去时刻 已

求得之甲值
,

可以给出介
, ,

并有

k
一
= (一 k李)”

2

> 0 (2
.

6 )

后来
,

作者 又进一步提出了构造 A O B C 的一般方法
.

其基本 思 想是 将 E n g q ui 时和

M a jd a方法作改进
,

将 (l 一
: 2
)
‘/ “

由在
s ~ o处改为在

; ~ k
,

处作T a y lo r展开
,

有“
, :

(z 一
5 2

)
‘产z

= k一 k
,

△s / k
, 一 △; 2

/ Zk言一 吞
,

△; 8

/ Zk言

一 △; 4

(一+ 4 k李)/ sk二+ O (△
s‘

/ k咨) (2
.

7 )

其中

么s = ; 一 存
,

(2
.

8 )

利用 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )和 (2
.

7 )等式
,

可得
:

岔
一

+ ·

(
*

,

器
+ *

,

留)一
‘

JJ
·K
I箫

+ O

叮)」‘
d ·“K

(2
.

9 )

在上式中
,

在略掉O (么扩/公 )后
,

即可得到 (2
.

5 )式
,

即 (2
.

5 )式具有二阶误差
.

同样地
,

利用上述三式
,

在略掉O (△扩 /鱿 )后
,

则可得到二阶A O B C

(*卜、: / 2 )
令

+ ·

(
、:

一寿寻
、 c Z

口
2 甲 。

. — 不
石 ‘二二二 V

/ 2 口r ‘ (2
.

1 0 )脚
.

脉
切

.

知口
一

己

应该强调指出的是
,

以上这些建立A O B C 的基本思想
,

主要是由陈耀松教授提出的
。

对于 (2
.

10) 式
,

作者又进一步指出
,

k砰口从应满足 下列限制条件
〔“〕:
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l)幻幻
1且..几,几仁仁仁k言一 k委/ 2 > o

.

k忿笋 k恋

为了求得 k
, ,

在每个边界点上
,

可以近似认为波是局部平面外行波
,

即应有

切 (。
, 二 , *) ~ f (k

一n + 秃
, : 一 c t)= f(

。)

一
。
,

/

(
。)

,

瓮
一 *

.

2
/

(
·
)

,

寰
一“

·

,
,

(。)

~ 秃: f
“

(
。
)

, 穿
一“,‘

“

‘“ ,
’

口
2切

口f
Z

= c Z

f
“

(
。
)

豁晋

口
1甲

口to n

(2 一 4 )

= 一 ck
一

j
“

(
“
)

,
d

Z切

口t口丁
= 一 c k

,

f
“

(
“
) }

由此可取
【7二

*
, :

一
。19 。

愕)
一

豁/ l漂 )
’ +

漂
一

)
’

}
“ ’

“

一
‘g n

澄)蛊 / [(念 )
2 十

(器 )
2

」
“ 2

(2 一 5 )

(2
.

1 6 )

k
,
= (1 一 a )k

, ; + a k
r : o《 a ( l (2

.

17 )

其中 a 是一个适当选定的常数
.

在数值求解过程中
,

可利用边界点和其 邻近点上已求得之甲值
,

按上式给定 k
,

和k
。 .

由

于 (k
. ,
寿

,

)
r
只是

“

理想的
”

等价波方向的一个近似
,

是各 A O B C中
“

适 当选定
”

的系数
,

故

(2
.

1 5 )和 (2
.

le) 等式只是给出了一个近似选取的方法
,

并不要求具有
“

精确的
”

数学含意
.

在

进行新的一个时间层的计算时
,

可由过去时刻已求得的甲值
.

将此时的k
,

和 寿
。

事先给定
.

这

就是说
,

对于 A O B C
,

原则上应将它们看作是变系数线性方程
,

而 不要看作是非线性方程
.

下面举例说明在差分法中k
,

的确定
.

以下标
“‘,

j
”

表示节点的编号
,

它们分别 沿 牡 和 T 的

正向增加多 以△n ,

八: 和山分别表示 沿。和
T 的空 间步长与时间步长 , 上标

“ m ”

表示时间层
.

在求二+ l时间层的流动参量 时
,

可取

涤)二
, 一 ‘, :

,
, 一甲: 一 , ’/ “一

(鲁):
, 一 ‘, :

, , 一
心”/ “‘

(黔二
, 一
、

,
,

一
, ; ,, 一 , / 2

叫
_ 、

{
(2一 ,

A :
,

, 一

{l(架):
,

」
’ +

l(奈)二
,

」
2

}
““

‘“一 ,六‘
’

一
‘g n

l(宁)二
,

〕(窦)工
,

/
、:

J

按同样的方式可以给 定 (k
, 2

)彤
‘ ,

从而给定 传
,

)形
’和 (k

.

)半
’ .

三
、

具有最佳精度的 A O B C

H ig d o n 建议采用如下的P阶O B C 〔。, 。〕

(2
.

1 9 )

(2
.

2 0 )

[红(
“一

二
+ ·

鼎)」一 (3
.

1 )
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这里 瓜
, = c os e, > 。是凭经验针对不同问题而选取的常数

.

如果按照 自适应方式
,

在不同的

边界点上选定不同的0 , ,

则H ig d o n O B C可以立即改造成 A O B C
.

容易验证
,

对于 P 阶的

H 馆d o n A O B C
,

其误差也是 P 阶的
.

注意到由 (2
.

5 )式给出的一阶A O B C的误差是二阶的
,

即此一阶 的 H ig d o n A O BC 的

精度高一倍
.

因此
,

如果以它为基础
,

仿造H ig. d o n 构造任意 p 阶 O B C 的方式
,

构造一类

新的A O B C
,

可以预计这类A O B C将 比相同阶 的 H ig d o n A O B C 的 精度的阶也要高 出一

倍
.

下面我们就来说明这一点
,

并且还要证明
,

在同阶的O B C中
,

这类 A O B C 将具有最佳

精度
,

而任何其它形式同阶O B C的精度都要比它们低
.

为了书写和叙述简便
,

引入如 下算子
:

才 = T
Z 一 c Z

(N
Z + 厂

“

)

L , = T 十 ‘几,’ V

花, = (寿
。 , ,
左

, , )
, ,

V ~

~ 了
’
2 一 c “V

Z

(3
.

2 )

(N
,

厂 ) ,

口击
一一

厂
口如

一一N
口必

一一
T

同时我们定义与L ,
对应的算子 L节

,

它在形式上与乙
,
完全相同

.

不间在于
,

对于这类上 部带

,’.
”

的算子
,

花,
将被当作

“

常量
”

处理
.

而实际上气应是时间和
: 的函数

.

这就是说
,

我们有

L萝乙言= 乙梦L贯= T
Z + (舜

。 , + 左
, ,

)T N + (寿
, , + k

, , )T 厂

+ 介
。 , k

”一N
Z + (掩

” , 左
, , + 左

, , k
。 ,
)N 厂 + 几

,
, k

r ,厂
2

(3
.

5 )

L贫L萝甲一 L节L
, 切二 L 言L j 甲 (3

.

4 )

在下面的讨论 中
,

所有的算子都是相应 带
“ , ”

的算子
.

为了 简 便 起 见
,

将
“ . ”

全部略

掉
.

也就是说
,

在下面所有算子的乘积运算中
,

气应 当作
“

常量
”

处理
.

因此
,

作为气在直

角坐标系中的两个分量息
” J和气, 也应 当作

’ ‘

常量
”

处理
.

由(2
.

9)式
,

有

“! ,

一
‘

JJc 斗摄
一

+ 。

(勃」
, “

·“K 一。

(
一

瑟
:

) (3
.

5 )

“zLl ,

一
‘

JJc KL 溉擞
十。

(粉」j}as
“K

一
‘

JJc 斗
十。

(粉」
五

2

‘“
““尤

一扮叹 (箭址
一

蒜
十。

(岔小sdK

211盆
心声飞么

‘

么流

一 。

(摄黑) (3
.

6 )

即二阶A O B C

L ZL I甲一 0

的误差是四阶的
.

用简单的归纳法立即可以证明
,

对于任意的 P 阶 A O B C

(3 7 )

(如)
甲一 O

(3
.

8 )

其误差为 2州介
.

而 H ig d o n p 阶 A O B C 的误差为 户 阶
.

这就是说
,

在这里给出的A O B C
,
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其精度的阶确实比同阶H ig d o n A O B C要高出一倍
.

设H
。
是按下式定义的 q 阶微分算子

q

H
。
= 乙 局

, . ,

.T
, N ,

r. (3
.

9 )
,

切
,
r ~ 0

+ tn + r = ,

其中系数刀
, , . , ,

与T
,

N 和厂无关
.

由于由 (2
.

2 )式给定 的 切是波动方程 (2
.

1) 式之解
,

即满足

平甲 = O

因此
,

对P> 2 ,

有

(3
.

10 )

(立
L , + H

, 一平)一(立
L ,

)
·

(立
五, + 二

, 一 2

平)
、一 。

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

在常波速下应 与 (3
.

8 )式具有同样的精度
,

也具有同等的使波单向通过的作用
.

这时
,

(3
.

5)

式只是 (3
.

1 2 )式中H
, 一 :

一 0的特殊情况
.

下面我们将要证明
,

在常波速下
,

对所有由 (3
.

9 )式定义的 夕阶算子所构成的O B C中
,

只有 (3
.

1 2 )式才具有使误差为 ZP阶的最高 精度
.

为了简便起见
,

在下面的讨论中
,

取
“一 1

.

由于各种从
,
的差别引起的只是么

s ,
的差别

,

而 不是精度量阶的差别
.

因此
,

在讨论 O B C 精度的阶时
,

可以不必考虑这种差别
.

这就是

说
,

不失证明的一般性
,

我们可 以令

, 护

L , 一 L
,

n L , = L
, ,

n △s , = △沙 (3
.

1 3 )
了= 1 J . l

这时
,

(3
.

1 2 )式变作

(L p + H
, _ :

班)切 = 0

为了能将 P一 l的情况也包 含进去
,

定义

H
_ 1三 O

对于任何一个一阶算子H
, ,

有

H
I = a I T + a Z

N + a 3
厂

一

(al
一

之
一

)
r +

(a
, 一 “

豹
厂 十

利用 (2
.

2 )
、

(2
.

3)和 (2
.

7 )等式
,

有

(3
.

1 4 )

(3
.

15 )

召2

k
,

L 十 H
_ l
牙 (3

.

16 )

H
l *

一
‘

仃
K 〔。

一
(k一 k

·
△S / “一 △一/ 2“: )

一 a a

(庵
,

+ △s
)」fd

sd K + 0 (△
5 3

/ 掩二) (3
.

1 7 )

由此立即可以看出
,

除了 a ; = a Z
二 a 3

一 o外
,

不可能有其它的解使误差为 O (△sa )
.

而要

保持误 差为O (△砂)
,

则只有解

a l = a , a :
= a k

一 , a 3
一 a寿

·

(3
.

1 5 )

这里
。
是一任意非 。的常数

.

不失一般性
,

可取
。 = 1

.

这表明对 p = l
,

上 面 的结论是正确
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的
。

对于任意的二阶算子H
: ,

有

H
:
= a lT

Z + a :
T N + a 3

T 厂 + a 一

N
Z + a o

N 厂 + a e厂
2

= a平 + b ; , 。
T

Z + b : , 。
T 厂 + (b

: , 、T + b : , :厂)L + b
z
L

Z

(3
.

19 )

上式中有关系数的对应关系为

a = 一 k要a
‘ + k

一
介

,
a 。一 k才a

e

b : , 。
= a : 一 a l

/ k
,
+ (l + k票)a

‘
+ k票a

。

/ k
。
一 k李a

.

b
: , 。

= 一 k
,
a :

/ k
。 + a : + Zk

, a ‘一 (k : 一 k忿)a
s

/ k
。
一 Zk

,
a .

b川二 a :

/ k一 Z a ‘一 Zk
,
a ‘

/ k
. + Z a .

b : , : = 一 Zk
, a ‘

+ (k : 一 k婆)a 。

/ k
。 + Zk

r a .

(3
.

2 0 )

b
:

= a ‘ + k
, a 6

/ k一
a .

对于任意一个由 (3
.

的式定义的q 十 l现在证明
,

阶算子都可表作如下形式
:

H
。 + : = H

。 _ 1

牙 + F 。十 ;
(L ) (3

.

2 1 )

其中

F 。, :
(L ) = b 。

+ ; L q + ‘
+ T “一 价 (bl , . T + b

: , . r )L
fft

(3
.

2 2 )

对q 二 0和 l ,

这一结论已经证明了
,

这就是 (3
.

1 6 )和 (3
.

1 9 )两式
.

现设对q《P一 1 (p》 2 )时 (3
.

2 1) 式成立
.

在 g 二 P 时
,

对任意P + 1阶算子 H
, , , ,

显然总

可写作

H ,+ , 一 T H ; ” + 厂H 玉
“、+ LH 盆

3 、

(3
.

2 3 )

这里H 至
e 、

(
e ~ 1 , 2 , 3 )均是 由 (3

.

9) 式定义的 p 阶算子
.

按假设
,

应有

H {
‘

, 一 1

二H
, e-)

2

牙 + b ; ”L , + 艺 T p 一 ’一 “ (b {了认T + b矗军氛r )L
“ ,

e “ 1 , 2 , 3

(3
.

2 4 )

代此入 (3
.

2 3 )中
,

得
:

H
, + : 二万岁

:
牙 + b ;

“
L , ‘ ’+ 万 T ’一 , (

a l ,
. T + a : ,

. 厂 )L ,

, 一 l

:
Q口OJ/.、J刃.、+ r

Z

兄 b玉{认T
’ 一 ‘ 一’L “

拼 = 0

其中

a ; , 。
= b{:d

, a : , 。
= b玉:

。 + b i!
。

a l ,

一b{:
。 + b

( 3
\

l , 饥 一 l ,
a : ,

一 b茎:认+ b
,

:益+ b‘:石
一 :

a Z , , = b护
、 + b是弓石

一 ;

0 < m < p

a ; , , = bl
‘ 气3 厂

1 一 , 一 1 ,

2 6 )‘

力十

H = T H 公二
2 十厂H 声

: 十 LH is-
2

由 (3 一 9 )和 (3
.

2 0 )两式立即可得
:

厂
2
= 一献牙一麟 T

“
一 Zk

,

T 厂 + (ZT + 2掩
,

厂)L 一 L
z

(3
.

2 7 )



瞬态彼的高精度开路边条稗

代入 (3
.

25 )中
,

得
:

H
, + : = H

, 一 :
附 + b , + IL , + ’

+ 艺 T ’一“ (b : ,
。T + b : ,

. F )L . (8
.

2 8 )

其中

H
, 一 ; = H 料 一鱿 艺嵘益

一 : T ’一‘

L.
一’

b , · 1 一 b扩
’一b基{石

一 ,

b : , , = a ; , , + Zb玉!
, 一 : 一 b

Z

{
, 一 2 ,

b : , , = a : , , + Zk
,

b
Z

{
, 一 :

(3
.

2 9)

(3
.

3 0 )

(3
.

3 1 )

b : ,

一
a : ,

。一 k尝嵘益+2 峨认
一 : 一嵘‘

一 :

b : ,

一
a : ,

一
Zk

!

b盖:孟
+ 2‘

·

b茎{氛
一 : } (3

.

32 )

b ; , : 一 a
川 一 k毖b是:l+ Zb盆{孟

,
b : , : 一 a : , : 一 2自声玉:(+ Zk

·

b盖:扁 (3
.

3 3 )

b : , 。== o : , 。
一 k套b玉{

。,
b : , 。= “: ,。一 Zk

,

b玉{‘ (3
.

3 4 )

这表明 (3
.

2 1) 式在q = P时也成立
,

故对一切 q 成立
.

于是
,

任一 q + 1阶O B C均可写成

H
。+ 1切 = [H

。 _ 1
附 + F 。 + :

(L )1甲= 0 (3
.

3 5 )

且b。
, ;和 b ; , . ,

b : ,
. (o《 m 《的中至少有一个不为 0

.

不难看出
,

T q 一协 (b
: , 一T + b : , 。厂)L 琳甲 = o (5

.

3 6 )

的误差为Zm 阶或2 二 + 1阶
.

这就是说
,

对于不同的 m ,

它们不可能有相同的精度
,

而 是 m 越

大精度越高
.

因此
,

在 (3
.

35 )式中
,

不论b l ,
. 和 b

: , . 取什么值
,

都不可能通过相应于不同。

的算子间引起的误差的相互抵消来提高精度的阶
.

可见 (3
.

3 5 )式只有在所有的b : , . 和6 : , . 都

为 o ,

而b。
, , 祷 o时才能达到最高的精度

.

不妨取b 。
, : 二 1

.

这就是说
,

只有当

H
。+ : = L q + , + H

。 _ :
牙 (3

.

3 7 )

时
,

(3
.

3 5 )式才能达到最高精度
.

这也正是我们所要得到的结论
.

四
、

讨 论

本文在直角坐标系中
,

在常波速下
,

对二维 瞬态波
,

得到了一类具有最佳精度的A O B C
.

这就是 (3
.

5) 式
,

或更一般 的
,

有 (3
.

1 2 )式
.

下面再就几个人们普遍关心的问题作点说明
.

1
.

三维和曲线坐标系下的AOBC

对L , 和平采用如下表达式

L , = T + c花,
·

V (4
.

1 )

牙 = T
Z + e Zv Z

(4
.

2 )

则 (3
.

5) 和 (3
.

12 )式对三维 波动和任意曲线坐标系也是合适的
,

只要我们将几
,

·

v和 v , 用相应

的曲线坐标系中的形式写出来
,

而在作算子的乘积运算时
,

注意将气 作常量处理就可以了
.

不过这里要特别强调指出的是
,

被当作常量看待的是花
, ,

而 不是它的各个 分 量
.

只 有在直

角坐标系 中
,

它的各分量才可都当作常量看待
.
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2
.

对色散波的适用性

对于色散波
, c 不再是统一的常量

.

这时
,

应将L , 写作

L, = T + c , 几,
·

V (4
.

3 )

引入局部瞬时等价波速
,

并给出相应的选定方法
〔7 ) ,

同时在算子的乘积运算中 将 c, 也作常

盆处理
,

(3
.

5) 式就可推广应用于色散波
.

不过这时精度的阶要降低 , 而 (3
.

1 2 )式则 不再适

用
。

3
.

关于使用的普遍有效性

无论从 (2
.

7 )和 (2
.

9 )式
,

还是从第三部分中的证明过程来看
,

k. 都不能太小
.

因此
,

在

实际运用中
,

可给k
.

取定一个最小值 (k
。

)‘
. ,

要求

k
一

> (k
一

)二
: n
> o (4

.

4 )

例如取(k. )ml
二
= 0

.

3
.

这一限制 不会对本文给出的 A O B C 使用的普遍有效性产生任何影响
.

事实上
,

即使对入射波平行人为边界这种最极端的情况
,
△砂 / 2 (k. )盏

。

也只有 。
.

0 12 ,

仍然

是很小的
.
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