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摘 要

本文在具凸结构的概率度量空间中
.

对非线性混合压缩映象得出了几个重合点 和 公共不动点

定理
。

关锐饲 概率度量空间 凸结构 交换映象 重合和公共不动点

一
、

引 论

K
.

M e n g er
t” ’引入了概率度量空间 (或统计度量 空间) 的概念

.

概率度 量 空间是度

量空间的推广
,

这一空间的 理 论的研 究随 着 B
.

S C hw ei ze r 和 A
.

s k la r 的 开 创 性工

作
〔2
卜

2吕’而得到迅速的发展
.

概率度量空间理论特别在概率分析中起着重要的作用
.

有关这

些空间的详细讨论和应用请参考文献〔2
, 9 , 2 3 , 2 9 , 3 7 〕

.

近年来
,

概率度量 空间中的某些不动点定理已被许多数学家 证明
,

见A
.

F
.

B h ar u c h a -

R e id [ l〕
,

G
.

B o e s a n 〔2
, 3 ]

,

张石生 [ 5」
,

0
.

H a d z ic [ 1 0、 1 6 」
,

V
.

R a d u [ 2 2、 2 4 」
,

5
.

L
.

S in g h [ 3 1 ]
,

M
.

S t o ja k o v ic [ 3 2 」
,

D
.

H
.

T a n [ 3 6 〕以及 [ 4
, 7 , 8 , 1 7 ]等

.

因每一度量空间都是一概率度量 空间
,

故可 以用概率度量空间中的许多结果去证明度量

空间和B a n a c h 空间中的许多结果
.

另外
,

W
.

T a k a has hi
〔“4 , 在度量空间中引入了凸性的概念

,

并在具凸结构的度量 空间

中证明了几个不动点定理
.

以后许多作者给出 凸度量空间 中的很多不动点定理和 凸度量 空间

的特性
,

见T 协平 [ 8 ]
,

0
.

H a d Z ic [ 1 4 ” 16 ]
,

H
.

V
.

M a c h a d o [ 1 9〕
,

5
.

A
.

N a im p a lly

等 [ 2 1 ]
,

B
.

E
.

R h o a d e s等 [ 2 5 ]
,

K
.

L
.

S in g h等 [ 3 0 」及L
.

A
.

T a llm a n [ 3 5 ]
.

在本文 中
,

伍某些条件下
,

我们对概率度量空间和度量空间中的非 线 性 混 合压缩映象

(即涉及单值和多值的压缩型 映象) 证明 , :
个重合和公共不动点定理

.

二
、

预 备 知 识

设R 表数集
,

R+ 为非负实数集
.

映象F
:
R ”R

十

称为分布函数
,

如果它是不减的
,

左连续

.

本文原文为英文
.

由张石生译为中文
.
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的且in fF = 。
, s u p F 一 1

.

我们用另表一切分布函数的集合
.

概率度量空间 (简称PM
一

空间) 是一个二元组 (X
,

了)
,

其中X 是一非空集
,

了是 X x

X , 2 的映象
.

当娜
,

司任尤 x 尤时
,

分布函数 了 (。
,

v) 被记为 F
。 , , ,

而且满足下面的条件
:

(P l ) F
. , 。

(二) ~ l ,

V 、> o当且仅当
u 一 v ,

(P Z) F
。 , ,

(o ) = o ,

V “ , v任X ,

(P 3 ) F
。 , 。

(x ) ~ F
。 , 。

(x )
,

V 。 , 。〔X ,

(P 4 ) 如果F
。 , ,

(x ) = l ,
F

一 , , (万) = l
,

则F
。 , 。

(x + , ) = l ,

V 。 , 。 , 。任X
.

在度量空间 (X
,

d) 中
,

度量 d 可导出一映象了
:

X x X ”另
,

使得了 (
“ ,

的 (x) = F
。 , 。

(x)

~ H (x 一 d (
。 , 。

))
,

V “ , 。任X
,

这里H 是由下式定义的分布函数
:

%簇 0

义> 0

�U
J‘上

产
.、几

一一XH

函数 t ‘〔o
, l〕x 印

, l〕” [0
, 1〕称为 T 一

范数
,

如果它满足下面的条件
:

(t l ) t (
a , l ) ~ a ,

V a 任[ o
, l」且 t ( 0

, o ) = o ,

(t Z ) t (
a , b) = t (b

, a
)

,

V a , b〔[ o
, 1〕

,

(t 3 ) 如果
c
>

a ,
d > b

,

则t (
c ,

d )》 t (
a ,

b )
,

(t 4 ) t (t (
a , b)

, c
) = t ( a , t (b

, c
) )

,

V a , b , c 〔[ 0
, l ]

.

M en ge r 空间是一个三元组 (X
,

了
, t )

,

其中 (X
,

了 )是一P M
一

空间
, t 是一T

一

范数且满

足条件
:

( P S ) F 。 , , ( x + , )夕t (F
。 , 。

(
、 )

, F 。 , ,
(沙) )

,

V “ , 。 , 功任X
,

及 V x , , 任R
+

PM
一

空间中的邻域概念 由B
.

S e h w e i z e r 及K
.

S k la r 二2 6 ’引入
.

当。任X
, e ) o ,

凡任 (o
,

l) 时
, “
的 (。

,

幻
一

邻域
,

记之 以U 。

(
: ,

幻
,

由下式定义
:

U
。

(
。 ,
凡) = 谧。〔X

:
F

。 , 。

(
。
) > 1一 元}

如果 (X
,

了
,

t) 是具连续T 一

范数 t的M e n g er 至间
,

则 邻域族 谧U
。

(
8 ,

幻
: 。任犬 , 。> 0 , 几〔

(o
, l ) }在 X 中诱导出H a u o d o r f f拓朴

.

概率赋范空间是一三元组 (X
,

了
, 、

)
,

其中 X 是实或复空间
, 才是一T

一

范数其强于T
一

范

数t. (a
,

b) = m a x {a 十 b一 1 , 0 }
,

且映象了
: X 、另满足下列条件

:

(R I) F 。

(x) = H (x) 当且仅当
。 二 0

,

其中

H ‘x) 一

{
0 , x 簇 0 -

,

了 (“ ) 一 F
。

l , x > 0 ,

(R Z ) V “〔X
, x 任R

十 ,
凡〔K 一 {0 } ( K 是X 的数域 )

,

F : 。

( x ) =

(R 3 ) V u , 。任X

F
·

(
:贡}

一

)
V x , 刀任R

十

F 。 一 。

( x + , ) ) t (F
。

(
x
)

, F ,

( , ) )

B
.

S e h w e i z e r 和 A
.

S k la r 二2 6 , 己经证明
i
王众多可 洪选择 的 T

一

范数中
, “ t (

a ,

b ) ,

m in {a ,

奸
”

是最强的
.

令F
. , ,

(x) = F
。 _ ,

(劝
, “ , 。任X

,

则知每一概率赋范空间是一M e n g er 空间
.

另外
,

在 〔3习中
,

W
.

T a k a h as hi 引入了具 凸结构的度量空间的概率
.

设 LX
,

d) 是一度量空间
, I 危单位区间 [ 0

, 1」
.

一映象附
: X x X x l”X 称为X 上的凸结
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构
,

如果对任意的 x , y , u任X 及任意的 凡〔I

d (
“ ,

万 (
x , , ,

凡))( 几d (
。 , x ) + (l 一几)d (

。 , 夕)

具凸结构不的度量空间 (X
,

d) 称为凸度量空间
.

如果X 是一B a n ac h空间
,

其作为具d (x
,

功 一 lx 一 gIl 的度量空间而言
,

由万 (x
, , ,

劝 =

脉 + (1 一几)g 所定义的映象牙
:

X x X x l , X 就是一凸结构
.

更一般而言
,

如果X 是一线性

空间且具有满足下述条件

d (几x + (l一几)夕
, o )《几d (

x , 0 ) + (l 一几)d (夕
, o )

的平移不变度量
,

则 X 是一凸度量空间
.

0
.

H a d z ie 二’“’把这一概念推广到M e n g e r 空间
.

设 (X
,

了
,

O是一M e n g er 空间
,

一映象W
:

X x X x l , X 称为凸结构
,

如果对一切 x , ,

( X
,

牙 (x
, 夕, 0 ) ~ , ,

万 (x 沼
, 1) = l ,

而且对任意的正 (0
, 1)

,

V e〔R
+

及 V 。 , x 沼〔X

F
· , , (

一
‘2· , ) ‘

(
万一 (复)

,
二

· , ,

(
e

1 一几))
每一具不

.

T a k a h a s hi 意义下的凸结构的度量空 间 (X
,

d) 是一具 0
.

H a d zi c 意义下的

凸结构 的
’

M e n g e r 空间
,

另外每一概率赋范空 间是一由 万 (
x , 夕,

幻一众 + (1一 幻, ,

V x , 夕任

X
,
几〔I所定义的凸结构的M e n g er 空 间

.

三
、

完备概率赋范空间中的重合及不动点定理

设 (X
,

d) 是一度量空间
,

我们将用到以下的符号和定义
:

CL (X ) ~ 凌A c X
:
A是 X 的非空闭子集 }

CB (X ) = {A c= X
:
A是X 的非空有界闭子集 }

C (X )二 {A c= X
:
A是X 的非空紧子集 }

对每一A
,
B〔C L (X )及

。> 0

N (
。,

A ) = {x 任X
:
d (

x , a
)<

。
对某一

a〔月 }

E , , , = 诬6 > o : A g N (e
,
B )

,
B c= N (e

,
五 ) }

H ‘A
,

B , 一

{
in fE 通 , a ,

十OO
,

当 E ‘ , B 今功

当 E , , , 二功

定义在C L (X )上的H 称为由度量 d导出的广义H a u s d o rf f距离函数 , 定义在 CB (X )上的H

称为由度量d 导出的H a u s d o rf f度量
.

设 (X
,

了
,

t) 是具连续 T
一

范数 t的概率赋范空间
,

如果 X 赋 以 (。
,

劝
一

拓 扑
,

则 X 是一

H a u s d o r ff空 间二’‘’ .

如果函数族{中
。

(t
, % )}

。 。, 在 x 二 1处等度连续
,

其中

少
。

(t
, x ) = t (t(⋯ t (t (x

, x
)

, x )
,
⋯

, x )
、~ ~ 、产

一
产

”
次

对每一
n〔N

,

且 、〔〔。
,
}三

,

则 X 是 (
。 ,

之)
一

才百扑的局部 凸拓扑 ltlj 量空 间
·

川
.

设X 是一拓扑向量空间
,

A
一

X
.

由万到其 白身的映象f称为半 紧 的
““」,

如果A 中每一

有界序列凌
、,

}使得笼
, 。一 f (二

。

) }收敛
,

则存在收敛子列道翔
* }

.

下面的定义是半紧件概念推广到集值映象的情形
.

定义 3
.

1 设尤 是一拓扑向量空 间
,

且一X
.

多值映象2”且” 2 月称为 f
一

半紧的
,

如果对A
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中的每一序列{x
,

}其使得对某一叭〔T x . ,

{fx 。一 , 。

}收敛
,

则存在仃 x ,

}的收敛子列{f
x ‘ }

,

其中f是 由A到其自身的映象
.

如果f ~ ix (X 上的恒等映象)
,

则定义 3
.

1中的多值映象T 称为半紧的而不称ix
一

紧的
.

定义3
.

2 设X 是一拓朴向量空间
,

A 二X
.

一多值映象T
:
月 , 2 连 称为在 x0 〔A 是闭的

,

如果对A 中的每一序列 {肠 }
,

勿
。

}
,

加〔T 介
,

它们分别收敛于x 。

和 , 。 ,

则有夕
。
〔T x 。 .

定义 3
.

3 二
‘日, 设犬是一拓扑空 间

,

介X , X 是一单值映象
,

T
:

X , 2x 是一多值映象
.

映

象f和 T 称为在二。〔X 处是可交换的
,

如果fT xo 生T fxo
.

称了和T 在X 上是可交换的
,

如果对每

一x 〔X
,

fT x g T fx
。

在证明我们的主妾定理之先
,

我们给出下面的

定理3
.

1
一

“’ 设 (X
,

了
,

t) 是一完备的概率赋范空 间
, t是连续的T

一

范数并使得 s u p 二 ‘I t (x
,

x) 《 1
.

设A是X 之一非空 闭子集
,

设 f
:
A , A 是一连续映象

,
S

,
T

:
A”CL (f(A )) 是满足下

述条件的闭的多值映象
:

(3
.

1) 5 和 T 在A上 与f可 交换
,

(3
.

2 ) 对每一
。 , 。〔A

, x 〔S “
及d> 0 ,

存在g 〔T 。
使得对每一

e > o

、

、./6一一一qe一
.

‘了.、

公
一

.IF势己
�

F

其中 g〔 (0
, l )

.

如果函数族凌巾
。

( t
, x ) }在 x = 1处等度连续

,

则存在一点
z 〔A

,

使得 f
: 〔5 2,

介〔T : ,

即f
, S ,

T 有一公共的重合 点
z 〔A

.

此外
,

如果
z
是 f

, S ,
T 的重合点

,

且了(z) 是 f 之

一不动点
.

(a) 如果f与S (相应地T ) 在 2
处可 交换

,

则f
z 也是 S (相应地T ) 之一不动点 ,

(b) 当f与S 和T 在 z
处可交换时

,

则f
z 是 S和 T 的公共不动点

.

定义3
.

4 设 (X
,

了
,

t) 是一M e n g er 空间
,

S
,

T
:

X ”2x 是多值映象
.

二元对 (S
,

T) 称

为在
二。
〔X 处是渐近正则的

,

如果对 X 中的任一序列 诬X
”

}及X 中满足 头任S x 。 _ ; U T x’
_ , 的序

列魂头}
,

对某一正整数N
,

当 n
》N 时有

F o
. ,

。
, + ,

(。) > l 一人

在定理 3
.

lt 户
,

如果函数族{中
.

(t
,

劝 }在义 = 1处的等度连续性被代之 以二元对 (S
,

T) 的

渐近正则性及S 或T 的半紧性
,

则有 下面的定理
:

定理3
.

2 坟 (X
,

了
,

劝是一完备的概率赋范空间
, t: t 一 m in {a

,

句 是连续的T 范数使得

s u p
: 、I t (x

,

劝 《 1
.

设且是 X 之一非空 闭子集
.

没f
,
A ”月是一连续映象且S ,

T : A ”CL (j (A) )

是闭的多值映象满足条件 ( 3
.

1 )
,

( 3
.

2 ) 及下面的条件 ( 3
.

3 )
:

( 3
.

3 ) 存在一点
x 。

任X
,

使得 (S
,

T ) 在 x 。

是渐近 正则的
.

则存在公共的重合点
之〔A

,

使得f
Z 〔5 2

且f (z) 〔T z .

定理3
.

3 设 (X
,

了
,

约是一完备的概率赋范空间
,
‘是连续的T

一

范数使得 s u p
. 《I t ( x ,

x)

《 l ,
A 是 X 之一非空子集

.

设 f
:
A ”A 为一连续映象

,

S
,
T : A ”CL (f ( A ) ) 为 满 足 条件

( 3
.

1) 和 (3
.

2 ) 的闭映象
.

如果 5 或7
、

是f
一

半紧的
,

则存在公共重合点
z 〔A 使得 f

z 任5 2 ,

f
z 〔

T z .

四
、

具凸结构的PM
一

空 间中的重合点定理

在本节中我们给出具如下凸结构不
:

F , 。 , : , ‘ , ,
‘

, , : , : ,

(肋 )》F
。 , ,

(司 (4
.

1 )
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V x , , , z 〔X
, 。> 0 ,

艇 (0
, 1 )

,

的P M
一

空 间中的某些重合点定理
.

如果 (X
,

了
,

t) 是一概率赋范空间
,

定义一凸结构平如下
:
对每一 x , g 〔X

,

几〔【0
, l〕

,

不 (x
, 夕 ,

几) = 几x + (l一几),

因

F , 〔二 , , , ; ) _ 二 , , : , ; )
(凡
。
) = F

* 二 十 , 一 、 二 _

{
; , ,

、

1 _ ‘ ) : }(几
。
)> F

, _ , (。)

故 (4
.

1) 满足
.

故每一概率赋范空 间是具 凸结构才 (定义如上) 的M e n g er 空间
.

事实上
,

下面的是一具 凸结构才的 P M
一

空 间的非平凡的例 子
屯‘“’:

例 设 (M
,

d) 是一可分的度量空间其具 凸结构W 使得对每一 久任[0
, l〕

,

映象 (x
,

功 ,

不 (x
, ,

,

劝是连续的
.

设 (口
,

A
,

尸)是一概率测度空间
.

设 S是一切 由口到M 的可测映象的空 间
.

则 (S
,

了
,
T

.

)是一M e n g e r 空 I’ed
二’“’,

其中

{。任口
:
d (省(。)

, 刁(。 ))<
e }〔A

F ;
, ,

(: ) = P {。〔口
:
d (刀(。 )

,

占(。 ))<
。 }

T .
(
。 , 。

) = m a x {。 + 。

一
, o }

,

V 省
, 刁〔S

, 。> o , “ , v〔〔o
, l」

设评
:
S x S 又 [ o

,
1〕、 S 是由评信

, ,
,

凡) (。 ) = 不任(。 )
, , (。)

,

元)
, 。任日

,

占
, , 〔S

,

几〔(o
,

l) 所定义的映象
,

因叠和粉是可测的映象
,

而不关于舀
, 粉任S是连 续的映象

,

且评 “
, , ,

幻任s
,

故对每一甲
,

占
, 叮〔S

, 。> o ,
元〔(。

,

l) 有

F 一 ; (;
, , ,

一 (2 ·, > T 仇

(
F , ,

;

(资)
,

F
, , ,

(
,

二、))
因而 (S

,

了
,

T 动 是具 凸结构评的M e n g er 空 间
.

与在赋范线性空间情形时一祥
,

我们可 以定义具 凸结构W 的M e n g er 空间 (X
,

了
,

t) 的

星形集的概念
.

定义 4
.

1 设 (X
,

了
,

t) 是具凸结构班的M e n g er 空间
,

A 是X 的非空集
.

A 称为 X 的星

形集
,

如果存在一点X 。
〔月

,

使得对每一
x 〔X

,

还‘〔O
, l〕

,

W (x
, x 。 ,

幻‘A
.

点 二。 称为 月的星

点
。

定义 4
.

2 花。’ 设 (X
.

了)是一P M
一

空 间
, 二

理是X 之一非空子集
.

R 上的由下式定义的函数

D 通 :

D
,

(。) = s u p in f F
, , 口

(。 )
” < “ 尸, q

、
A

称为A 的概率直径
.

A 称为概率有界 的
,

如果 s u p D
,

(u) 二 1
.

定义 4
.

3 二
2 1
一PM

一

空间 (X
,

了 )称为概率准紧的
,

如果对每一
。> 0 和 每一几> o

,

存在

X 之一有限覆盖{t , ‘h
贬 ‘,

X 气斗扁
,

I为有限集
,

使得D “ 。

(
“)> ‘一‘ 这里D “‘(“)为瓜的

概率直径
.

如所周知
,

如果 (X
,

了
,

约是具 T
一

范数‘的并使得咒p ‘L‘ , ‘)司 的Me
” g e r 空 间

,

则集

U (云
,
凡) = 通(P

, q )〔X x X
:
F

, , 。(。)) 1 一元}

的族
v
是 X 上的一致性基犷

.

定理4
.

1 二2 , 设 (X
,

了
,

t) 是一M e n g er 空间
,
才是一 T

一

范数
,

使得
s u p

二

(x
,

了
,

约是概率准紧的
,

当且仅当X 关于X 上的一致基犷是准紧的
·

< 1才(x
, x )乓 一 则

定义 4
.

4 万’“’

W
, x 。

)
一

凸的

设 (X
,

了
, 、)是具凸结构研的M e n g er 空间

,
x 。
任X

.

一映象f: X , X 称为

如果对每一
二〔X 及每一元〔(0

, l )
,
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f(平 (
z 。, x 。 ,

几))二平 (f
z ,

x0
,
几)

定理4
.

2 设 (X
,

了
,

t) 是一完备的M e n g er 空间
,

其具有凸结构平
, t是一连续的 T

一

范

数使得 s u p
。 、

lt( ‘ ,

x) 簇 1
.

设A是X 之一非空的闭星形子集
.

设f
: A ”A 是连续的 (平

, x 。
)
一

凸

映象
,

S
,
T

:
A , C乙(j (A )) 是一闭的多值映象满足条件(3

.

1) 及下面的条件
:

(4
.

2 ) S (A )和T (A )是概串准紧的 ,

(4
.

3 ) U
二 。.

了
二 = S 了x

,

U
. 。

,. 了
z = T了x ,

V x 〔A ,

(4
.

4 ) 对每一
。 , 。〔A

, x 任S u
及占> o ,

存在v〔T 。使得对任意的召> 0

F
一 , ,

(e )》F , 一 , r ,

(
e 一 d )

则f
,
S

,
T 在X 中有一公共的重合点

z ,

而且当
z
是了

,
S和 T之一公共重合点

,

了
z
是 f 之一

不动点时
,

(a) 如果了与S (相应地T ) 在
z
处可交换

,

则f
z
也是 S (相应地 T ) 之一不动点 ,

(b) 如果f与S和 T 在
z
都可 交换

,

则j
z
是 S 和T 之一公共不动点

.

证 设x0 是A之一星点
,

{益}是 (0
,

l) 中的当
n , oo 时收敛于 l 。 序列

.

对每一
。〔N

.

定

义多值映象5
. ,

T
, : A”C L (A )如下

:

s
. x = U

二 。‘。

牙 (
z , x 。 ,

益)

T
。x = U

: 。 , 一

平 (
z , x 。 ,

凡
。

)

则对每一x 〔A有

s
. x = U

, 。

“才 (
z , x 。,

几
.

)c= A

且 T .x ~ U
: 。

,. 万 (z
, x 。,

瓜)c A

因 (X
,

了
,

t) 是具凸结构才 的 M e n g er 空 间
,

故映象万
:

X x X x [0
, 1〕, X 关于第一变

量连续
.

因 S x 和 T x 是闭的
,

故它们分别是 S (A ) 和 了(A ) 的紧子集
,

因而对每一
n〔N

,

牙 (S x ,

肠
,

益)和不 (T x , x 。 ,

心)是闭的
.

从而对每一 x 任A
,

s .x 和 T .x 都是闭的
.

现证
:
对每一

n任N
,

映象5
.

和 T
。

满足 条件
:

(1) 5
.

和T
.

在 A上与了可交换 ,

( 2 ) S
。

或T
,

是f
一

半紧的 ,

( 3 ) 对每一
“ , 。任A

, x 任s .u 及
。> 0 ,

存在刀任T沪使得对每一君> o ,

~
· 、

- 一 l e 一 6 、
厂 , , , 气e少 华〕 厂 , . ,了.

一
丁 j

事实上
,

因条件 (5
.

3 )成立
,

而且f是 (砰
, x 。

)凸的
,

故

f s
一x = f (U

: 。 a 一

附 (z
, x 。,

几
一

) ) ~ U
: 。a 一

f (万 (z
, 二。 ,

几
一

))

= U
: 。s 一

才 (f
二 , x 。 ,

人
一

) = U , 。, s 一

平 (夕
, 二。 ,

凡
。

)

* U
, 。 , , ,

W (夕
, x 。,

几
.

) ~ S
o

fx

故 S
。

与f可交换
.

类似可证
,

T
二

与 f 也可交换
.

这就完成结论 (l) 的证明
.

下证结论 (2 )
.

因S (A )是概率准紧的
,

故对任意的
e > 0和几〔(0

, l)
,

存在S (A )的有限砚

盖凌A
‘}‘

。 ; ,
I为有限集

,

使得D 」‘(。)> 1 一 几
, ‘任I

,

其 中D
,

(
x )二 : u p

. ‘,

in f一
, 。。 , F 一 , 。

(t)
.

由

此得知S (A )是尤的一概率有界果
.

类似可证T (对)也是X 之一概率有界集
.

因S (A )和T (A )是

概率准紧的
,

故由定理4
.

1知
,

它们关于度量 d 是准紧的
,

d 度量化由 (s
,

幻
一

拓朴生成的X 的

一致基 澎
.

故 S (A )和 T (月)是紧的
.

因万关于第一变量连续
,

故 S
。

(A) = 平 (S (A)
, x 。,

益)
,

T
。

(五 )一不 (T (。 )
, ‘。 ,

益)皆为相对紧 的
.

设魂
x 。

}与勿
。

全是X 中的序列
,

使得‘〔S声
,

且对每一
e > 0 ,

h m F 二。 . , 。 (。) = 1
.

于是存在
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{g. 卜的收敛子列 {g 、 }
.

设ll m , , 二g 、 = 2 .

由不等式

; 二、
, 2

(
·)> ,

(
F二。, , . ‘

(号)
,

F ,
·。, ·

(含))
得知h m , 、二介

。

一 z ,

此即5
.

是 f
一

半紧的
.

类似可证T
。

也是f
一

半紧的
.

最后
,

为了证明 (3 )
,

设
。 , 。〔A , x 〔5

. 。
且占> 0 ,

则存在一点
z 〔S。使得 x 二才 (

: ,

x0
,

益)
.

由条件(4
.

4 )
,

存在点犷〔T v使得对每一了> 0

F
二 , ,
“
·‘’> F ,

一(
。,

一鲁)
设g = 平(g’

, x 。 ,

益)〔T 砂
,

则有

F一“, 一尸 , (二 ,

一 ,

一
, , ,

一 , 一

介
·

会)
> “一 , ,

汗)> F,.
,

,’
(钓

故完成 ( 3 )的证明
.

于是由定理 4
.

3 ,

对每一
, 〔N

,

存在一点x. 〔X
,

使得fx. 〔s. x 。且了x. 〔T
。x 。 .

因 f二
一
任S

一 x 一
= U

二 。, 二 .

W (z
, x 。 ,

几
.

)
, n〔N

且对某一z. 〔S x 。 ,

fx .
= 牙 (

二 , , 戈。 ,

瓜)
,

于是有

F , 二
。

, 二
.

(
:
) = F

: 。 , , (: 。 , 二 。 , ,
一 )
(
e
)

> ,

(Fz
,,

z.( 命))
,

凡一 (琢瑞
一

)

一二
2 . , 二。

(币认户 (4
.

5 )

因S (A )是概率有界的
,

故对每一
: 〔S (A )和

。> 0

lim 凡一(.(
1

二,
.

)
)
一 ‘

对每一
e
> 。 ,

因为

故有

F

一 (
2 ( ,

气)) > ‘

(
F一 (叭

、色;
,

)
)

,

F一 (
4 (、全、

.

)
))

恕 凡
,

。

(叮提砌 )
一 ‘

恕
、

凡一(双
、乞;

刀
一 ‘

可是由 (4
.

5 )有

lim F f二
: , 二 。

(
召
)二 1

” - 今 。 二

因为z. 〔S x 。 且了(刃
一

是紧的
,

故存在 {介}的收敛子列 {如 。}
.

及不等式

F ‘二一‘
·

, > ‘

仓
, 二。 ,

二。

(
一

氢)
,

凡
, 。 , :

(;))

(4
.

6 )

令 h m 介. = 2 .

于是由 (4
.

5)

得知 h m j介
。二 2 .

因介
。。〔f‘介

。

‘ S f介
。 ,

f连续且 S 是闭的
,

故jz 〔5 2 .

同理可证介〔T : .

. - 夕 仁) 。
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此即
z
是 f

,

S 和T 之一公共重合 点
.

最后
,

如果假定
。= f

二
是 f之一 不动点

,

则有
“= 加~ ff

z 〔fS
2 .

如果了与S在 z
处可交换

,

则fs z 二 S f
二二 S 。 ,

故
u〔S u .

同理
,

如果j与T 在 z
处可交换

,

则。〔T u .

证毕
.

在定理 4 2 中
,

如果f二fx
,

则有下面 的

推论 4
.

3 设 (X
,

了
,

幼是具 凸结构不 的完备的M e n g er 空间
, t是满足 s u p

. ‘It (x
,

x) 《 1

的连续T
一

范数
.

设A 是X 之一非空闭的星形子集
,

设 S
,
T : A ”C L (A )是满 足 条 件 (4

.

2 )和

(4
.

4 )的闭的多值映象
.

则S 和T 在X 中有公共不动点
.

利用定理 4
.

2 我们有下面的定理

定理4
.

4 设 (X
,

了
,

t) 是具 凸结构W 的完备的M e n g e r 空间
, t是一连续的T

一

范 数 使得

{巾
.

(t
,

x) }在 x ~ 1处是等度连续 的
,

而且 s u p t (x
,

x) 《 1
.

设A 是X 之一非空 闭的星形集
.

设
日 《1

j: X ‘X 是一连续的 (牙
, x 。

)
一

凸映象
.

设S
,
T : A , C (f (A ) )是一闭的多值映象且 满 足 条件

(3
.

1)
,

(4
.

3 )
,

(4
.

4 )及下面的条件(4
.

7 )
:

(4
.

7 ) 亏(刁)和了又万了是有界的
.

如果 S 或T 是f
一

半紧的
,

则f
,
S 和T 在X 中有一公共的重合点

.

证 与在定理 4
.

2的证明中一样
,

对每一
。〔N

,

及对每一x 〔A
,

我们定义

S
。

(x ) = U
: 。 a ,

牙 (
z , x 。 ,

k
一

)

T
。

(x ) = U
: 。 , ,

牙 (
二 , x 。 ,

掩
一

)

因S x 和T x
是紧的

,

故 S杯和T 林是闭的
.

因函数族{巾
.

(t
,

x) }在 x ~ 1处是等度连续的
,

故 S
二

和T
”

满足定理 4
.

2的所有 条件
.

因而对每一
。〔N

,

存在 x 。
〔刁使得 f介〔又介且 f介〔T

。

介
.

因

S (A )是有界的
,

故得

lim F r x 一 , z 。

(
。
) = 1 ,

V e
) 0

其中z. 〔S x 。 .

因映象S 是f
一

半紧的
,

故存在 { z 。

}之一收敛子序列 {如。 }
.

若 h m 介。= : ,

则 如 在 定理

4
.

2 的证明中一样
,

有 h m f介
* 二 二 .

因f助
*
〔了S知

。g s f介
。 ,

了连续归 S是 闭的
,

故有介〔

5 2 .

同理可证介〔T 2 .

此即 2是 f
,

S
,

T 之一公共的重合点
.

定理证毕
.

利用f ~ ‘x 时的定理 4
.

4 ,

可得 下面的

推论 4
.

5 设 (X
,

了
,

t) 是具 凸结构万的完备的M e n g er 空间
, i是一连续的T

一

范 数 使得
函数族笼巾

.

(,
,

x) }在、一 1处是等度连续的且 s u p
: 、1才(、

, 二)《 1
.

设A 是 x 的非空闭的 星形子

集
.

设s
,

T
:
A ”C (A )是满足条件 (4

.

4 )和 (4
.

7 )的多值映象
.

如果S 或T 是半紧的
,

则 S和 T

在X 中有公共的不动点
.

在定理 4
.

4 中
,

如果我们代 {巾
,

(f
,

x) }在X 一 1处的高度连续性以二元 对(s
,

T) 的渐近正则

性
,

则定理 4
.

4也是对的
.

定理4
.

6 设 (X
,

了
,

t) 是具 凸结构万的完备的M e n g er 空间
, t 是一连续的T

一

范数使得

su p
, ‘

lt( x ,

x) 《 1
.

设A 是X 之一非空门的星形集
.

设了
, X ”X 是一连续的 (牙

, x 。

)
一

凸映象
,

设S
,

7’ : A ”c (j (A”
:是闭的多值映象且满足条件 (3

.

1 )
,

(3
.

3)
,

(4
.

3)
,

(4
.

4 )及 (4
.

7 )加果

S 或T 是 f
一

半紧的
,

则f
,

S和 T 在X 中有公共的重合 点
.
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五
、

度量空间中的重合点定理

在本节中
,

我们利用第四节中的某些结果
,

在度量空间和B a n a c h空间中证明几个重合

点定理
.

注 (l) 每一具 凸结构的度量空 间是一具凸结构 的M e n g er 空间
.

事实上
,

设 (X
,

d) 是

具凸结构不
, X x X x 〔O

, 1」”X 的度量空间
.

设牙满足条件
:

对任意的x , , , 。〔X
,
几〔[o

, l ]

d (
。 ,

才 (x
, 夕,
几) )《几d (

“ , x ) + (1 一 几)d (
。 , , ) (5

.

1 )

如果我们有
_ r o -

二
. , ·

(x )一戈
,

,

当d (
“ , 。

)> x

当d (
。 , 。

)( x

WlJ (X
,

了
, f)是一M e n g e r 空间

,

其中 t (a
,
b)二 m in {a

,

b }
.

下面我们证明对任意的x , g , “〔X
,

e > o ,
几〔(o

, 1 )

F
· ,

, ‘: , , , 孟)
‘2
·, > ‘

仓一G)
,

F 一 ,

仁
*

))
设 凡

,

.(: )
一 ‘,

尸
· , ,

(汽公
一 ‘

则 有 d (晰劝 <

故 由 (5
.

1) 可得

d (。
, 。)< 井

,

1 一 几

d (。
,

附 (x
, 。,

*))< ;
:

写+ (卜 , )
·

厂
几 = 2 。

几 i

一 几

上式表明

如果

由

得知
:

F
· ,
平 ‘

二 , , , 几)
‘2
·

, 一 ‘一 ‘

(
F一(复)

,

F一(
1

色办)
‘

(
F一(厦)

,

F 一
,

(
1

色公)
一 。

F
。 ,

, ‘, , , , ; )(Z e
)> o

对任意的 x , g , 。〔X
, 。> 0 ,

几〔(0
.

1) 有

F
· ,

, (, , , , 几

‘2 。)》 ,

仓一C )
,

F
· , ,

(
,

色*

))
由 (5

.

1)
,

如果令几~ o , 。一夕, 几= l , 。= 大 ,

则我们分别有W (x
,

, , o )= g ,

牙 (x
, 夕, 1 )

= X
。

(2 ) 每一概率赋范空 间是一具由下式定义的凸结构附的M e n g er 空间
,

W (x
, y ,

幻 ~

从 + (1一 几), ,
V x , v〔X

,
几〔[ o

, l ]
.

事实上
,

F
。 ,

, (。 , , , :
(2
。) = F

“ 一 (: 二 + ‘; _ : ) , )
(2
君
)

= F : 。 _ 二 ) + (1 _ : ) (。 _ , )
(2
。)

> ‘

仁
一

(孙
,

尸一
,(汽i))

定理5
.

1 设 (X
,

d) 是具满足下述 条件的凸结构附的完备度量空间
:
对任意的 x , 夕 , z 〔X

及几〔[ o
, l〕

,
d (邵 (x

, z ,
几)

,

邵 佃
, : ,

几))( 只d (、
, 习)

.

设月是万之一非空闭的星无子集 , f
, A
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”A 是一连续的 (附
, x 。

)
一

凸映象
,

夕
,

T : A , C (月)是一闭的多值映象
,

其满足条件 (4
.

3 )及下

面的条件
:

(5
.

2 ) S (A )和T (A )是有界 的 ,

(5
.

3 ) S和T 与f可交换 ,

(5
.

4 ) 对任意的
“ , 。〔A

,

H (S
u ,

T 。
)《d (f

“ ,

f
。
)

.

如果 S或 T是介半紧的
,

则了
,
S 和T 在 X 中有一公共的重合点

.

证 设 (X
,

d) 是一完备的度量空 间
,

其具凸结构平满足条件
:
对任意的

x , , , z 〔X
,
又〔

[o
, 1 ]

,

d (平 (x
, z ,
几)

,

平 (v
, : ,
又))( 几d (x

,

y)

则 (X
,

了
,

t) 是“完备的M e n g er 空 间
,

则具凸结构平满足条件 (4
.

1 )
,

这里

t(。
,

b )= m in {a
,

b }

“ F. ,’(a) 一

《:
当d (戈

, g )< 召

当d (x
,
习)>

召

另外
,

对T
一

范数t ~ m in
,

函数族{中
。

(f, 劝 }在 x 二 1处是等度连续的
,

由H a u劝or ff 度量H

的定义
,

得知对任意的
。 , 。〔A

,
占> o及 x 〔S 。

,

存在 , 〔T 。使得d (x
, g )< d (f

。 ,

f
。
) + 占

.

此式

表明 :
如果d (ju

,

f的 <
。一 占

,

则d (x
,

功 <
。 .

故由上面关于映象F 的定义知 条件(4
.

4 )成立
.

故由定理4
.

4 ,

了
,

S 和T 在 X 中有公共的重合点
.

引用 f二ix 时的定理 5
.

1 ,

我们有下面的

推论 5
.

2 设X 是一B a n a c h空 间
,

A是X 之一非空闭的星形集
.

设S
,
T : A , C (A ) 是满

足下述条件的闭的多值映象
:

(5
.

5 ) S (A )
,

T (A )是有界的 ,

(5
.

6 ) 对任意的x , , 〔A
,

H (S x ,
T g )《 }}x 一 , }1

.

如果 (I 一 S) (A )或 (I 一 T )(只)是闭的
,

则S 和T 在X 中有一公共的不动点
.

证 因X 是一B a n ac h空 间
,

故可把它看成具度量 d (x
,

功 ~ }lx 一ylI 的完备度量空 间 (x,

d)
.

X 上的凸结构牙
:
X x X x l , X 由牙 (x

, 夕 ,

幻 ~ 众 + (1 一劝g 定久
.

在每一赋范空间X 中
,

条件d( 平 (x
, 二 ,

幻
,

牙 勿
, z ,

幻 )《树 (x
,

功总是满足的
.

故由定理 5
.

1 5 和T 在X 中有一公共

的不动点
.

推论 5
.

3 设X 是一B a n ac h 空间
,
月是 X 之一弱闭的星形子集

.

设 S: A o C (孟) 是满足

下述条件的多值映象
:

(5
.

7 ) S (A )是有界的 ,

(5
.

5 ) 对任意的x , , 〔A
,

H (S x ,

S夕)《 i!x 一 g }{
.

如果 (I一 S )(A )是闭的
,

则S在X 中有

不动点
。
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