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摘 要

本文给出一类高阶非线性时滞微分方程振动的充要条件
.

对强迫时滞微分方程给出若干充分

条件或必要条件
.

关趁询 非线性 时滞微分方程 振动

一
、

引 言

考虑偶数阶非线性微分方程
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。
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。一 a
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。
一 a ,

oo )满足方程组 (E )且

x (t) =
“
(t) (t〔[t

。
一 a , t。] )

x (七)(t
。
) = , .

(k = l , 2 ,

⋯
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方程(E )的初值问题 的

} (1
.

1)

方程 (E )的解称为振动的
,

如果它有任意大的零点 , 否则称为不振动的
.

方程 (E )称为

振动的
,

如果其任意初值问题 (1
.

1) 的解都是振动的
.

记N ~ { l
, 2 ,

⋯
, m }

.

设方程 (E )的任一解均在 I上有定义
.

对于
n
阶非线性泛函微分方程振动性的研究已有大量结果 (见文献〔l

, 2 ,

大多仅给出振动的充分条件
.

本文对高阶非线性时滞微分方程 (E )的振动性
,

件
.

在某些条件下
,

本文还给出了振动的充要条件
.

3 , 4 ] )
,

但

给出了必要条

.
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二
、

振动的充要条件

引理1 设
“
(t) 是 I上。

次可微正值函数
, 。 了” ’

(t) 《0且不在任何区间 [ T
,

co )
_
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.
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上述引理见【5〕
。

在方程(E )中
,
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,
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.
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.
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.
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这必导致 x (‘)。 一 , (t0 00 )
,

与 x (t)> o 。》 t。)矛盾
.

其次
,
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,
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,
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在 (2
.

4 )式中令 T 0 00
,

注意到 (2
.

1) 式
,

产生矛盾
.

如果h m x( t) ~ 刀< 二
,
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。
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x
《刀}

.

在 (2
.

5 )式中令 T , oo
,

又获得矛盾
.

(11)
.

当l> l时
, x 护

(t)> 0 (t> t。)
.

因为 x 声

(t)> 0 ,

故 lim x (t) 二 + co
,

设 x 尹

(T
。一 a ) = M

,

t时
c 。

显然M > o且x ‘
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:
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成立
.
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)
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.

e) 式中令T , co
,

也获得矛盾
.

综合 (i) 和 (ii )的证明
,

知 x( f) 必振动
,

充分性得证
。

r + OO

必要性的 证明
·
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,

J
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,
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一九(X )d X可以充分 刁

、 .
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;
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,
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并
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。
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.

因 x (t)是振 动 的
,
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一
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: 一_ , / ZA
.
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,
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(2
.

7 )

利用所设条件得
a
(t

。

)x (2一
‘

(t
。

)一
a
(t

l
)x

‘2一 ‘’
(t

l
)》。。夕2 , 一 1 / 2



明 忠

由 (2
.

7 )式得

二生 r + OO
a oy Z一 , / , 《QG :

(‘一 “)
一’

石J
* 。

f
‘
(x )“x (2

.

8 )

对充分大的X
。

> 0 ,

(2
.

5) 式右端可以任意小
,

我们获得矛盾
.

故 (2
.

1) 第一式是必要的
.

同理可证 (2
.

1) 第二式是必要的
.

本定理 2
.

1将文〔6] 定理 1 的结果推广至高阶时滞微分方程
.

三
、

强 迫 振 动

对于带有强迫项的时滞微分方程 (E )
,

我们给出振动的必要条件
.

定理3
.

1 设 t〔I时 。<
。
(t)《A

,
b(t)《B

, q ‘

(t)《Q且 。《a ; (t)《厅< l 对任意 ‘〔N
,

P (夕)

y

、尸
,

厂
: (t ) . d ‘一 E < 一 如果对任意正数 M 和 一 切 ‘“N

,

存在正数 G
,

使当M

《 }川时
,

有功 (功 / }川《 G
,

则方程 (E )振动的必要条件是存在掩
1 ,

杭〔N
,

使对义。> o

狡
一〔“X , + f*

:

‘X , , d一
+
一 J二二

〔一“ X , + ‘、‘X ,〕d X 一 + 一 ‘3
·

‘,

证明 设对任意正N
,

可 以充分小
。

‘3
·

‘)第一式不成立
,

贝。对充分大的X 。

> ” ,

止
一〔, ‘X ) + 了“X , , d ·

考虑方程(E )满足初始条件 (1
.

1) 的解 x( t)
,

其 中
“
(f) 在 [t

。一 a ,

t。〕2 ”一 l 阶可导并且
。‘含

(t)> o (o《k《 2 : 一 l)
, 。

(t
。一 a ) = X 。) o , , . > o (l《k《 2 ” 一 l)

, , : . _ ; = 2 (E + l)/ a (t
。

)

因为 x (t)是振动的
,

故存在 tl> 才。,

使 当t〔[t
。, t : ]时x ‘2一

‘ ’

(t)> o ,

且

x ‘2一‘
(*

1
)= a (t

。
)珑

。 _

/ ZA
.

显然存在M > o
,

使t: > t > *。时x ‘

(t一 a 。
(t))> M

, 一《‘《m
.

从t。到tl积分 (E )得
a
(t
。

)x
Z

一
’

(t
。

) 一
a
(t

l
)x

Z一
‘

’

(一
1
)

一

户J::
。。‘, ,。

‘

〔一 “一‘, , , ,‘
, 〔·‘,一

‘, , , 〕‘,

+

J:
.
“(‘), 〔一 (‘)〕, 〔·(‘)〕“‘一

亡
·“, d ‘

利用所设条件得
a
(t
。

)y
: 。一 1

2
= E + 1

《B 尸

丈功[ x (t)] d x (t) + QG (l一 口)
一 ‘

E J:
了

, 〔·“一“, , , “·“一“, ,

十 E (3
.

2 )

由(3
.

2 )式得

l《 [ B p + Q口(1 一于)
一 ’] E J二

f
·〔“X , + 了“X , ’“‘

(3
.

3 )

但是对充分大的X
。

> 0 ,
(3

.

3 )右端可任意小
,

我们获得矛盾
.

从而 (3
.

1) 第一式是必要的
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同理可证 (3
.

1) 第二式的必要性
.

在方程 (E )中令b(t)“o , g ‘(g )“ l(‘〔N )
,

我们得到方程

、.了、.尸尹、.卢
护

、.口产

(Ez3.43.53.6

了.、
产‘.、矛.、

[ a (t)
x ” 一’

(矛) ]
‘+ E g ‘(t)f

‘[ x (t一 a 。(t )) ] =
e
(t)

‘= 1

设h( t) 在 I上 2 ”次可导且振动
,

在 (E
:

)中作代换

x (t) = 夕(t ) + h (t)

若 h (t)满足下 式
,

[ a (t)h
‘2一

‘’
(t)]

‘
= e

(t)

则方程 (E
:
)化为

[ a (t), ‘2一‘’
(t) ]

‘+ 艺 口‘(t)j
‘[ , (t一“

.
(t)) + h (t一“

‘
(t)) ] , o

以下设t〔I时有。( a (t)《A , a ‘(t)> o , q ‘(t)> o (t〔[t
。 ,

oo )
,
‘〔N )

.

为简单
,

假设 以下论述

中的不等式对充分大的 t成立
.

引理 2 设x( O > 0是方程 (E O 的不振动解
,

州 t) 是方程 (3
.

6 )的解且满足 (3
.

4 )
,

则存

在奇数 l: 1《l《 2n 一 1 ,

使 t 充分大时

(i ) g ‘仓,
(t )> o (掩= o , l , 二 ,

I一 l)
.

(11) (一 l )
‘+ 合夕(“,

(t )> o (k二 l
,
l + l

,

⋯
, Z n 一 l)

证明 因x( O > 0 ,

由方程 (3
.

6 )得

[a (t)g “
” 一‘’

(t)」
‘
二 一 E 口‘(t)f

‘[ x (t一 a 。
(t))〕( o (3

.

7 )
‘一 l

可以证明
, g ‘“” 一 ‘ ,

(t)) 0
.

事实上
,

若 , “

一
‘’
(t

,
)《o ,

由 (3
.

7 )式知当 tZ > tl时
a
。

2

)夕
2 ” 一’

(t
Z
)

< a
(t

l
)v

、2 ”一 ” (t
l)《0

.

于是
,

由微分中值定理
,

有t :

< t : < t ,

使

y “, 一 “

(t) 二 , ‘2一
“,
(t

:

) + 夕‘” 一‘’
(t

3

)(t一 t :

)

《g 〔2一
2

(t
:

) +
a
(t

:

), ‘2一
’

(t
:

)(t一 t :

)/ A
.

令 t”OO
,

根据上式知洲 t) ” 一冈
.

这与 (3
.

4 )式及以 t) > o和h(t) 振动矛盾
.

其次
,

由(3
.

7 )式得

[a (t )9
2 ”一 ‘

(t)]
‘
= a (t ), (“,

’

(t ) +
a ‘

(t )g
(2 ” 一 ”(t)< o ,

所以

y “.

(t)< 一 a ‘
(t)g

“

一” (t )/
a
(t )《o ,

从而 , (t)不振动
.

注意到 x (t )> o ,
h(t )振动

,

故由(3
.

4 )式知g (r)> 0
.

再利用引理 1 ,

可知引理 2 结论成立
.

定理3
.

2 设h( t) 满足

lim in f h(t )/ t
Z ” 一 1

= 一 co l

lim s u P h(t )/ t
Z ” 一 ‘

~ + co
t es今 。 〕

(3
.

8 )

则方程(E
:

)是振动的
.

证明 设x( t) > o是方程(E
:

)的非振动解
,

由引理 2知
,

存在奇数 l: 1《 l《 2 。一 1 ,

使当

*充分大时y “
(t )) o (o《k《l)

, y “ + ’“

(t )( 0
.

故存在正数M
,

使对充分大的 t 有 o< g (t)(

价
‘.

由此得
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lim s u p , (r)/ r
‘

《M (3
.

9 )

注意到 (3
.

4 )式
,

即夕(t) == x (t )一 h(t )) 一 h(t)
,

1im s ll P

但由 (3 8 )式第一式得

lim s u p

一 h(t、

一产
’

一仁

吸:哭
s u p

票)--

由 (3
.

的式得

( M (3 1 0 )

一 h(t )
t忍

二 一 t Z” 一 ‘一 ‘lim i ll f
召- 卜O 。

记

h(t )
t Z” 一 1 = + co (3 一 l)

(3
.

1 1) 式与(3
.

10) 式矛盾
.

定理得证
.

h
十

(t ) = m a x {h(t )
, 0 }

h
_

(t )= 一 m in {h(t )
, 0 }

} (3
.

12 )

定理3
.

3 设o《a ; (t )《厅< l (i〔N )
,

存在k l ,
k

:
〔N

,

使j几
:

(x )
,

f*
2

(二)
, g , :

(才)
, g 。:

(t)

均为不减函数
,

并且有

厂
。。1“, f*

且

〔“
·

“, “d ‘一 + -

J万
。。: “, f“

2

〔”
一

“’〕“, 一 + OC } (3
.

1 3 )

则方程 (E
: )是振动的

.

证明 设 x (t ) 是方程 (E
Z

) 的非振动解且 x (t )) o ,

由引理 2 知
, 夕(t )> o , v ,

(t)) o ,

, 2 , 一 ” (t )> o , , ‘2 , ,
(r)< 0

.

于是 lim g ‘’一 ” (t )存在非负
.

从T
。

到T 积分 (3
.

6 )式
,

a
(T )g

‘2 ” 一 ‘
(T )一

a
(T

。

), (2 , 一 ‘ ,

(T
。

)

二
.

r ,

+

石」
: 。“‘(r)f

‘

〔““一““‘))十 ”“一 口‘(‘”〕一 ” (3
.

14 )

在 (3
.

14 )式 中令 T ” co
,

可知

f犷
。‘ .

(, ), * 1

[ , (, 一 。; :

(, )) + 。(卜
。* :

(, ))1、, < co
J 1 0 一 1

(3
.

1 5 )

另方面
,

因夕(t ) + h(t ) = g (t ) + h
+

(t)一 h
_

(t)
,

故 当h
,
= o时

, y + h = g 一 h
_

= x ) o = h
+ ,

当h
_
= o 时

, , + h = , + h
+

) h
十 .

所以 , (r) + h (t)) h
十

(t)
.

注意到 g , :

(t )
,

f ; :

(t)均为不减函

数
,

再利用 (3
.

1 3 )第一式
,

我们得到

r r

J
: 。 q , ,

(‘)fk
盆

[“(‘一 口。:

(‘)) + “(‘一 a 。: (‘))] J‘

可: 。q。:

(t )fk ! ;

[h
·

(t一“。
,

(t )) ]d t

g 掩:

(t)f壳
,

[h
,

(t )」d t , + co (T , co ) (3
.

16 )

T牙
.

1
口

李

(3
.

1 6 )与 (3
.

1 5 )矛盾
.

定理得证
.

记h (t)〔H
,

如果h (t )振动且存在数列凌S
,

}和{习
。

}
,

使lim s
。
= lim 忍

。 = OO
,

满足
州, 二) O n 一争 二C

h(S
二

) ~ in f {h (t )
, t> S

”

}
,

定理3
.

4 设h( t) 〔H
.

如果存在k〔N
,

方程 (E
Z

)是振动的
.

h(刃
。

) = s u P{h (t)
, t> 刃

.

}

使 ,
。
(二)是 不减函数并且

又
“q · (‘)d ‘一 +

一 贝”

证明 设x (t )是方程 (E
:
) 的不振动解且 x (t)> 0

.

由引理 2 知
, 夕(t)) 0 , 梦‘(t)> 0 ,
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g
、
2 , 一 ’)

(t )> o , 9 2 .

(t)< 0
.

取S 。充分大
,

使当t > 孔
.

时

, (t )+ h(t )> , (t ) + h(S
”。

) =
z
(t )

.

(3
.

17 )

由 (3
.

17 )式知
z ‘毖

(t) = g ‘. ’(t)(掩= l , 2 ,

⋯
, Z n )

.

由方程 (3
.

6 )及f
。
(x )不减可得到

,

当t > S 、

时

[a (t )
z ‘, 一” (t )]

产+ q .
(t )f

. [ z (t一 a .
(t ) )]

《 [ a (t ), 2一 ‘
(t )]

‘ + E g ‘(t )j
‘[v (t一。

‘
(t )) + h(矛一。

‘

(t))〕

= 0
。

但是
,

由于f
, [z (t一 a .

(t))]》f
. [z (t一 a )]

,

故

[ a (t)z
‘2一 ‘’

(t)]
声+ 9 .

(t )f
。[ z (t 一 a )〕《 o

由t》S 、时
,

z
(t) = 夕(t ) + h (S 、 )> 习(S 、 ) + h (S

。。

)= x (S
”。

)> 0
.

从S 、 + a 到T 积分(3
.

18 )式得
a
(T )

二 2

一 ‘’ (T )一
a (S

。。

)
z “

一
’

(S 、 )

(3
.

18 )

f 牙

茱蕊一 I_
_

q 一气r JJ 今 Lz t‘一 a ) 」a 「

J O 为 十 a

《 一j
, 〔·(S 一 )〕

皿
、+ 。 。· (‘)d ,‘

一 (T , 一 )
.

这与lim z ‘2 , 一 ’)(T ) = lim g
’

2一”(T )存在非负
,

矛盾
.

矛- , ‘呢, f 叫卜C .。

定理3
.

5 设 Ih(t )l《M
,

lim h(t )不存 在
,

如果存在 k〔N
,

使 f
.
(x )是 不减 函 数且

如
外“’“‘一 + oo. 则方程‘“

:
’的任一解的导数振 动

,

一切无界解必 振动
·

证明 设x (t )是方程 (E
:

)的不振动解且 x (t)> o
,

则 , (t)> o , , ‘

(t )) o , a
(t ),

2 , 一” (t)

> o , [ a (* ),
‘“一 ‘’

(t)]
‘

< 0
.

因此
,

lim a
(t ), ‘2一”(t)存在有限

.

已- 扣 二C

( i ) 如果x (t)无界
,

由 }h(t ) }《M知夕(t ) = x (t)一 h (t) 无 界
,

设 t 充分大时g (t一 a )>

ZM
,

则

x (t一 a ,
(t)) = , (t 一 a ,

(t)) + h(t 一。
.
(t))

> 夕(t一 a ) + h(t 一 a 。 (t) )

> ZM 一M 二M
.

因此
,

当 才充分大时
,

由f
, (x) 不减知

f
。 [ x (t一 a 。(t))1》j

。
(M )

T
。

取足够大
,

从T
。

到 T 积分 (3
.

旬式得
a
(T

。
)夕

〔“, 一 ‘’
(T

。

)一a (T ),
“” 一 ‘

(T )

> ,
。
(、){二

。.
(, )‘, , + oo (T , OO )

.

J 1 0

这与lim a
(t )g

‘2 , 一” (t )存在有限矛盾
.

故x (t )必振动
.

‘- 李O 口

(11) 若 x (t)有界
,

因 】h(t ) !( M
,

故 , (t)也必有界
.

从而lim 梦(t )=
c < + co

.

若x ‘

(t)最
‘

. , 》。;

终为负
,

由于u ,

(亡) + h
‘

(t )= x ‘

(t)< o及h
‘

(t)振动
,
夕
‘

(t)必最终为负
,

这与 , ‘

(才)> o矛盾
.

着



忠的O 靳 明 思明

x ,

(t )最终为正
,

则lim x (才)= b存在有限
,

从而
‘- 夕 (, 二

lim h(t )= lim x (* )一 lim 夕(t )~ b 一 c .

‘- 李 。。 心一卜 〔屹 口- 争 。 ?

这又与h m h( t) 不存在矛盾
.

因而x, (f) 必振动
.

. ~ ) 。 ,

本文定理将文〔7 」中的结果推广到高阶时滞微分方程
.
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