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摘 要

本文给出N a vi o r 一S to k e s方程某种边值问题局部解不唯一性的一个例证
。

关扭饲 N a v ie r 一S t o k e s方程 湍流

N a vi er
一

s to k es 方程是流体力学中一类重要的拟线性偏微分方程组
.

它的边值 (或初

植) 问题被用来描述粘性
、

不可压缩流体的某种运动状态
.

关于它的解 (在指定 的 函 数 类

中) 的存在性
、

唯一性和稳定性的研究
,

国内
、

外都有大量的专著
,

其论证的结果都是肯定

的
.

法国的J
.

L e r a y
,

R
.

T e m a m
”全
等人

,

在这方面都做了很 多的工作
.

特别是J
.

L e ra y

早在 1 9 34 年就曾对 N a vi e r 一S to k es 方程的某种边值问题做了较深刻的研究
,

求得了局部解

析解的表达式
,

并证明了其唯一性和稳定性
丁‘〕.

19 80 年开始
,

我们对流体力学中几类基本的

偏微分方程组进行了定性和定量研究
,

并取得了一些结果
〔毛, ,

在严格论证之后
,

附加上了若

干个例子
,

用以说明 N a vi e r 一
8 七。k es 方程的不稳定性

.

这些结果已成书 出 版
; “二 .

之后
,

在涉及湍流研究中
,

我们又做了一些工作
,

部分结果 曾在法国的国家高等师范大 学 (E c ol e

N o r m a le S u p e r ie u r e )的 C a r tie r 教授的讨论会及已黎第六大学 A u b i n 教授的讨论会等

处做过报告
.

本文就是这些报告的一部分结果
.

根据 L a u d a u 一L if c hi tz
【“, ,

带有固定边界 (S )的粘性
,

不可压缩流体未被干扰的定常

运动由以下问题描述
:

(。
.

v )。一咨
g r a d , + , △。

派
尸

;

( l )
d iv

。

u 二 0 】
u !

‘s )= 0 )

即一种简化后的 N a vi er
一s to k es 方程的边值问题

.

此处 (x
, 夕,

劝〔Rs 是空间点的坐标
, u

= (
u 二

(x
, ,

, z )
, u ,

(x
,

夕 , z )
, u 二

(x
,

v , z ))是流体的速度矢量
,

P = 户(x
, , , z

)是压力
,

户代表密度
, v
是动粘性系数 (e o e f fie ie n t d e v is e o s ite e in o m a ti q u e )

.

在这种运动中
,

p 与,
被假定是已知常数

, 。和 p 是未知函数
,

(S )是固定边界 (我们假定它是一个充分光滑的

曲面)

现在取 (S )为坐标平面 (x 二 0 )
,

那未边值问题 (l) 成为
:
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‘“
·

v , “一分
g r a d , + ·△“

} ( 2 )
d iv

·

u = 0 , u {
二二 。

= 0

考虑如下两组定义于尸上的解析函数
:

0

s h x
。

e 0 S z

翻

0

P
。

(常数)

u
广
’= o

。

升
2 ’, o

“: 2
’

, sh x

P
Z
= P

o

C O Sg

(常数 )

可以立即验证
, “ ’

和。 ’、

是边值 问题 (2 )的两组非平 凡 解
,

而且
: ‘、

笋 。 2 )
这 个 事 实 表

明
,

边值问题 (2 )的局部解是不唯一的
.

由于上述边值问题是研究湍流问题的基础
,

因而它的解的不唯一性以及由此导致的不稳

定性
,

似乎应该引起足够的重视
.

特别要指出的是
,

这里我们并未要求给出压力尸在边界(s )

上 的值
.
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