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摘 要

本文研究了变分学中的逆问题
.

通过变积概念的引入
,

给出了系统地研究变分学中逆问题 的

一种新途径
.

将这种方法应用于线弹性动力学和粘性流体力学中
,

建立了各自的变分原理 和广义

变分原理
。

关. 词 变分原理 变积 逆问题

一
、

引 言

变分法是研究力学
、

物理学和其它各种技术科学的强有力的工具
.

在许多学科中都巳积

累 了大量的事实
,

证实了变分法的重要意义
.

在该领域中我国学者做出的贡献
,

文献 〔l〕中

巳做了概括的论述
.

变分原理作为有限元法和其它近似计算方法的理论基础
〔““几 ,

随着 电 子

计算机的迅猛发展
,

越来越得到人们的重视
.

因此寻求如何将微分方程 的边 (初 ) 值问题转

化为泛函的驻 (极) 值问题的普遍方法
,

已成为数学工作者和力学工作者十分关注的问题
,

并称之为变分学 中的逆问题
.

关于弹性动力攀 中初值问题的变分原理
,

;气本世纪六十年代 G u r ti n 〔4二以卷积形式给出

某些泛函
,

罗思〔“二从一个守恒关系子熟发推导并推广文献 E4 〕的结果以来
,

进入了一个新的时

期
.

关于流体力学 的变分原理
,

之乍来都是在训 究非粘性流动
,

且 名数是从 伯 努 利 方程出

发
,

根据流函数的表达式建立泛函的
,

这方面林泉翅和 R u bi n o w 〔6二
等人都做出 过 重 要 贡

献
.

钱伟长〔7 二 从 N a vi e r 一S 切 k es 方程出发
,

布 究了粘性 流动
,

建立了包含有变 分式在内

的变分原理
.

本文从变分的基本运算出发
,

探讨变分的逆运 算
; 通过

“

变积
”

概念的引入
,

旨在为研究

变分学 中的逆问题
,

建立厄一种新 的普遍方法
.

本文第二节提出了变积的概念
, 第三 节研究了三类典型方程的变分逆问题

,

从数学上证

实 了变积方法的可行 比, 第四 节和第五 节建立 J 弹性动力学
, !‘的变分原理

,

除得 到巳有的全

部结果外
,

还得到一些新的变分原理
; 第六章宙;究 厂不可压缩 砧性流动问题

,

首次建立了以

卷积形式表示的不可压缩粘性流体力学的变分原理及其广义变分原理
.

,

钱伟长推荐
。

1 0 9 1年4月1 日收刊勺稿
,

1钓遴年4月 1 口收刊他改稿
.

.. 现左北方交通大学 1
_

作
.
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二
、

变 分 与 变 积

变分

设有定积分形式的泛函
:

: 一

{:
F ‘X

, “, ”‘’‘X

(2
.

1 )

其中 义为自变量
, , (x) 为自变函数

.

对(2
.

1) 式进行变分运算可得
:

、 一

{:(盟
一

去韵、
二 +

器袱 (2
.

2 )

泛函的驻值条件为 d犷 = o ,

由于句为独立变量
,

故 (2
.

2 )式为零的充要条件为
:

、、.....
、2了....护矛

口F d 口F
一- 二厂- -

一 - 二
-

-
~ 闷, - 二-

= U
口9 d X 口g

r
(在 域中)

(2
.

3 )

口夕
= o (在 x = a 和 x = b处)

解一即邓一

这样便将泛函的驻值问题化成 了微分方程的边值问题
.

2
.

变积

设在函数空间中
,

将 (2
.

3 )式相对于自变函数州x) 积分
,

则有
:

{:‘
一

{:{:(盟
一

去器)蒯
二十

{:器嵘 (2
.

4 )

为了与微积分学中的积分相区别
,

不妨称变分学中这种对函数空间的积分为变积
.

对 (2
.

4 )式在x 域中分部积分
,

有

l:
“犷一

{: {:(盟、 +

纂
。。

,

)
d X

一

{: {:
。二 (二

, 。 , , ,

)、x

进而 有
: 犷 一

{:
F (X

, 。 , 。,

)d X

可见 (2
.

5 )与 (2
.

1)相同
,

由 (2
.

4 )到 (2
.

5 )的过程正是由 (2
.

明
,

正如积分是微分的逆运算一样
,

变积是变分的逆运算
.

(2
.

5 )

l) 到 (2
.

3 ) 的逆过程
.

这说

三
、

三类典型微分方程的变分逆问题

我们 以二维问题为例
,

考虑一部分边界上给出自变函数的值
,

而在另一部分边界上给出

自变函数沿法向导数的值
.

对于其它类型的边界条件
,

可用类似方法讨论
.

在二维问题中
,

V
Z
-

口
2

_
_ . _

_ _
‘、,

二
, ‘

、

。 _ 一 _ 。 一
十石亏「

.

用甲却表不幽数切与 , 四蚕积
,

InJ 且思记
,

0�b.一口

儿(t ) = 1 , g (t ) (t> o )
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1
.

泊松方程的逆问 .

方程

V : 。= j (x
, 夕)

空间边条

(其中
“= u

(x
, g )

,

在A 上 ) (3
.

1 )

幼 = 幼l

口翻

花万 = “,

(在口月
.

上 )

(在d月
,

上)
(3

.

2 )

对(3
.

1) 和 (3
.

2 )施以变积运算
,

有

l:
‘犷 一

丁:I“
v

’

一 , )“
·d A +

{:{
。 ,

“

(

一
1
)

噜
己s

+

{:l
, ,

,

(一斋)
。。‘s

一

{:l
, ,

:

l‘一
, ‘

斋
+

斋
“·

〕
d · +

{:!
, ,

,

一、d s

一

{:I
,

“
“ 一

{:}
,

漂喘
+

斋
“

会)dA
进而可得泊松方程对应的泛函为

:

「
, 、

口“
.

。
_

f
.

。 f
犷 一 J

, ,
.

‘u 一“‘)
下

“。 + J
。,

, “, “d “ 一 1
,
J“d 月

一

合I
,

【降)
“ +

喘)
’

J
d A

(3
.

3 )

如果我们只对(3
.

1) 式作变积运算
,

则有
:

{:
’ ‘厂一{: {

,
(v

Z

一了)。
。、,

一

{: {
a ,

.

会
““d“ +

{: !
a A

,

斋
。U d “一

{: J
,
f、 d ,

f
.

f 「 口“
。

口“
.

口“
。

口“ 1
, J

一 吸 1 1
.

石

一 O ee 气万一一 十一
石 O 一石? la 月

J o J月L a x o 义 0 9 0 习 J

利用边界条件(3
.

2 )有
, , .

3
。 。。 , _

J

。:
。。d s 一 {

“

f
l, 。

。、,

月
一 J O J 月

f 了 口“
。

口“ 口u 。

口u \
. J

龟 . 一可 O一万
~

十一不 O
~ es
二 . a 刀

J 泥 、 Q X a 劣 Oy 0 9 1

八

JaI内eeJD门IJO一

进而得
: 犷.

一

{
, ,

,

一d s 一

{
,
f
·d A 一

合{
月

l(
一

皇)
2 +

(会)
’

〕
d A

(3
.

14 )

如果我们对泛函犷取变分
,

将得到 E ul er 方程 (3
.

1) 和自然边界条件(3
.

幻 , 而对泛函

犷.
取变分将只解得 到 E ul e r 方程 (3

.

1)
,

而 (3
.

2 )以强制边界条件的形式得到
.

下面我们只建立带有自然边界条件的泛函
,

而对强制边界条件的泛函
,

不难用相类似的

万法得到
.
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2
.

输运方程的逆问题

方程

守 一 v
Z“ 一了‘x

, 。
,
: , (其中。 一 。(、

,

,
,

: ) 在、 又 (。
,

。)
_

{
一

)

0 万
(3

.

5 )

空闰边条

{
。 = u l(才) (在口A

。

土 )

旦
“ = 。:

(r) (在口
,
1

, 一

匕)
O V

(3
.

6 )

时 同初条 u l
‘一 。

~ u 。

(x 刀)

对 (3
.

5 )
、

(3
.

6 )施以 L a p la e e 变换得

PU 一 “5
一 V

“

U ~ F

(3
.

7 )

(3
.

5 )

{
U = U I

dU

d v

(在口A
。

上 )

U
:

(在d 月
,

上 )
(3

.

6 )

这里记
: 。牛 U

,

f 钾F 等
,

p 为 L a p la c e 变换中的参数
.

对 (3
.

5 )
‘

和 (3
.

6 )
‘

施 以变积运算可得输运方程在相空 间对应的泛函

才一

{
,

l; 沙
一

二叨
一

去
尸“

」“
+

儿
.

李(Ul
一 “)

一

瓮dS

一

{
: , ,

宕
U

Z
U d S +

省{
,

告l(瓮)
2 +

(胃)
2

」
J :

(3
.

8 )

反演得原空 间的泛函

。 一

{
,

!仓一
* 一“· ,
」
二 d A +

{
。

一

、
.

“· (

一
,
·

霎二
d s

一

{
。 J

:
,

“

一
d s +

奋{
, ”·

!会
·

居艾
+

窝
·

言馨〕
d A

(3
.

8 )

波动方程 的逆问题

方程

黎
一 v

之

一 , (X
, 。 , : ) (其中

一
(
X , 。 , r) 在A x (0

,

一)上 )
(3

.

9 )

空 间边条
“ = “ ;

(t)

口u , 、

一

5 一 = u 么气T )
U V

(在口月
。

上)

(3
.

10 )
(在 d 月

,

上 )
}

初始条件
“}

: 二 。
= u s

(x
, 夕)

口“
,

互厂 }‘二。 = “6 气劣 , 夕)
U ‘

} (在A 上 ) (3
.

1 1 )

(3
.

9 )
、

(3
.

10 )的 L a p la e e 变换形式为
:

P
Z
U 一 P“

。
一 “。一 V

Z

U ~ F
(3

.

9 )
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,

U = U
,

{
U 1

日U
一: 二一一

= L产
,

口少
~

(3
.

10 )
尹

对 (3
.

9 )
尸

和 (3
.

10 )
‘

施以变积运算可得波动方程初值问题在相空 间的泛函

平一

{
‘

l合
+

{
, ,

.

u
:
一上

。二

u 一一
P

’

P

、“一

子
一
“U

」dA

一

, 争 (U
,

一U )黑厂
P

一 、

“
U v

口U
d S

+

合I
,

责l(臀)
’ +

(瓮)

华
u

,

u js
I
A

,

P
.

d A (3
.

12 )
尹

f,山
, ..J

.

2

反演得原空间的泛函为
:

「「 1
,

门
. J .

f
, 、

口“
,
。

犷
= J

,

L万
“一“, n 一““夕一 g . J J

. u a 直 十J
, ,

.

9 . 、“ , 一 “ )’一丙
“。

f
,

。
_

1 f F d “ 口u
_

口“ 口“ 1
. J

一1
, ,

,

9 . “, . “a 。 + 丁J
, g .

L矽
x 一活呀 +

而一花面
-

」
口月 (3

.

12 )

四
、

基本函数状态空间中线弹性动力学的各种变分原理

由自变函数
:
应力伪

, ,

应变价 , ,

位移
“‘
构成的函数空间称为基本函数状态空 间 , 相应

地称由应力a’ , ,

应变匀
, ,

位移
。‘,

速度
。‘和动量 P‘构成的函数空 间为广义函数状态空 间

.

在基本函数状态空 间中
,

线弹性动力学初值问题的基本方程为

运动方程
a ‘

川 + f
‘
= p 公‘ (在犷 x [ 0

,

oo )) ( a )

应力边条
a ‘, n , 一 p ‘= o (在S , x [ o

,

oo )) ( b )

几何方程

、.夕、.产

Cd
了.、了.、

。。, 一 “‘, , 一

音
(“

‘, , + 。, , 。

) (在犷 x 〔。
,

co ))

位移边条
“‘= . ‘ (在S

. X [o
,

co ))

本构方程
、.尹
.、.了

G公i
了.、
‘夕.、

a ‘, = A ‘5 0 1 ￡, :

(在犷 x (o
,

co ))

或

初始条件

己‘, = B ‘, , : a . ‘

(A(B(c

口“
‘ l

、 J

一
, ,

一
、

“‘
l
‘· 。= d

‘,

渝 {
二 。

一 ”‘
(X , “) (在犷 内)

上述方程的 L a p la c e 变换形式为
:

召‘, , , + F ‘= p (P
Z

U ‘一 Pd ‘一 ”‘
)

刃‘, ”, 一户‘= o

牙 ‘, = U ‘, s
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U ‘= U ‘
(D )

刃‘, 一 A
‘, 。: 了 。:

(E )

了 ‘, = B ‘, . :艺 , :
(F )

这里有
: 伪 , 共万

‘, , 匀 , 牛 了 ‘, , “‘共 U
‘ ,

了
.

: 、

I.’
,

p
‘
井P ‘

P为 L a p la c e 变换中的参数
.

1
.

经典变分原理的泛函

( l) 对 (A )(B )式作变积运算

I厂
!
。厅

1 一

{
U

{
; , { 〔“

‘, , , + F
。
一 。‘,

Z

U 。一 , d ‘

一 )〕‘U
‘d 厂

+

l了
‘

Js
,

声
‘’

‘一“ , ·, ’‘U
‘d s

一

i了
‘

l
,

) 冬〔F
‘一 。‘p

‘
U 一 p d 。

一’〕‘U
‘d 犷

异
一

“ , “U
。, , d厂 +

I了
‘

Js
,

少
p 。。U ‘d s

。

多
一

“
, ”, “U

‘
d s

f升fJS

U0r...J

+

引入约束条件(C )(D )并将(E )式代入可得泛函

瓦 一

{
; , : 〔

F ‘U ‘一 。

(道
一

,
Z
U ‘一 , 、

‘

一)
。‘

一

合
A

。, 一“ , ‘ 一

〕
d V +

l
: ,

子
p OU ‘d s

H l 一

i
,

〔
。·f

‘

一壹
A ‘, 。:。·“

,

一 2
P “‘一“‘+ Pd

‘
h 补“。

+ 。。‘。一。 ‘

1、。
+
l
。 。.

,
‘一u ‘、s

J J 口 护

若将
、C )式代入刀

1 中可得

二卜 l
_

f
。.

,
‘ , “‘一

之, ‘, , :。,

“
, , , u , , ‘-

J V

“
2

P u ‘朴“‘+ Pd ‘h朴“‘

+ , 。‘。, u ‘

1、:
+
l
。 。. , ‘, “‘、s

J J 。 ,

若将(e) 式从刀
; 中分离出来作为约束条件可得

川一 l
_

「
。
幼。

‘- l
2 9 朴a ‘J会￡‘J 一 ;

。“‘·“‘+ ; d ‘”, “。

+ 。。。。一 u ,

1、厂 +
{

、
.

。一 ,
‘, “‘d s

一 J 口 ,

用类似方法可得如下泛函

( 2 ) 对(C ) (D )作变积运算可得
:
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r : 一
【f知

‘, . :。. a ‘, . 。 . : +
鲁
。。‘一。。

1
‘: 一

(
。 。一。‘一a ‘, 。, d s

厂 :
具有约束条件(a )(b )

.

( 3 ) 对(E )式作变积运算可得H 贯
,

若将 (C )从 刀萝中分离出来作约束条件可得 H : ,

而对(F )式作变积运算可得厂
: .

广义变分原理的泛函

( 1 ) 对 (A )(B ) (C )(D )式作变积运算

厂
’

。行
: 一

厂
‘

上宁
〔万‘, , , + “‘一 p ‘p

Z

U
‘一 p d ‘一 ” ‘

”“U
,d 犷

+

厂
‘

Js
、二

2

(,
‘一“

, 一 ,“U ‘d s +

犷
‘’

I
,

贵“
‘, 一 U 。, ,

, ‘, ‘, d 犷

+

犷
‘’

Js
.

乡
‘U

‘一“‘, ““ , 一d s

将(F )式代入稍加运算即可得

成 一

J
,

责I
F ‘U 。一 。

(省
,

Z
U

‘一 , d
‘

一)
U 。一 ,

。, 犷
。, , +

音
B ‘, 。 :‘。, , 一

l
d 犷

+

Js
.

宁
(U

。一“‘
, ‘

。, 一d s +

玉洽
, 。U

‘
d s

若在上面的变积运算中不是对刃
。, , , dU ‘而是对U

‘, , 占万 , 分 部积分
,

则得

几一

I
,

节小
U ‘一 。

(音
,

Z

U ‘一 , d ‘

一 , U
‘+ U ‘“‘, , , +

合
B ‘, 一“。, , 一

」
d犷

+

I
: ,

贵
‘p

‘一 , ‘, 一 , U
Od S 一

孔
.

奋
““

‘, 一d s

反演得

二 : 一

I
,

【
。·f

。·。‘一

;
。

一
+ 。d

。
“一 + 。一。

一
。
一

,

一
,

+

告
。

‘, , :。一 a ‘, . a 。‘

〕
d。 +

{
。 。. (“

‘一 。‘)
. 。‘, 。,、s + 【

。 。, , ‘. 。‘d s

‘ J J J . J O ,

r : 一

J
,

l
。·f

‘

一 二
。

一
+ 。d ‘“一 + 。一g

一
g

一
川

+

合
。‘, 。!。·。 , ,

一〕
d犷 +

J
s , 。· (, 。- a ‘, 一 )一 d s

一

Js
. 。·“‘

一
d s

( 2 ) 对 (C) (D ) (E )式作变积运算可得

r :

一l
,

[
。·a 。,

一全
A

‘, 一。·

一
+

音
;

一」
、:

一

{
, . 。· , ‘

一
, 一d s

( 3 ) 对(A ) (B )(F )作变积运算可得F
: ,

而对 (A ) (B )(F )(D )作变积运算则得文〔4 〕

中(4
.

1 1) 式所示泛函
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一O‘十
厂卜叮

J V ‘

。, ,
‘· 。‘一

省
。。‘· 。‘+ 。d ‘”·“‘+ p ”‘。· : ‘

B ‘, 。‘g 荟a ‘, 补a , :

一 。, a ‘, . 。‘,

1、。
+

{
_

。.
(
“‘一 。‘)

. a ‘, 。, 、s +

{
。. , ‘. “‘d s

J J 刀 “ J 召 ,

(4 ) 对 (A ) (B )(C ) (D ) (E )式作变积运算可得

11 3 一

{
;

l
。, a ‘, ,

(
: ‘, 一。‘, , ) + 。· ,

‘·。‘一

合
。。。·“。+ 。。‘、·。‘

2

, ‘, : : g , 。‘, . 。。 : + 。。
‘g , u ‘

1、: + (
。 。一 ,

。. 。‘d s

J J O 护

+

{
。 。.

(
。‘一 。‘)

二。‘, n , d s

r
3
一
{f

。, 。‘, . 。‘, + 。. 。‘. a ‘

川 + : .
,
‘, “‘-

2
P “‘朴u ‘+ P d

‘
h爷“‘

+ P v ‘g 朴“‘一
2

A
‘, 一。·

一〕
d 犷 +

{
s , 。· (, ‘- a ‘, 一 )一d s

一

{
。 。. 。‘. a ‘, n , d s

五
、

广义函数状态空间中线弹性动力学的各种变分原理

在广义函数状态空间中
,

线弹性动力学初值问题的基本方程为
:

运动方程

应力边条

几何方程

位移边条

本构方程

或

速度位移

动量速度

初始条件

a ‘, , , + j
‘= 口P ‘/ 口t

口‘, n , = 忍‘

￡‘了= 鹉‘, 夕 = 冬(
“‘, , + “, , ‘

)
‘

u ‘== 诬‘

a ‘, = A
‘, 。‘￡。:

￡‘, = B ‘, 。za 。‘

z; ‘= 口“
‘

/ 口t

p ‘= p 口‘

“

小
二 。

= d
‘

p
‘

}
‘_ 。

= 乡
‘

( a )

(b )

(e )

(d )

( e )

(f )

( g )

(h )

上述方程的L a Pl a c e变换形式为

万‘, , , + F ‘= sP ‘一 ,
‘

(A )

刃‘, n , = 全‘ (B )

了 ‘, = U ‘, , (C )

U ‘= 口‘ (D )

万‘, = A ‘, , ‘了 。:
(E )

或 『 ‘, = B ‘, , :万
。‘

(F )

犷
。
= : U

‘一 d
‘

(G )

p ‘= 户F
‘

(H )

为防止符号混乱
,

这里将L a p la c e变换 中的参数记为
; ,

将应力边界上 的给定值记为 云
‘
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1
.

五类变盆的泛函

对 (A )(B )(C )(D )(E )(G )(H )式作变积运算

{犷
,
。万

5 一

I了
’

l
; 一

寸
2 一

〔“
‘, , , + F ‘

一 p
‘+ ,

‘

, “U
‘
“犷 +

{户
‘’

!
,

.

;

: “
‘, 一 U 。, ,

, ““
, “犷

+

l于
‘,

{
,

一

专
(“ ,

一

A ‘, 一 ‘ 一)“
‘, d 犷 +

l:
‘

{
; 一

;
一 ‘犷‘

一U , + d ‘,护
‘d 犷

+

l犷
’

l
,

一

读
2

一

(p
‘一 ; 犷

:

)‘犷
。
d 犷 +

l了
‘

L
.

:
一‘, ‘一刃

‘, 一 , “U ‘d s

+

犷
‘’

Js一止
玄一
‘U

‘一口
‘

, “刃
。, 一“S

稍作运算即可得

二
。
一
「「

。一,
。, “。+ ,

‘。. 。‘一 。, a ‘, . 。‘, , 一 h, , ‘. 。‘+ : . a ‘, , 。‘,

, V ‘

+ 。·, ‘, 。。+ d ·。·,
‘ 一

音
A ‘, 一。· 。‘, , 。

一
l
2 p g . v ‘书 ”‘ ]

“犷

+
{

_ 。, “. “ ‘、s +
{
。 。, (。

‘一 。‘) . a ‘, n , 、s

J O 弓 J O ‘

r
s
一

上{
。·f

‘

一 + 。··‘

一
+ ,

, g

一
‘· p

!

一 + “·。 , ,

一

+ g . P‘朴v ‘+ d
‘夕爷P

‘
一

音
“‘, 一g , 一 , ’ “

一
]
2 p g 爷 v ‘朴v ‘

+

{
。

.

。.
(,

‘一 a ‘, , ,
)

, 。‘、s 一
{
。 。·。‘·。‘, 。, 、s

2
.

四 类变 , 的泛函

( l ) 对(A ) (B )(C )(D )(E ) (G )作变积运算可得

二
‘1 一

{「
。. 。‘, .

(
。‘, 一 。, , , ) 一 支,

‘, , :。, ￡ . , , 。, , 一 * . ,
‘, “ ‘+ 。.

,
‘, u ‘

J r L ‘

+ 乡‘g , “‘ +
2 P

。, , ‘二 ,
‘+ 、‘。. ,

‘

1、。
+
{
。 。. “, u ‘、s

J J O 心

+
{
。 。.

(
“。一 。‘) , a ‘, n , n , d s

r
‘1一

{[
。, u ‘一a ‘

川 + 。, 。 ‘, , 。‘, 一
: 月

‘, * ‘。, 。‘, * : 。‘一 * , ,
‘, u ‘

J V

“
+ g 一j

‘一“‘+ ,
‘夕一“‘ +

2 P

。· , ‘· ,
‘+ d

‘: · ,
‘

」
d 犷

+

{
。 ,

。.
(:

‘一 。‘, 。,
)
. u ‘、s 一

{
。 。, 。‘, 。‘, 。, 、s

( 2 ) 对(A ) (B )(C) (D )(G )(H )作变积运算可得
:

。
. : 一
仁「
。一 , ‘. 。。一。. a 。, . “‘, , 一、, ,

‘, “‘+ 、,
,
‘, u 。+ , ‘、. “ ‘

J V ‘
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+ d 。。·, 。一

音
; 。口。。·。‘ +

合
B ‘, 一。一a ‘, ·a 。 :

+

J
s . 。·(一

。.
)一

‘, ·, ‘·

」
d 犷 +

Js
. 。·“一 d s

r
‘: 一
〔r

o . u ‘一 a ‘, , , + 。一 , ‘一”‘一 *一 , ‘一u ‘+ 。一f
‘. “‘+ , ‘。一。‘

J V l-

+ d 。。·, 一音
。g

一
。 : +

合
B ‘, 一。·a ‘, ·a 一

」
d 犷

一

Js
. 。·。‘

一
d ·+

Js
. 。·“

。

一
,一d s

( 3 ) 对 (A )(B )(F )(G )(H )作变积运算可得

H.
3
一
叮合

B ‘, 一。·a 。, ·a

一
。· a ‘, ·。‘, , 一“· , 。·。。+ g · , ‘·。‘

+ d ‘g , P‘+ g .
f
‘一“‘+ , ‘9 . “‘一

+

玉
. 。·“a 一d s

万 p g . ”‘. ”

‘

」
d 犷

r.
3
一
{

_

「
2

B ‘, , :g 朴a ‘, . a 。 : + 夕价a ‘

川
一 “‘一h一P‘一“‘+ g 一P‘一口‘

+ 、。。·, ‘+ 。·,
‘·。。+ , ‘。·。。 一

合
; 。·。‘·。‘

」
d犷

+

Js
. 。·(“

一
)一d s 一

Js
. 。·“‘

一
d s

3
.

三类变t 的泛函

( 1 ) 对 (A )(B ) (C )(D )(E )作变积运算可得

。
3 ; 一

{「
。 . a ‘, 一 (

。‘, 一 u ‘, ,
) -

全
A ‘, 一。·。, , ·。。 : + 。·,

‘· : ‘+ ; d ‘”·。‘

+ 夕
。g 份u ‘

一 2
p 。‘一“‘

1、。
+

f
。 。一(“

。
一。‘)

. a ‘, n , ‘s +
{

_

。一“一。“s

」 J o . J B .

厂
: , 一
仁「

。·a ‘, ·。。, + 。·a ‘, , , , “‘一

合
A ‘, 。!。, 。‘, ·。一 + 。· ,

感价“‘

1
+ p ‘夕铸u ‘ 一

。

‘

p u ‘, 。‘+ p 、‘、, u ‘

1、。
+
「
。 。.

(:
‘一。‘, n , )

. “‘、s

J J J ‘

一 {
。 . 。‘, a ‘, n , d s

J B .

( 2 ) 对 (A ) (B ) (C )(D )(G )作变积运算可得

Hs
:
一
叮 2

B
‘, 一。· a ‘,

一
+ 一

命
。·, 。·,

‘
一 : · a ‘,

一
, 一“·, ‘

一 + d
‘。·, ‘

+ 。 .
,
‘. u ‘+ ,

‘。 . : ‘

}、。
+
{
。 。.

(
。‘一。‘)

, a ‘, , , J ; +
仁

。. : ‘, 。“;

J J O . J 口 吕

厂
。:
一
仁f2

B ‘, 一 , ·a 。,

一
+

一

:
》
。· , ,· , ‘+ 。

一
, , ,

一
“·, ‘

一 + 。·f
‘

一

+ ,
‘。. 。‘+ d ‘。. ,

‘

1、。
+

{
。 。.

(“一。
‘, n ,

)
. 。“s 一

{
。 。一。二a ‘, n , ‘s

J 沙 。 ‘ 少。 .
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4
.

二类变t 的泛函

(l ) 对(A ) (B )(C )(D )作变积运算可得

二
: 1 一
【「令

。‘, . :。一 a ‘, 一a . : 一。一 a ‘, 一 u ‘, , + 。.
,
‘, 。‘+ , ‘。一 u ‘

J ,

“
一冬

p u ‘一。‘+ ; “*一u .

ld : +
f
_ 。. : ‘一。“s +

f
_

。.
(
“‘一。‘)

. a ‘, , I‘s

Z r -
,

一 ”
一

’

一
’

J
’

Js . “
’ 一

”
JB 。 “

r : : 一 f「冬。
‘, . :。一。‘, 一 a , : + 。一a ‘, , , . 。。+ 。一,

‘一 u ‘+ ,
‘。. u ‘

一粤
p “‘. “‘

+ 。d ‘、一u ‘

1‘:
+

f
。 。.

(:
‘一。‘, 。 ,

)
. 。‘d s 一

f
。 。. 。‘. 。‘, 。, ‘s

’

r 一
’
一

’

」
’

JS 。。
、一

”“
‘ ’

一
J S 。 “

( 2 ) 对(A ) (B )(G )作变积运算可得

汀 , : 一【f一喜, ‘, , :。一 u 。, , . “. , : + 。一f
‘一。‘+ , ‘9 . 。。一 ; * . 。‘. 。‘

J v L Z 一
, ‘ 一 ~ ”

‘ 一 ‘ 一
’

0 ‘

”
’

‘

”

+ 冬二
. 。‘, 。. + 。“。一。 .

1‘。
+

f
。 。. “一 u ‘d s

Z r “

”
‘ ’

一
’

“
’

」
’

JS . “

5
.

一类 变 , 的泛函

分别对(A ) (B )
、

(E )
、

(H )作变积运算均可得

二
1 : 一f「

。一 , 一
。。+ , ‘g 一。。+ 。d ‘、一u 。一 之

。u ‘一“‘

J r L“
‘

”
’

‘ ’

。 ”
’

一

”
2

‘

一
’

一
’

一

合
A一

。··‘, ,

一〕
d 犷 +

玉
: 。·“一d s

六
、

粘性流体力学的变分原理及其广义变分原理

取 E u le r 坐标 x ‘, 。‘和 伪,
分别为流体各点的速度和应力分量

,

P 为压强
, 拜为 粘度系

对不可压流体
,

密度p = c o n st
.

基本方程为
:

运动方程 (N a v ie r 一S to k e s方程 )

d “
‘ ,

P 一〕了一 = P l‘+ a ‘, , ,

U 肠
(a )

孔为每单位重量所受体积力
, d ( )

,

一示
尸

一

为

,

中数其

d ( )
d t

不可压缩条件
皿介 , 介=

本构方程

口( 、
= 一咨厂 + ““ ( )

, ,

、.,矛、.产
Ce

户
‘、

J‘了
、

2
口‘了= 一P O ‘I 一

-

了声川 . 一O ‘J一似
“‘一J + “I , ‘)

口

边界条件
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“‘, n , = z
‘

(在受力边界 s
。

上 ) (b )

“ = 云‘ (在速度边界 S
。

上 ) (d )

(A(B(C(D(E

初始速度为
u ‘{

‘一 。
= “
夕

对 (a) 、 (e) 施以 L a p la c e变换得在相空间中的定解问题
:

万‘J , , + p 夕
‘
= p : U

‘
一 p u

了

刃
‘, n , = 全

‘

U
, , . = 0

U
‘
一口‘

一 ~
。

2
刃

‘, = 一P d ‘, 一令拼U
, , 。
占
‘, + 拜(U

‘, , + U , , ‘

)
3

‘

不可压粘性 流休的变分原理

( l) 对 (A )(B )式作变积运算可得

二 1 一
仁
。

卜
. 。‘一

了
‘ 一
丢

一

。 ‘一。。+ “
, *

, “‘

1、F 一考{ * . 。‘, , .
(
。‘, , + 。, , ‘

)、。

J r

“
」 ‘ J V

+

L
。
”·“一d s

其约束条件为 (c) (d)

稍作变换可得

二卜仁
。

「
、·“‘·了

, 一
巴
“‘. 。‘+ 。

:、
, 。‘

1
、。一

,
,

,

一

{
、· (。

‘, ·。‘,

一 3 P. P)d 犷

其约束条件为 (e ) (d )(e )
.

+

丘
。
“·“一d s

( 2 ) 对(c) (d) 式作变积运算可得

r l一

上省一
d 犷 +

省
一

上
“一

, , ·
(一

, , + ·, , ‘

)、:

一
公上

”· 7“
, ‘

一
d 犷 一

丘
.

”·。
‘

一
。, · , 、s

其约束条件为 (a )(b)

稍作变换可得

r 卜上公一
“不

· +

奉
一

工
‘·‘。

‘,

一
3 , ·, , “厂一

无
。
‘·, 。

一
“S

其约束条件为 (a )(b ) (e )

或 厂 :一 〔六
J r ‘ 产

沪

g 。 (a ‘

川 + p 了
‘+ p 。犷)

. (。
‘。 , 。 + p 了

‘、
一

p u
分) d 犷

+ 一 :

‘

f
。, (二

‘, , 。‘, 一 3 , , p )、。 一 ( * , 。‘, a ‘, 。, 己s

任拼 J F J c
. J 移

其约束条件为 (b) (e)
.

( 1 )

不可压粘性流体的广义变分原理

对 (A )(B )(C )(D )式作变积运算可得
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二
2
一
〔[

p 、,

了
‘, “‘一

乙
p 。‘. 。‘+ 。。 , 、

. “ ‘+ 、二 , , “。 , , +
竺、

, 。‘ , ‘, 。, , ,

件
* . “‘, , ,

(
。‘, , + 。,

川
、。 +

{
。
、. (。

‘
一。‘) , 。‘, , , 、s +

!
。
、, “. 。‘d s

稍作变换得

。 : 一 f「
h. , , “, , “-

4拜

+ p ”· ,
‘, 。‘

〕
d V +

“·

(
。‘,

一
, 一 3 , , , + ; ·

:“

一告
,

一

工
。
”· (一

。, )

一
d s +

l
: ,

“·“二‘S

H 亨具有约束条件 (e)

(2 ) 对 (C) (D )(E )式作变积运算可得
:

r
Z。
一
「f

* . , . 。。 , 。 +

J V L 4拼

人·。‘,

一
+

泰
* . 夕. 。“ +

之
J

h 朴a ‘. 朴“J , ,

3
,

.

1 1
,

~ r
, _ ,

。

十
, .

九. P 朴P + 下P“‘朴“‘ la 厂 一 !
。 n 爷 ”‘朴a “n j a o

性仔 ‘ J J J .

其约束条件为 (a) (b)

( 3 ) 对(A ) (B )(C )(D ) (E )作变积运算可得
:

二
。
一
〔[

。、.

了
‘一u

一 乙
。“‘一。‘+ 。。 : h

一 : ‘一 h , “‘, , “‘, ,

+ h . P价“: , , +
4拌

h份口‘, 赞a ‘, 、·, ·a ‘, +

合
”, 。‘, ·。

一

3
,

_

1
, , ,

.

「
, , _ 、 ,

。
.

「
, , ,

。

十
, 二n 朴p . p la 犷 + 1

o n 朴 L“‘一 . ‘) . 口‘, n , a o + 1
o n 朴乙‘朴“‘d o

任科 J J O . J O 叮

七
、

结 束 语

本文通过
“

变积
”

概念的提 出
,

为变分学中逆问题的研究
,

提供了一种新的途径
.

这种方

法具有思路清晰
,

方法简便易掌握和快速等特点
.

将这种方法应用于线弹性动力学中
,

不仅

得到了文献 〔4
,

5] 中已有的全部结果
,

而且还得到一些新的变分原理 , 将这种方法应用于粘

性流体力学中
,

则首次以卷积形式给出了变分原理的完 整形式
.

这种方法还可以应用于传质

学
、

电磁理论等学科中
,

限于篇幅
,

不赘述
.

致谢 刘殿魁先生详细审 阅本文初稿并提出宝贵意见
,

作者表示衷心感谢
.
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O n the In ve rse Pro b!e m in C a lc u lu s o f V a riatio n s

L ia n g L i
一

fu S hi Z h i
一

f e i

(H a r b‘. S h‘Pb u ‘Id ‘”夕 E ”9 1”e e r in 夕 I” s才it . te
,

H a r b i” )

Ab stra c t

T he in v e r s e p r o b le m in c a lc u lu s o f v a r ia t io n s 15 s t u d ie d
.

B y in t r o d u e in g a

n e 、r

the
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