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摘 要

本文研究求完全广义强的非线性拟变分不等式灼逼近解 门迭代算法
.

概括了该领域中作为特

例的若干已知结果
.

我们的结果是S id d iqi 与A ns a r i
,

D in g 及 Z o n g 灼结果的推广和改进
。

关. 润 拟变分不等式 迭代格式 算法的收敛性

一
、

引 言

众所周知
,

变分不等式理论是现行数学技术的强有力的工具
,

并在力学
、

最优化与控制

问题
、

运筹学和工程科学等中发挥着重要而又基本的作用
.

变分不等式问题的一个重要而又

有益的推广是广义变分不等式 问题
,

这类{,rij 题 由B r o w d e r 〔2 ’,

R o e k a f ella r 【“ ’,

S a ig a l〔
‘” ,

F a n g 与P e七e r s o n ‘’‘’,

S id d iq i与A n s a r i〔
’3 ’
及 D in g ‘3’引入和研究

,

其中
,

涉及到变分不等

式公式中的映像用多值映像取代
.

另一方面
,

一类称为强的非线性变分 (拟变分) 不等式问

题由N o o r ‘’ , . , 与S id d iq i和A n s a r i【“’ 引入与研究
,

而 另一类称为一般强的非线性变分 (拟

变分) 不等式问题由S id d iq i与A n s a r i〔
‘“’和Z e n g 「’“’引入与研究

.

最近
,

D in gt
‘7 ,
定义了一类称为广义强的非线性拟变分不等式问题

.

D in g 【‘” 也 给 出了

求广义强的非线性拟变分不等式问题的逼 近 解 的 算 法
.

Z e n g[
“’受 D in g[

’7 , 、

si d di qi 与

A n sa rit
’“’
的启发

,

引入和研究了一类称为完全广义强的非线性拟变分不等式问题
,

并且
,

给出求这类问题逼近解的迭代算法
,

这是D in gt
‘7 ’
的算法的推广

.

本文
,

我们继续研究求完全广义强的非线性拟变分不等式的逼近解的迭代算法
.

这里
,

我们将给出一些不同于Z e n g t 6 ’
的算法的新 的算法

.

它们是 S id d iq i与 A n s a r it‘5 ’,
D in g 【’7 ’,

及Z e n gl
‘,

”’的结果的推广与改进
.

二
、

预 备 知 识

设万是一H ilb e r七空间
,

H
朴
是H 的对偶空间

,

用 (.
,

·

)和 ]I. l表空间 H 中的内积和范

丁协平推荐
。

10 1 3



1 0 1 4 曾 六 川

数
,

用 <.
,

·

>表H
, 和H 的元素之间的对偶对

.

设A是从H
, 到H 上的典范同构

,

且定义为

<。
, x > = (A

“ , x ) (V x 任H
,

V u 任H
长
)

.

则 }}Al }H , 二 }A
一 ‘

}{
H 二 1

.

设K 是H 的非空闭凸子集
,

T
,

月
:

H 、 Z H ’

是 两个 多值映像
.

设 g 是从 H 到自身中的连

续映像 , 则我们考虑问题
:
寻求x 任H

, u〔T (x)
, 。任A (x) 使得抓x) 〔K 且

(。 一 。 , 刀一 g (x ))》0 (V , 任K ) (2
.

1)

我们称此问题为完全广义强的非线性变分不等式问题 (C G S N V IP (T
,
A

,

K ))
.

如果 T 和A都是单值映像且g 是从H 到自身中的 恒 等 映 像
,

即
,

叭x) = x( V x〔H )
,

则

C G S N v IP (T
,
姓

,

尤)(2
.

1)成为强的非线性变分不等式 l’ed 题 (见N o o r ‘7 ,
)

.

如果A = 0
,

且叭x) = x( V x 〔H )
,

则 问题 (2
.

1) 成为广义变分不等式问题
,

这类问题为

F a n g 与 P e 七e r s o n “’,
S id d iq i与A n o a r i【

‘3 ’
及D in g 〔“’

所考虑
.

如果T 和 A都是单值映像
,

则问题 (2
.

1) 称为一般强的非线性变分不等式问题
,

这类问题

为S id d iq i与A n s a r i【‘
“’,

Z e n g 〔’“’
所考虑

.

如果州x) ~ x ,

V x 〔H
,

则问题 (2
.

1) 称为广义强的非线性变分不 等 式问题
,

这类问题

为D in g ‘’7 ’
所考虑

.

如果 K 依赖于解 x ,

则问题(2
.

1) 称为完全广义强的非线拟变分不等式问题 (CG S NQ V IP

(T
,
A ; K (x )))

.

更精确地说
,

给定映像K :
H , 2 打 : l’q 题C G S N Q V IP (T

,
A ; K 恤))就是

,

寻求 x〔H
, “〔T (x)

, ”〔A (x) 使得叭x) 〔K (x) 且

<“ 一 。 , , 一 g (x ) )> o (V 夕〔K (x )) (2
.

2 )

特别地
,

如果叭 x) = x (V x 任H )
,

则问题 (2
.

2 )称为广义强的非线性拟变分不等式问题
,

即为D in g 【‘7 ’
所考虑的问题

.

如果T 和 A都是单值映像
,

则问题 (2
.

2 )称为一般强的非线性拟

变分不等式问题
,

即为S id d iq i与A n o a r i〔
‘6 ’,

Z e n g 〔‘. ’
所考虑的问题

.

在许多重要的应用中
,

K (x) 具有形式

K (x ) = m (x ) + K (2
.

3 )

这里
, m 是从H 到自身中的单值映像

.

设K 是H ilb e r七空间H 的闭凸子集
.

回忆到
,

如果尸*记成H 到K 上的投影
,

即
,

对每个

x〔H
,

尸K
(x) 是满足等式

Jlx 一P x (x )JI= m in jlx 一 , }}

则我们有下列熟知的结果
.

引理 2
.

1『吕,
如果K (x) 由 (2

.

3 )式定义
,

则对任意 x , , 〔H
,

P x (: )
(g ) = 二 (x ) + P x

勿一 tn (x ))
。

引理 2
.

2〔
。’
设K 是空间H 的凸子集

,

则对给定的
z 〔H

,

我们有 x = 尸r( 幻 当且仅当 (x

一 : , g 一 x )尹 o ,

V , 〔K
.

引理 2
.

3 〔。’ P 二 :
H ”K 是非扩张的

,

即

】IP 二
(x )一P 二

(夕)】】《 {{x 一 , !{ (V x , 刀〔H )
.

设 (X
,

d) 是一距离空 间
,

2x 是 X 的一切非空子集构成的集簇
.

对任意 A
,

B 〔2x
,

定义

d
‘

(A
,

B ) = s u P {d (x
, 夕)

: x 任A
, 夕〔B }

.

设p = {d (x
,

功
: x , , 任X }

,

P记成尸的闭包
.

映像F
,

X ” 2x 称为尹压缩映像
,

如果

d
‘

(F x ,

F g )《 , (d (x
,
g )) (V

x ,
夕〔X )

.
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其中
, 甲 :

P , [o
,

璐)满足甲(t)< t ,

V t〔户\{o }
.

通过仔细地分析B o yd 与W
o n g “ ’

的定理 l
、

定理 2的证明
,

D in g 〔‘” 得到了下列定理
.

这是【1 3〕的定理 3
.

1的推广
。

定理2
.

1 设 (X
,

d) 是一完备的距离凸距离空间
,

F
:

X ”2x 是甲一压缩映像
,

则F 有一个

不动点
,

并且
,

对任意x0 〔X
,

x. 〔F (心
_ 1
)

, 。
> l,

{x ,

}在X 中收敛到F 的一个不动点
.

定义2
.

1 设D是空间H 的非空子集
,

T : D , 2”
,
中

,
梦

,

[0
,

co ), 【o
,

co )
.

我们称

( l ) T 是中一L ip s e h i七z 连续的
,

如果

d
‘

(T x ,
T y)《 i】x 一g }!必 ({}x 一 g }{) (V x , , 〔D ‘

)

( 2 ) T 是梦一强单调的
,

如果

<“一 口 , x 一 , >》 JI戈一夕}j
“
梦 (JJx 一y !{)

,

(V x , , 任D
,

V 。〔T (x )
,

V 。〔T (夕))
.

三
、

主 要 结 果

首先
,

我们给出下列定理
,

后面
,

我们会用到它
.

定理 3
.

1“ ,
设K是空间H 的非空闭凸子集

.

则问题C G S N Q V IP (T
,

且 ;
K (x )) (2

.

2 )

有解当且仅当
,

对某个给定的p > 。,

映像F
:

H , Z H ,

即定义为

F (x )一基
(二 , 。

匕
(. , [X 一 g (‘) + m (x ) + p 二

(。(x )一。A (卜
”
)一 , (x )) ]

,

有一个不动点
.

注苏
.

1 如果 g ,

H , H 是恒等映像
,

则定理3
.

1化归为 D i n g 〔, , ,
的定理5

.

2
,

且为s id d iq i 与A n s a r i〔1 5 ,

的引理 3
.

1的集值形式
。

定理3
.

2 设K是空间H 的闭凸子集
,

T
:

H , Z H ‘

是 必一L IP sc hi tz 连续的且 梦
一强单调

的
,

A :
H , Z H .

是r 一L ip sc hi 耘连续的
,

g: H , H 是。一L IP sc hi tz 连续的且 手强单调的
,

,
:

H , H 是价L ip s e h it z 连续的
.

假若

R e (二 (尤)一。 (, )
, x 一 , 一 (夕(x )一夕(夕)))《夕Jix 一夕{{

“

(V x , , 〔H ) (
.
)

对某个使得夕
。

《v《以 l 一 Zd + 口“)
‘沪2
的常数, ,

其中

护。 = in t笼M
: R e (。(戈)一m (y)

, x 一!I 一 (g (x )一 g (, )))

《M i}x 一夕jl
“

(V x , , 〔H })
.

如果存常在数p > o满足尸厂 (t) < 1 一 k
,

并且
,

对一切班 [0
,

co )
,

会{ 1一 [ 1一 (* + 。r (, ))。
2
+ 。,。 ,

(, )}< 2 二 (, )< 咨+ 。。 ,
(, )

尸 尸
(3

.

1 )

这里
,

k = 2 (l一 2占+ a Z + 拼2 + 2夕)”
2

< 1
.

则I’ed 题 C G S N Q V IP (T
,

A ; K (x ))(2
.

2 )有解
.

证 定义映像F :
H , Z B

如下

F (x )几
。

月
二 。

只
二 、

[ X 一。(x ) + “ (x ) + p x (g (x )一。A (
u 一 v

)一 m (x )〕
,

对每个x 〔H
.

据定理 3
.

1 ,

只须证明尸在H 中有不动点
.

对任意的 x , , 〔H
, 。; 〔T (劝

, “
正T (功

,

九

任A (二)
, 。: 〔A (, )

,

由引理 2
.

3与A 的厂一L ip s e h it z连续性
,

我们有
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】IP 二 (g (二)一 p A (
u ; 一 。l

)一 。 (义) )一P ‘
(g (, ) 一 p A (

u : 一 。 :

)一。 (夕))l

( 】{
x 一夕一 (夕(x )一 夕勿)) + 。(x )一 m (, ) l+ }{x 一 , 一 p A (

u ; 一 “:
) {{

+ 户}}A (
刀 , 一 。2

) }}

( I]丫一 , 一 (g (x )一夕(, )) + 。 (
二
) 一 。 (夕)) }{+

{
Jx 一夕一 p A (

“, 一 u :

) {{

+ 户d
‘

(且x ,
直夕)

《 }}x 一 , 一 (夕(x )一夕(夕))十
n ‘(x )一 , , : (, ) {」+ {{x 一 g 一 p A (u l

一 u Z

)】1

+ p }}戈一夕】】厂 (}}x 一夕{】) (3
.

2)

运用D in g 〔‘7’
的方法

,

T 的巾一L IP sc hi t z 连续性与岁
一强单调性

,

我们有

!}x 一 , 一 p A (
。 ; 一 “:

) }}
2

《 11% 一 , {l
“
一 Zp }}x 一 , .1

2
梦 (.ix 一y }})

+ p Z

Jlx 一 , 1}
“
中

2

(,Ix 一夕}{)
.

(3
.

3 )

运用N o o r “ 。’
的方法

,

夕的。一L ip s e h it z 连续性 与d一强单调性
, m 的 片L ip s e h it z 连续性

,

及条件 (
,

)
,

我们 易见
,

}lx 一夕一 (g (x )一 夕(, ))
一

卜n :
(x )一

,。
(, ) }】

2

= }}x 一 , 一 (夕(x )一夕(夕) ) }1
2 + {{m (x )一 。(, ) }!

2

+ ZR e (m (x ) 一。 (, )
, x 一夕一 (g (x )一 g (, ) ))

( 11x 一 , 一 (g (x )一 g (夕)) 11
“十 }J。(x ) 一 m (, )】{

“ + 2护}}x 一刀}{
“

《 (一 2占+ a Z + 拼2 + 2夕)
·

】】二 一夕l】
“

(3
.

4 )

其中 y。《丫《拼(l一 2占+ a Z

)‘
, 2 .

由此
,

(3
.

2 )及 (3
.

3 )
,

我们得到

}】(x 一 g (x ) + m (x ) + P 二
(g (x ) 一P A (

“ , 一 。l
)一 m (x )))

一 勿一夕(, ) + 。 (, ) + P ‘
(夕勿)一 p A (

u :
一。:

)一 m 勿))) {{

《2 }lx 一 , 一 (g (x )一 g (, )) + m (x )一。 (, ) {!

+ Ilx 一 g 一 PA (
。: 一 u Z

) }}+ P几}{
。 ; 一 。 : 1}

《 {2 (1一 2占+ a Z + 拼2 + 2 , )
‘护“+ [ 1 一 2户梦 (}Jx 一 , }{)

+ 户2

中
2

(}{x 一夕11)〕
‘l , + p厂 (1ix 一9 11)卜 l}X 一 9 JJ (3

.

5 )

据 (3
.

5)
,

得到

d
产

(F x ,
F , )《甲(}{义一 v ll) (V x , , 任K )

其中
,

甲 (才) = t [k + 户F (t) + (l一 ZP岁 (才) + 户2
巾

2

(t))
’/ “

且
k = 2 (1一 Z d + 占

2 + 拼2 + 2下)
’尹“ .

显然
,

每个H il ber t空间是距离凸的距离空间
,

且由 (3
.

2 )
,

州 t) < t ,

V X曰 o ,

co )
.

据定理

2
.

1 ,

F在H 中有一不动点x 气 因此
,

问题C G S N Q V Ip (T
,
月 ; K (x )) (2

.

2 )有解 (沪
, 。
气

” .
)

.

注3

V 劣(H
.

.

2 如果 g (二 )= 二
,

。(二 ) = 0
,

V 劣(H
,

定理 3
.

2 扰化归为D i n g 〔‘7 , 的定理 3
.

3
.

如果 。(x )= o
,

则定理3
.

2化归为Z e n g 〔“’的定理3
.

3
。

定理3
‘

3 设K 是空间H 的闭凸子集
,

T
:

H ” ZH. 是 必
一L ip sc h计 z 连续的且 梦 一强单调

的
,

A :
H , ZB .

是r 一L ip “c h it么连续的
, 二 ,

H ”H 是少L ip “c h it么连续的
,
夕‘H ”H是犷
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L IP s c hi tz 连续的
, g 一。是 d一强调单的

.

假若

R e (m (夕)一 。(x )
, g (x )一 g (, )、《 , }}x 一 夕{

’

对某个使得下
。

( 下《拼a 的常数 ,
,

其中

护。
= in f {M

:
R e (tn (夕)一

,n
(x )

, g (x )一 g (, ))

( M {{x 一 v }】
“ ,

V x , , 〔H }
.

如果存在常数p > 0 满足 p r (t )< 1一寿且

(V x , , 〔H ) (
.
)
’

粤{卜 〔l一 (。+ p r (, ) ):
2 + ; ,

。
,

(, ) }< 2二 (, ) < 告
+ 。。

“

(, )
尸 尸

其中 k = 2 (1 一 Zd + a Z + 拼2 + 2下)“
2

< 一 则问题 CG S N Q V IP (T
,
A ;
尤 (x ))(2

.

2 )有解

注 3
.

3 定理3
.

3的证明类似于定理3
.

2的证明
.

定理3
.

4 设K 是空 间H 的闭凸子集
,

T
:

H , Z H .

是 中一L ip sc h itz 连续的且梦
一强单调

的
,
月 :

H , Z H ’

是厂一L IP sc h it z 连续的
,

g: H , H 是 a 一L IP 8c hi tz 连续的且 d一强单调的
,

tn: H ”H 是片L IP sc hi tz 连续的
.

假若

R e (tn (x )一 m (夕)
, x 一夕一 (g (x )一 g (y )))《夕】}x 一夕{{

2

(V x , 夕〔H ) (
一
)

对某个使得夕
。

《 , 《拌(1 一 2占+ a ,

)
‘/ ’

的常数
.

其中

, 。
= in f {M

: R e (m (x )一 m (夕)
, x 一夕一 (g (x )一 g (, )))

《M I]x 一夕}}
2 ,

V x ,

g 〔H 卜
.

如果存在p > o与h〔〔o
, l)使得对每个 t〔[ o

,

co )
,

o < [ 1一 Z p 笋 (t ) + 户2

巾
2

(t) ]
’/ 2

《 h一 吞一 户厂 (t)

正百中 (t)子 oo
,

1石五 r (t )子 oo (3
.

4 )
‘

t咔 0
+

t咔 0 +

其中 k o Z (l 一 2 6 + 护 + 矿十 2刃
’产“

< h
,

则对任意 x 。

〔H
,

由下式定义的迭代格式

x 。 十 1 = (1一 a ,

)x 。 + a ,

[ x
,
一 g (x

。

) + m (x
。

)

+ P 二 [ g (x
。

) 一P A (u 。
一 。”

)一 。(x
”

))〕

u ”
〔T (x

。

)
, v 。

〔A (x
。

)
, o《a ”

《 l,

艺
a 。

发散
,

V n
》 0

满足
: 王x

一

}在H 中强收敛到x 气 {。
。

}与 {。
”

}在H
共中分别强收敛到

u 赞与 v气 并且扭气
。气 v 朴)是

问题C G S NQ V IP (T
,
月‘

K (x ))(2
.

2 )的一个解
.

证 由假设 (3
.

4 )
‘ ,

对每个班〔o
,

OO )
,

我们有

粤{ ; 一 [ 1一 (、+ 。r (, )) ]
, + 。,

。
,

(, ) }< 2梦 (才)< 之
尸 尸

+ p小
2

(t)

据定理3
.

3 ,

。. 〔T (X
.
)

,

p 厂 (t)《 h一吞< l 一掩
.

问题C G S N Q V IP (T
,

A ; k (x )) (2
.

2 )有解 (x气
。气” .

)且

g (x
朴
) = P 二

(x
赞
)(g (x

肠
)一 P A (“一

。朴))

= m (义
.
) + P 二

(夕(x
价
)一 PA (

。

一
v 朴

)一二 (x
.
))

,

。 . 〔A (x
赞
)

.

因此
,

据引理2
.

3和月的F 一L ip s e h i七z 连续性
,

我们有

朋P
二
(g (x

一

)一 p A (
“。 一 。。

)一 二 (x
一

))一P 二
(夕(x

.
)一 p A (

u 势一 。 .
)一 二 (x

.
))l}

《韶x一
x

一 (g (x
一

)一 g (x
.
)) + 二 (x

一

)一 m (x
.
)“
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+ }}x一
x

一
p A (

。,
一 u 一

)】}+ P !}A (
。 ,
一 。.

)l{

《 }Ix
。
一 x

一 (g (x
。

)一 g (x
.
)) + 二 (x

。

)一 。(x
.
) {}

+ }}x
。
一 x

一
p A (

。。一 u 书
) 11+ p {}戈

。
一 x . 】】厂 (}}x

, 一 x . }})

运用D in gt
’7 ’
的方法和T 的中

一L IP s c hi t z 连续性与梦
一强单调性

,

我们有

I}x一
x

一
p A (

u ”
一 。朴

) l}
2

《 }}x
,
一 x .

!}
2 一 Z p l】x

”
一 x 赞 }}

2
梦 (】}x

”
一 x 赞 }{)

+ p Z

{lx
。
一 x 朴 }}2巾

2

(l!x
,
一 x 书{{)

= [ l一 Z p 梦 (l】x
。
一 x 朴 }}) + p Z

巾
2

(}{x
。
一 x . }})〕

·

}lx一
x . I】

2

运用 g 的a 一L ip s e h it z连续性和 d一强单调性
, 。的片L ip s e hit z连续性及条件 (

.
)

,

}}x一
x

一 (g (x
,

)一夕(x
.
)) + m (x

一

)一二 (二
.
) {}

2

= }!x一
x

一 (夕(x
。

)一 夕(x
朴
)) l}

名+ }}二 (x
一

)一 。 (x
.
)1

2

+ ZR e (二 (x
,

)一 m (x
朴
)

, x

一
x

一 (g (x
一

)一 g (x
.
)))

《 }{x
。
一 x 爷

(夕(x
.

)一 夕(x
.
) }{

2 + !}m (x
”

)一 m (x
.
) }}

“

+ 2护,lx
。
一 x 爷 }}

“

《 (1一 2 6 + a Z + 拼2 + 2 , ) }{x
。
一 x 朴{}

“

其 中 , 。

《 , 《拌(l一 2 6 + a Z

)
’1 2 .

由 (3
.

5 )
,

(3
.

6 )和 (3
.

7 )
,

得到

}}x
, + , 一 x 朴}}~ !}(l一 a 。

)x 。 + a 。

[ x
,
一 g (x

.

) + m (x
”

)

+ P x
(g (x

。

)一 p A (
。 ,
一 。 。

)一勿 (x
。

)) ]

一 [ (l一 a 一

)x
朴 + a 。

(x
朴 一 g (x

爷
) + , (x

.
)

+ P 二
(夕(x

补
)一 p A (

。长 一 。.
)一 二 (x

.
)) ] }}

《 (l一 a .

)}{x
。
一 x . }{+ a ”

}}(x
,
一 g (x

一

) + 。 (x
一

)

+ P x
(夕(x

一

)一 p A (
u

一
v .

)一 m (x
。

)))

一 (x一
g (x

势
) + m (x

.
) + P 二

(g (x
.
)

一 PA (
“

一
。朴

)一 m (x
.
))) }}

《 (1 一 a ”

) }{x
。
一 x 朴 }!+ a .

{ }!x
”
一 x 朴

一 (g (x
一

) 一 g (x
.
)) + , (x

一

)一 m (x
朴
) 11

+ {IP x
(g (x

”

)一 p A (
。 。
一 ” ,

)一 m (x
一

))

一P 二 (g (x
朴)一 p A (“一

” .
)一 m (x

.
))i}}

《 (l一 a ”

) l}x一
x .

}{+ a .

{2 1}x
。
一 X .

一 (g (x
。

)一夕(x
朴
)) + tn (x

一

)一 m (x
.
) I}+ lx

-

一 x

一
p A (

。 。一 。铃
) l{+ I】p A (

。 ,
一 。 .

)l}}

( (l 一 a 一

) }lx
。
一 x 朴 {1+ a ”

{k + [ 1一 Z p梦 (}!x
。一 x 价】{)

+ 户2
中

2

(}}x
。一 x 朴 }})〕

’产“+ 户厂 (】lx
。一 x 赞 l})}】】x

。

一 x 爷 }}

《 (l 一 a 。

) }}x
。
一 x . }l+ a o

h l}x一
x . 】1

= (1 一 (l一 h)a 一

)l!x
。
一 x . }}

(3
.

5 )

(3
.

6 )

我们易见

(3
.

7 )

《 n (l一 (l 一 h)a , )llx
。
一 x . !1

.

因为E
a , 发散

, l一 h> o ,

故 n (l 一 (l一 h)a ,
) = o且{x ”

}强收敛到 x : 由于 ‘〔T (x
,

)
,



关于求完全广义强的非线性拟变分不等式的逼近解的迭代算法

。 , 〔T (x
.
)

,

且T 是巾
一L ip s e h i七z 连续的

,

我们有

!}“一
“ . 】}( d

‘

(T x 。 ,
T x 爷 )《少 (}}x

, 一 x 赞 {{) }{x
”一 x 朴 }}

,

从而 {“
.

}强收敛到沪
.

类似地
,

可证笼
。 。

}强收敛到尹
.

这就结束了证明
.

1 0 1 9

注3
.

4 当A (二) , o
,

。(x )二 0
,

g (x )= x
.

V 二(H
,

定理 3
.

4 化归为 D in g 〔3 , 的定理3
.

2
.

当H 二 R
, .

少(t )二 a .

巾(t )= 刀
,

V 才([ 0
,

co )
. a 一

二 1
,

V 。

》0
,

A (x )二 0
,

tn (x )= 0
.

9 (x )= 劣 ,

V 劣(H
.

定理 3
.

4化归

为S id d iq i与A n s a r i‘’3 ,
的定理4

.

1
,

并且随之推广了F a n g 与P e t e r so n [ 4
.

P
.

3 8 2 ] 的相应结果
.

如果T 和A

都是单值映像
.

A 以一A 取代
.

g( x )= 二
,

。 (二 )二 0
,

V 戏H
,

且气二 ]
,

V 。

》。
,

定理 3
.

4 中的迭代格式

就化归为 N oo r [9J 的算法 2
.

1
.

如果试 x )= x
,

二 (x )= 0
,

v 戏H
,

且定理 3
.

4 中其它条件不改变
,

则定理

3
.

4化归为 D 、n g 以 , ’的定理3
.

4
.

如果。(二 ) = 。
,

丫戏 H
,

且定理3
.

4中其它条件不改变
,

则定理 3
.

4 化归为

Z e n g ts]的定理5
.

4
.

定理 3
.

5 设K 是空间H 的闭凸子集
,

T
:

H , ZH. 是 中
一L ip s o hitz 连续的且 梦一强单调

的
,

A :
H , ZH 份

是r 一LIP s c hi 垅连续的
,

g: H , H 是。一L ip sc hi tz 连续的
, 。 :

H ”H 是 拼-

LI Ps c hi tz 连续的
,

且g 一 。是尔强单调的
.

假若

R e (。 (g )一 m (x )
, 夕(x )一 g (, ))《 , 1lx 一 夕]1

2

(V x , g 〔H )

对某个使得y 。

《, 《“a 的常数 ?
.

其中

? 。
= in f{M

:

R e (m (夕)一 。 (x )
, 夕(x )一 夕(以))《M ]}x 一 g }]2

,

V x , v〔H }
.

如果存在 p > 0 ,
h〔〔o

, l)使得对每个t〔[ 0
,

oo )
,

o ( [ l一 Zp 梦 (t) + p ,
巾

2

(t)〕
’/ 2

《h一 k一 户厂(t)

拓万巾(t)子 oo
,

兀动F (t)子 oo
,

t小O+ t, 0 +

其中 k = 2 (1一 2占十护 十矿 + 2种
’‘2

< h
.

则对任意 x 。〔H
,

定义如下的迭代格式

x ” + ; = (l 一 a ,

)x . + a 。

[ x一 g (x
”

) + 。 (x
。

)

+ P 二
(g (x

”

)一 PA (
“。一 。,

)一 m (x
。

))]

“ ”
〔T (x

。

)
, ” .

任A (x
,

)
, o《a ,

《 l ,

E
a

,

发散
,

V n
> o满足 : {X

。

}在H 中强收敛到x 气

{“
,

}与 {。
。

}在H
一中分别强收敛到

“井与v
气并且 (x 气“气。朴

)是问题 CG S NQ V IP (T
,
A ; K (x ))

(2
.

2 )的解
.

注3
.

5 定理3
.

5的证明类似于定理3
.

4的证明
.

定理 3
.

6 设 K 是空间H 的闭凸子集
,

T
:

H , Z H ’

是a 一L IP sc hi tz 连续的且刀一强单调的
,

A :
H , 2 “’

是肛L IP s c hi t z 连续的
,

g: H , H 是 二一L ip s c hi tz 连续的且尔强单调的
,

并且

m :
H , H 是“一L ip s e h it z 连续的

.

假若

R e (m (x )一 m (, )
, x 一 夕一 (夕(x )一 夕(夕)))《? }ix 一 g }!

2

(V x , 夕〔H )

对某个使得 , 。

《 , ( 浏 1 一 Zd十护 )
’沪2

的常数 ,
.

其中

, 。
= in f {M

: R e (。 (x )一 , (g )
, x 一夕一 (夕(x )一 夕(夕)))

《M }}x 一夕l}
“,

V x , g 〔H }
.

如果(x 气
u
气

。 ,
)是问题 C G S N QV IP (T

,
月‘

K (x )) (2
.

2 )的一个解
.

则定义如下的迭代格式
x 。

〔H
, x ” , l = x ,

一夕(x
。

) + m (x
,

) + P 二
(g (x

.

)



1 0 2 0 曾 六 川

一 雪A (
“ ,

一 v ”

)一 m (x
。

) )]
,

“”〔T (x
,

)
, 。。〔A (x

,

、
、 , ) 0 ,

满足 : {x
,

}在H 巾强收敛到
x 气 {u ”

} 与笼。
,

}在H
肠中分别强收敛到砂与

刀
: 这里

,

}
。

刀+ 兄(k一 1)
} 自一

’

_ 2 了 一 。2

} 以 -

一 几

斌 (刀似 (丙二 1 ))
2 二

.

而〔再可醉不)
re

厅> 几(l一 k) + 斌 (a
, 一几

,

)秃(2 一 k )

a Z 一几
2

几(一 k )< a

且

k = 2 (l一 2占+ a Z
+ 拼2 + 2 , )

‘护2

< 1
.

证 因为 (x 气
u气。井

)是问题 C G S N QV IP (T
,
月 , K (x )) (2

.

2 )的解
,

根据定理 3
.

2 的证

明
,

我们有

g (x
.
)〔K (x

.
)

, “ . 〔T (x
价
)

, 。 . 〔A (x
.
)

,

且

g (x
势
) = m (x

.
) + P 二

(g (x
.
)一省A (

。肠一 。赞
) 一 tn (x

共
))

.

据引理 2
.

3与A 的干L ip s e hit z连续性
,

我们有

}}P 二
(g (x

”

)一雪A (
。二一 ”。

)一 m (x
。

))一P 二
(夕(x

.
)

一 雪A (
。价一 。.

)一 tn (尤
. ) ) }I

《 !!g (x
一

)一 夕(x
朴
)一 占A (

u ”
一 。 .

) + 雪A (
。” 一 v .

)

一 (。 (x
。

)一 。 (x 朴)) ]}

《 !1夕(x
”

)一 夕(x
朴
)一 (x

。
一 x .

) 一 (m (x
。

)一 二 (x
.
))l{

+ 】}x
。一 x 势 一 占A (

u ,

一 。一
)I! + 雪几】}

。。 一 。. 1!

( {}x
。
一 x 赞一 (g (x

。

)一 g (x
长
)) + 。(x

”

) 一 二 (x
一
) !}

+ }lx
”
一 x

一省A (
。。一 u 爷

)fl+ 睿d
尹

(A x . ,

月x 肠)

《 !!x
。
一 x 朴一 (夕(X

。

)一 g (x
.
)) + fn (x

”

)一 。 (x
价
) !!

+ !.x
。一 x 朴一 睿A (

。 。一 。 .
) 11+ 雪几,Ix一

x . 11 (3
.

8 )

由T 的a 一L IP s c h it z 连续性与刀一强单调性
,

我们 易得

】!x
。
一 x 朴一占A (

u ”
一 。 .

) !!
2

( [ l一 2占刀+ 雪
2a 2

〕}!x
二
一 x 朴 }}

2

(3
.

9 )

据夕的a 一L ip s e h it z 连续性与鑫强单识性
, 二的户 I

J

ip s e hit z
连续性

,

及条件 (, )
,

我们易见

l}x ,

一 x , 一 (夕(x
”

)一 g (x
爷
))+ 。 (x

。

)一 。(x
.
) }}

2

= I,x
。
一 x 朴 一 (g (x

。

)一 g (
x 补

)) }1
2

+ }}rn (x
。

)一 。(x
朴
) !}

2

+ ZR e (rn (x
。

)一。 (
x 肠

)
, x ,

一 x 朴一 (g (x
。

)一 g (x
. ) ))

《 】}x
。一 x 势 一 (夕(x

。

)一 g (x
爷
)) }}

“
+ 】}。 (x

,

)一 。(x
.
)}1

2

+ 2夕1}x
。
一 x . }}

2

《(1一 2占+ a Z
+ 拌

2

+ 2 , ) !!x
,

一 x . }1
2

(3一 0 )

其中 , 《拼(l一 2占+ a Z

)”
2 .

由 (3
.

8 )
,

(3
.

9 )和 (3 一 。)
,

得到

!!x
” + , 一 x 爷】1= 】}[ x ” 一 g (x

,

) + 。(x
。

) + P 二
(g (x

。

)一 占A (
。。 一 ”.

)一 m (x
一

))」

一 [ x一
g (x

朴
) + tn (x

爷
) + P 二

(g (x
粉
)一 雪A (

。

一
。 .

)一 。 (x
.
))] !!

《 }}x
,

一 x 赞 一 (g (x
”

)一 g (x
赞
))+ 。 (x

.

)一。 (x
赞
) ]}

+ 】IP
二
(g (

x ”

)一 占A (
“ ,

一 。.

)一二 (介))

一P x
(g (x

赞
)一雪A (

。赞一 。.
)一 m (x

.
)) l



关于求完全广义强的非线性拟变分不等式的通近解的迭代算法 1 0 2 1

《2 】lx
”一 x 朴一 (g (x

。

) 一 g (x
朴
)) + 。(x

。

) 一 。 (x
朴) }}

+ }!x
。一 x

一 占A (:

一
。肠

) }l+ 占几}}介一 x 肠 1}

《 {2 (l一 2乙+ 。 ,
+ 拼,

+ 2 , )”
’
+ (1 一 2刀省+ a Z

占
’

)
’‘2

+ 君几} }}x
。一 x 朴 {{

= {k + t (省) + 占之} }}x
。
一 x . 1}

,

其中 k二 2 (l一 2占+ 。 ,
+ 拼

2
+ Zv)

’“且t信) = (l一 2刀雪+
a Z

占
2

)
’‘ 2 .

因此
,

}}x
。十 ; 一 x 州}《01 }x

,

一 x 叫!
,

这里
,

0 = 寿+ t (君) + 君几
.

今证e< 1
.

为此
,

易见 t (豹在互= 刀/矿处有最小值t(云) 一 (1一 尸
/

少)
’/ , .

对占= 合
,

k + t 传) + 叠几< 一推得掩< l且

刀> 似 1一 k) + 材 (乎一 几马掩(2 一 k)
.

因此
,

得到e= k + t (豹 + 首几< 1
,

这里
,

占满足

{
: 一

气寥纬
生

一

乏
一

卜
斌 (刀+ 几(众一 1))

“一 (a
Z
一 几

2

)k (2 一 k )
a Z 一 久

2

刀) 几(l一 k)+ 斌不不
一

几
2

)壳(乒 掩)
,

几(1一 k) < a ,

且k< 1
.

因为e< l ,

我们推得
, x , + 1在H 中强收敛到 x 气 由于

“”〔T (介)
,

沪〔T (x 钓
,

且 T 是a -

L ip s e h itz 连续的
,

我们有

11“一
“. }l《d

‘

(T x , ,
T x 爷)《a Jlx

。

一 x 朴11
.

从而
,

援。
。

}在H
朴中强收敛到沪

.

类似地
,

我们可证
,

{v
,

}在 H 气户强收敛到
v 气 这就结束了

证明
.

注石
.

6 如果 T 和A 都是单值映像
,

定理3
.

6就化归为Z en g[ 五“〕的定理3
.

1
.

如果 T 和 A 都是单值映像
,

且下“ 料(1一 2乙+ 口,
)l‘, ,

则定理 3
.

6化l]3 为 S id d iq i与A n s a r il‘S ’的定理3
.

]
.

定理3
.

7 设K 是空间H 的闭凸于集
,

T
:

H , : 11 ’

是 a 一L IP 8 c h i垅连续的且刀
一强单调的

’

A :
H , ZH. 是 汇L IP sc hi 垅 连续的

, g :

H , H 是 二一L IP sc hi 七z 连续的
,

tn :

H 、H 是 祥-

L ip sc hi tz 连续的
,

且少tn 是d一强单调的
.

假若

R e (m (, )一 m (x )
, 夕(x )一 g (g ))( , 1lx 一 夕l]

2

(V x , 夕〔万) (
.
)
‘

对某个使得? 。

《, 《拼a 的常数 ,
.

其中
,

, 。
二 in f{M

: R e (。 (g )一 m (x )
, g (x )一 g (, ) )

《M I】x 一 , I】
: ,

V x , , 〔H }
.

如果 (x 气
u气 v ,

)是问题 CG S N Q V IP (T
,

刀
‘

K (二) )(2
.

2 )的一个解
,

则定义如下的迭代格式

x e
任H

, x 。十 ; 二x 。
一 g (x

.

) + , (x
。

) + P 二 (夕(x
。

)

一蜜A (。
。一 ”,

)一 m (x
。

))〕
,

u 。
〔T (x

”

)
, 。 。
〔A (x

,

) (V
, > o )

,

满足
: 笼x

。

}在H 中强收敛到x 气 诬“
。

}与{v ,

}在H 气朴分别强收敛到 : 朴与 。
气 其中

,

占满足

夕+ 元(k一 l )
g 一 一

一一‘
一

一 , ,

a -

一 凡一

/ 斌 (刀+ 几(k一 x ))
2 一 (a

Z 一 之
,

)寿(2 一 左)
‘
从
—

一 _ 2 亏2 一 一 。

以 — 几

刀) 几(1一 k ) + 澎 而〔平周乏= 句
一 ,
几(l一 k)< a
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且

k = 2 (1 一 2占+ 。 2
+ 拼

2

+ 2夕)”
2

< 1
.

证 因为(x 气
“气 v 井

)是l’ed 题C G S N Q V IP (T
,

A ; K (x ))(2
.

2 )的解
,

故据定理 3
.

2 的证

明
,

我们有
g (x

.
)〔K (x

.
)

, 。. 〔T (x
肠
)

, 。 . 〔A (x 一 )
,

且
g (x

.
)= m (x

朴
)+ P 二

(g (x
共
) 一睿人 (

。签一 。餐)一 m (x
.
))

.

据引理2
.

3 ,
A 的干L IP sc h i行连续性

,

我们有

l】P x
(夕(x

.

)一 占A (
。。一 。。

)一 m (x
,

))一P 二
(夕(x

势
)一省A (

。价一 。 .
)一 m (x

朴
)) !!

《l}x
,
一 x

一 (g (x
”

)一 夕(x
赞
)) + 。 (x

”

)一。 (x
. ) l

+ }}x. 一 x

一省A (
。, 一 u 爷

) }!+ 雪几l!x
”一 x 一 11

.

运用T 的a 一L IP sc h itz 连续性和刀一强单调性
,

我们易得

llx一
x 怜一 占A (

。 。
一 。 .

)11
“

《〔1一 2占刀+ 雪
2 a 2

] }Ix
, 一 x 爷 11

.

运用 g 的a 一L ip s c hit z 连续性
, m 的片L ip o e h it z 连续性

,

g 一 m 的手强单调性
,

及条件 (
.
)

’ ,

我们得到

}}x
。
一 x 补 一 (g (x

。

) 一 g (x
朴
)) + m (x

。

) 一 , (x
肠
) 11

里

= Ilx
。一 二 , 11

2
一 Z R e (x一

x 气 g (x
”

) 一 m (大
。

)一 (g (
二朴

)一 m (x
朴
)))

+ ,l。 (x
.

)一 m (x
肠
) .1

“
+ l}g (x

,

)一 g (x
朴
) }!

2

一 ZR e (m (x
一

) 一 m (x
朴
)

, 夕(x
一

)一夕(x
朴
))

( (1一 2 6 + a Z

+ 拌
2

+ 2 , ) 1Ix
。
一 x 朴}}

2 .

因此
,

由上面的论证
,

我们推得

!}x
。 + ,一 x 朴】}

= }}x一 g (x
.

) + m (x
”

)+ P x
(g (x

一

)一君A (
。

一
” 一

)一 二 (x
一

))

一 [ x一
夕(x

肠
) + 。 (x

补
) + P x

(夕(x
朴
)一雪A (

。价 一 。.
)一 二(x

肠
))」I】

《2 Ilx
。
一 x 朴一 (g (x

,

)一夕(x
长 )) + , (x

.

)一 。(X
.
) I}

+ !!x
。
一 x 朴一 省A (

“”一 。朴
) }{+ 雪几}}x

。
一 x . l}

《 {2 (l一 2占+ a Z

+ 拜
2

+ 2 , )
’尹2 + (1一 2雪夕+ 雪2a 2

)
’产2

+ 雪朴 }}x
。
一 x 州}

= {k + t(占)+ 省久} }}x
。
一 x 朴 }}

,

其中 k = 2 (l一 2占+ a , + 拼, + 2 , )
’‘2

且t“)二 (l一 2刀雪+ a褚
2

)”
2 .

从而
,

11戈
. + ; 一 x .

}l《0断x
。
一

x . I}
,

其中
,

0 = k + t传)+ 雪久
.

今证e( 1
.

为此
,

易见
, t信)在互= 刀/ a ,

处有最小值t匡) = (l一刀
2

/ a ,

)”
, .

对舀~ 互
,

k + “亘) + 互几< 1推得 k< 1且

夕> 从l一 k)+ 以
一

丈矛二厌平琢弃 万)
.

所以
,

得到0 ~ 壳+ t (豹 + 古久< l ,

其中省满足

夕+ 几(k一 l) 斌帝 + 几(盔‘ l))
2

‘伍
2
一 几

,

)掩(2 一 k )
a 念一 几

2

刀) 几(一 k ) + 双
-

丈了二西百砰二可
,

a Z
一 几

2

几(1一 k )< a ,

‘
右

.
!
.胜.. ...

且掩< 1
。

由于e< 1 ,

我们得到
,

x’
, :
在H 中强收敛到x : 运用如同定理 3

.

5 的证明中的同样的论



关于求完全广义强的非线性拟变分不等式的逼近解的迭代算法

证
,

可证林
。

}与 {人 }在H 衡户分别强收敛到
“赞与。

气 这样
,

就结束了证明
.

1 0 2 3

注3
.

7 如果T 和A 都是单值映像
、

则定理 3
.

7化归为Z 。。 g ‘’‘’的定理 3
.

2
.
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