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摘 要

本文利用多重尺度法
〔

l.2
:

研究了大蓄谐数情况下 的平板绕流问题
,

得到了 N av ie r 一S t o kes

方程的一个一致有效渐近解
.

关. 何 N av ier 一 to ke s方程 势流 流函数 边界层校正项 多重尺度法
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我们考虑不可压缩流体绕过平板的定常层流流 动
,
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其中 尸是压力 , p是流体密度 , v = 拼/ p : v
是运 动粘性系数

, 拼是绝对粘性系数, “ , 。
分 别

为流速的x , y方向的分量 , x 表示顺 平板表面方向 , y表示平板的法向方向 , 原点 (0
,

0) 取在

平板的前缘
。
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根据物面条件和平板前缘附近的边界层性质“ , : G
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第二个求和表示边界层校正项展开式
.
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其中g (川是y的待定函数
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J
[ 3 (‘一 “丫 ‘ q ,

’‘’

一 4信一 2斌下 g )
. , .

]e x P [一 (省一 2矿牙
尸

口)一 。. ] d 叮

十一

兴共一「
“。

[ 3 (: + ,

‘
q )’

‘“

’

8M 2兀 J 一
扔石

‘ - 、·
·

-
·

,

一
一 4 (雪+ 2斌万 q )

. , 2

]e x p [一 (右+ 2了万q )
“一犷] d g

把 (2
.

3 1)代入 (2
.

2 6 )
,

则得
:

又艺
.

3 1 )

粤
一 H 一 , / 。

U g

(2
.

32 )

(2
.

32 )式是一阶线性偏微分方程
,

其解可写为
:

, 。一

扭。
一。

· + “‘x
, , , (2

.

5 3 )

其中 F (x, 川是 x , , 的待定函数
.

由下述条件决定
: 当x = 0时

,
F (x

,

功 . 。, 当 x ‘OO 时
,

F (x
, g )二 g / 。2 , 当 g 二 o 时

,

F (x
, g )二 o ,

当 , , ao 时
,

F (x
, , ). , / e , .

故 F (x
, , )应取

如下形式的表达式
:

,
, 、 一 。 _

, 君. 、

二 、x , , )一 ‘ 一

, e x p气一反驴一) (2
.

3 4 )

把 (2
.

2 1 )和 (2
.

3 4 )代入 (2
.

3 3 )式
,

则得
:

「 e 吕 1

“ ’ “ 一

” x p L
一反琢f 一

」一
e ‘

互



1 00 6 秦 圣 立 张 爱 淑

, 月 , ,

好2矿牙
一

}走
一

蔚丽}
_ 〔3“一 2 斌 万“,

’‘’

一 4 (雪一 2斌又 q )
“, Ze x p [ 一 (雪一 2斌了 g )

2一 呀2

〕d g

+

畜景广
; / 2、、〔3 (‘+ 2“ ‘。,

‘一

一 “‘+ 2“‘。,
6一〕e x p 〔一 (: + 2、、。)

: 一 。: 〕d
a}

d :

以上我们求出了丸
,

叻1
和肠

,

以下我们求解功
: .

由方程 (2
.

4 )的第一个大括号
,

的系数等于零
,

则得
:

(2
.

3 5 )

令其中砂

口, 。 口丫
: .

即
。

0 3叻: _ 八

r

二万了丁 万 而 三豆 门广 石 ; , 一一万一而
~

一 ~ u
O沙 O X 口y

一 。习 O 尤
’

(2
.

3 6 )

由(2
.

6 )式
,

令砂的系数等于零
,

得
:

【鲁
+

鲁」{;
: 一”

(2
.

3 7 )

由(1
.

7 )式对x 求一次偏导数
,

并使x = o代入其中
,

则得
:

器{
二。 一

〔斋(鑫
二 ,

·

)
+

斋赎一
, ·

)〕}
一 。

一蓦
百, ! , : 。X p

[
一

乡]
‘“> ”,

(2
.

3 8 )

其中 A
,
= A / 砂

.

并令(2
.

3 5) 式两端护的系数相等
,

得
:

[鲁
+

鲁]!
二

。

一杀
万。

! , Z o x p

【
一

爵] 【夕> 0 ) (2
.

3 9 )

由(2
.

3的式对x 求一次偏导数
,

把g = 0代入其中
,

并计算
,

得
:

擎 } ==0
口X I, 一 。

(2
.

4 0 )

再把x , O代入其中
,

并计算
,

则得
:

鲁}
, . 。

一尝兴{
3“

一 ’‘2 + “ 8 ‘’“’‘’

+ , 6 0 4 , , ·:
1e x p [一鉴1

一 16 2 。,
。(。)冬

L ‘ J l

坛丝共丁
〔3。

一 : ·2 + 1 4 5 。: , : ·, + , 6 。‘, , , , 〕。x p
卜多1

, V Z

“
‘ J

一 ‘6 2·’Q‘。)
}

取其中的实部
,

当 y< o时
,

取带 ‘的项
,

当g > 。时
,

取不带 ‘的项
.

其 中 A . = A / ‘

一

买
, ! , : 。X p

[
一

乡}
d。 是 , 的函数

·

(2
.

4 1 )

Q (g )

我们令
,

, 一

偿 (2
.

4 2 )
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把 (2
.

4 2 )
,

(2
.

4 1 )和 (2
.

4 0 )式分别代入 (2
.

3e )
,

(2
.

3 7 )和 (2
.

3 9 )式
,

并注意到 即
。

/口, = l ,

则得
:

一一

甘一
.

丫心
汽口一�口=

+比
口

Z
R

口x
Z ( 2

.

4 3 )

( 2
.

4 4 )

一澎
2 , ! 一e X p

卜了l

夕、口口RR

‘A .

十 一几厂几一
任 V Z {‘

3 , 一“’+ “ 8·’”’‘ 2

+ , 6 0 4。, · :
) 。x p卜雾1

一 , 6 2 。,。( , )下
L C J 沙

希{
3。一“’+ ’‘8 “’“’‘2

+ , 6 。4 0 7 一 ) 。X p

卜断]
一 , 6 2 0 2 Q (, )}

我们利用分离变量法解边值问题 (2
.

43 )、 ( 2
.

45 )
,

我们只考虑 , > 0的情况
,

R = X Y

我们得到它的解为 (取其中的实部 ) :

( 2
.

4 5 )

并令
,

( 2
.

4 6 )

鲁
一 R 。*
一澎

、)了{J
。。

{!
3‘

一 ’一 + 一““
’

十 , 4 8 。2 , 9 , 2 、 , 。。4 , ? 尹2

) e X p

!
一

攀〕
一 ‘6 2一。(‘)

」
e o : (。 (‘一 , , ,

一

{
( 3 ,

一
+ 14 8一, 3 / 2 + 1 6一 , 7一 ) 。X p

l
一

攀〕
+ 16 2一。 ( , )1

0 0 : (。 ( , + , ) ) }
e x p 〔

一
〕d ‘

}d-co
( g > o , l > x > o )

其中 o, > o ,

因为方程 (2
.

4 7 )是关于吵
:

的一阶线性偏微分方程
,

它的解为
:

( 2
.

4 7 )

一

若
、{U万{I了{{

( 3 :一
+ 一“

’, ’

, ...J尸
一
扩+ ““

’‘”’+ , ““‘
’, 2

, e x p

!
-

一 : 6 2一。(‘)〕
e o : (。 (, 一。, ,

一

〔(
3‘
一

+ 14 8一,
3一 + ‘6一‘

7 , ·

) e x p

【
t Z -

￡2 _

+ 16 2一。( , )」
e o : (。 ( , + , ) )

}
e x p 〔一

x 〕d ‘

}
d o,

}
d x
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+ B (g ) (, > o , l> x > 0 )

其中 B (功是夕的待定函数
,

因为八是外部解中的项
,

所以 B (刃可 由下述条件决定
:

时
,

B (, ) = o , 当g = o 时
,

B 份 )= 0
.

故我们取B (g ) = o ,

即

B (, ) , 0

我们求得功
。,

劝; ,

劝
:

和切
。

后
,

类似的按上述步骤可逐次确定叭和切
”

(。 = 1 , 2 ,

由方程(2
.

4 )的第一个大括号
,

令产的系数等零
,

则得
,

(2
.

4 8 )

当 g , OO

(2
.

4 9 )

3 ,

⋯
,

N )
.

鲁(斋篆
十

鲁
一

)一 茸(鲁豁
(夕- - 一 ‘)

.

即
‘ 口,吵, 、

宁

而
一 一石呀「

山

)
+ 艺

呀一 自
f , . 一 ~ ‘

了口‘叻
一 _ : . 。

- . 一一该一1 - , . ‘

、 Q y
.

口
‘

势一 :

d x Z
口夕

2

(翟
一

鄂
一

+

誓瓷
豆

)

+

努) (2
.

5 0 )

由(2
.

6 )式
,

使户的系数等于零
,

则得
:

「口叻
。 ,

为一门 l _ 八

【万牙 甲几双一引荟: 笔一
” (2

.

5 1 )

由(2
.

3 8 )式
,

使砂的系数等于零
,

则得
:

「即
。 .

口甲
. _ : 11 _ 八

叮一又一 州尸

一
言万一一

~

一 呀 1 ~
U

L 口X O X J I-一
(2

.

5 2 )

由方程(2
.

4 )的第二个大括号
,

使户的系数等于零
,

得

d l功
。

刀
。甲。

一几
。切-

·

E
一�

f . 日

(夕- . 一 ‘、

艺
‘一 2

J - . 一 ‘)

十 E
‘一 2

(夕- . 一‘)

+ 艺

。1, ‘

(点
, · , , 一)

,
: , ‘

(燕
‘· , ,

一)

鲁(身
·。一小

、黔
一

云
t 一 2

(J 一 , 一‘)

‘一 O

吸才一 ” 一 t 、

。 二

口3切, _ :

o , , 厂百天面一

艺
‘一 2

( , . , ~ ‘)

口8劝. 1井
。

、

飞反厂气允
“·卿

一 ’一 ’

)
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+ 艺
‘ 一 盆

J . ” 一 ‘
飘知

。一)

口甲, _ :

峋物 一反落
一 十 凡

‘切. _ ‘

.

艺间
·

乙
十

‘. 2

了. . 一 ‘

十 2艺 p ‘卯一
‘一 : 十

d知一
4

口x
‘ (2

.

5 3 )

由 (2
.

5 )式 使。”

的系数等于零
,

则得
:

〔乙1‘
· + “

。, 一 + ‘1。一〕

! (2
.

5 4 )

由 (2
.

2 1) 式
,

使户的系数等于零
,

则得
:

[d ,势
. + 占

。切。一 1 + 占1切”一 :

] I
。 一 。

= 0 (2
.

5 5 )

其中 带负下标 的量均取为零
.

我们把求得的人
, 切.

(n 一 o , l , 2 , 3 ,
⋯

,

N )代入 (2
.

3 )式
,

我们就得到流函数砂的N

阶渐近解
.

我们限于求到二阶的渐近解
.

我们把 (2
.

9 )
,

(2
.

15 )
,

(2
.

4 5) 和 (2
.

3 5 )式的g > 的

实部代入 (2
.

3 )式
,

则得
:

矽= 叻
。 + 。砂, + : ,

功
: + 。2 切。

_

/ 。3 、

一刀 e X p . 一 丫
,

万
一

I
- 一 、 x

一

g
一

/

顶汤
泛只I了仃了{〔

“
’‘2 + 3一

’‘’

+ , 4 8 。3 , 3 , 2 、 1。。6 , 7一) e X p

卜誓]
一 1 6 2一Q (‘)」

e o : (。(‘一 , , ,

一

l(
3 。‘一’·“+ “8 ‘”‘s’’

十 , 6 。5 , 7一 )e X p

〔
一

攀]
+ 16 2一。 (, )]

。o 。(。(, + 。))
}
e x p 〔

一
〕d ‘

}
d o,

}dx

+
一甫涂J{J二

。2、、〔3“ + 2““ ,”
’

一“‘+ 2“‘。,
“·’

〕e x p 〔一“ + 2、“ ,
2
一。

2

〕d 。

}
d :

+ U (。
乙

) (夕) o , l> x > o ) (2
.

5 6 )

按以上步骤
,

我们可求得 夕< o , 1> x > 。时的流函数的二阶渐近解
,

这两个解是镜面对

称的
。
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三
、

评 论

由 (2
.

5 6 )式右端第二项的积分中可以看出
: 流体微团轨道具有连续频谱的成份

。

其振动

幅度随 x 的增加而减小 , 而且它随参数 t 的增加而减小的更快
.

由 (2
.

5 6 )式右端第三项的积分可以看出
: 流体边界层厚度比较小

,

因为其中包含
e 一

砂的

因子
.

它与 (2
.

56 )式的右端第一项结合起来看
,

流体微团在 , 方向离开平板表面
,

它就很快

变为势流
.

流函数劝对 , 求一次偏导数
,

即得
,

“= 口叻/ 口, (3
.

1 )

我们令
。 = 0

.

99 代入 (3
.

1) 式
,

固定 x 值来计算 , 值可求出边界层厚度
.

我们利用以下公式
‘7 ’

D 一“

皿
。一d X

(3
.

2 )

其 中b是平板宽度
,

r 。

(x )= 拌(
~

塑
一

、
、 d 封 I刁y

D 就是平板一面的阻力
.

由(3
.

2 )式
,

可算出平板表面阻力
.

并且按下述公式
‘”可计算

量纲阻力系数C 了:

(3
.

3 )

出无

C , =
2刀

冬
。刁u ,

乙

(3
.

4 )

其中A 二 ZbL表示湿面面积
.

若把 (2
.

56 )式的积分项在平板表面附近展为大 , , 的幕级数
,

并积分
,

然后与文献【8〕比

较
,

形式是类似的
.

从以上讨论
,

我们可以看出我们所得到 的N a v le r 一S七o k e s方程组的一致有效渐近解 包

括更为丰富的内容
,

即能直接看出它的边界层性质
,

而且具有多层结构
,

还能看出它具有连

续的结构性质
.

这些性质从简化的 N a vi e r 一8 七。 k e s方 程的解中是无法直接看出的
.

本文推

进了前人的工作
.

一..J�‘.J6j‘口
�r..L1..1

[ 5 1
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