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摘 要

本文我们第一次给出了几类各向异性增长拟线性椭圆型方程广义解的最大模的先验估计
.

关. 饲 拟线性椭圆方程 非标准增长条件 各向异性S ob ol ey 空间 广义解 最大模 的先

脸估计

一
、

引 言

近十年来人们对非标准增长拟线性椭圆型方程和泛函的关注逐渐增加
,

但遗憾的是对标

准增长情形得到的结果并不能完全推广到非标准增长情形
.

在陆文端
: ‘, 2 ’、

陈祖埠
: 3 ,
有 各向

异性增长拟线性椭圆型方程解的一些存在性结果 , 陆文端
二‘’、 王向东

一

梁鉴廷
t“’
证明 了 各向

异性拟线性椭圆型方程解的整体有界性 , 又在王向东一梁姿廷
: . ’中证明了解的局 部有界性 ,

此外
,

F u sc 。一

s b o r d o n e : ”
、

梁婆廷
二”则证明了各向异性增长泛函极 小 的局部有界性

.

本

文中我们将给出各向异性增长拟线性椭圆型方程广义解最大模的先验估计
.

二
、

主 要 结 果

设刃
.

为
n
维欧氏空间

,
G 为E

”

中的有界区域
,

扒> l( ‘一 1 , 2 ,
⋯

,

哟
,

牙毛p
.
(G )表各向异

性C o 6 0 0 e a空间
,

其范数为

卜l, }, . , 口 ;》= 艺 11
。二 ‘

11
: ,

“
) + 110 11

: :
,

。, .

平 }夕
.
(G )为在G 有紧支集的Cl 类函数在平 }户

.
(G )中的闭

.

在 G 上考虑如下拟线性椭圆型方程
:

d iv A (x
, 。 ,

V “)= B (x
, “ ,

V 。) (在G 内)

其 中 A (x
, 。 ,

雪) = {A ‘
(x

, 。 ,

占)
,

i = l , 2 ,

⋯
, , }和B (x

, 。 ,

舀)在G x E
‘ x E

,

上定义
,

关于
。 ,

雪连续
,

对 固定的
。 ,

占关于x 可测且满足下面的结构条件
:

(2
.

1 )

对固定的x
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雪
·

A (x
, 。 ,

安)> 艺 !雪
,

l, ‘

IA ‘(x
, “ ,

省日《
、 }雪

,

}
’ , 一 ‘

(t = 1 , 2 ,

⋯
, ”)

B (x
, 。 ,

占)== 刀(x
, 。 ,

雪) + 几l
。
}

, 一 2。
(2

.

2 )

i刀(x
, 。 ,

雪)i《E
c ‘(x ) l雪

.

1
’ . + f(二 )

其中 忙> l,

几》o ,

当 1( P( n
时

,
P《 g《P一 当P>

”
时

,
P《 g < + OO

,

劳
一

落亩

P. 一

P ”

,

卜资《今
《嘟是常数

, “(二)和j (二 )都是非负函数
,

尸 尸
.

f (x )〔L
一

(G )
, c‘(x )任L

r .
(G ) (i = 1 , 2 ,

⋯
, 。)

分别满足

(2
.

3 )

其中八满足
:

价责
+

登
一 ‘

(
”‘<P < ”且 , 一

劳
(会<l

一

御
r ‘= + OO (

当 ‘< p < ·且 , ‘一 , ‘

(卜御)
l / 了

,

夕‘、P

万、、
‘
一而)万 (

” ,

<P <
·
且 , 一

责
<

知
l

)

(
当, 》咀

‘一

劳
、瓮<l )

(2
.

4 )

弃< ; 一粤
r ‘ 尸‘

r‘== + co (当P> l且? ‘二 p ‘)
.

和通常一样
,

称“
为(2

.

1) 的广义解
,

如果
“〔附卜

,
(G )并且满足

J
。、v二 A (x

, “ ,
v · , + ”B ‘x

, “ ,
v“ , ‘d X 一 ”

(V
。〔牙毛p

. ,

(G ) n L oo (G ))

定理 1 设在 (“
·

“)
、

(“
·

3 )中’< p < 2 ,
p 一> m 户x {p

‘}
,
几> 0 , q = p

, s 一 OO 且

(2
.

1 )
声

r ‘一 n , : 。 = , ‘

(卜告、 (‘一 1 , 2 ,

⋯
, ,
)

、 J 沪 ,
(2

.

5 )

枷〔才飞, . )
(G )是方程 (2

.

1)的广义解
,

并存在 常数M ) o ,

使

(。一M)
+
= m a x (

。一M
, o)〔万 }p

. (G ) (2
.

6 )

那 么存在常数B> 0仅依赖于
n ,

P‘
, 、 ,

几
,

}Ic 。(x )】}乙
, 。
和 }G !

,

使
r

. _
, 1

二 _ 二

、 一

l一
~

、

e s s口“u p “’

《m a x
i“以下舜刃 },j 11“一 o

,

)
”一 ‘

少
·

(2
.

7 )

定理 2 设 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )和 (2
.

4 )满足而且

一< P< 2 ,
P.

> m a x {P‘}
,

几> o ,
P《g 《P气 s = oo

,

‘

l 一y‘一
, , ,

_
, 。 . 、

, 一万、瓦、
‘ 、,

一 ”
乙 ” ~ ’ ‘, ’·

设 t = m a x {t ‘}
, t。为满足下面条件的常数 :
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、..

!
r.....产‘一 , · (当卜公嗽

《 , 一

夕

玲
+

(
, 一

瓮
一

)奋
+

绘
一

(
一

, 一

公
一

))f
十

瓷
-

(当 , 一

奋
<
瓷

< ‘,

(2
.

8 )

t . = oo
,

(当, ‘= P‘)
.

设
“〔平飞, .

(G )n L .
(G )是 (2

.

1 )的广义解
,

(i ) e s s s u p 。 +

《M或者

那么在 (2
.

的成立的情况下
,

有

(11)

定理3

es o
su p 。·

《拱IIjll
: _ 。

、节
「

.

口 、 八 I

设(2
.

2 )
、

(2
.

3 )
、

(2
.

4 )和 (2
.

8 )满足
,

又设

1< p <
” , p .

》 m a x {p ‘}
,
几> o ,

夕《 g《P气 : = OO
,

‘

, _ 1 一竹一
, ;

_
, 。 _ 、

1

一 1万、
‘

丁 喂
; 1 妙 一 场

‘ , ”
’

, “ )

尸 夕 ‘

设
u〔牙 ; , ‘

(G ) n L
:

(G )是 (2
·

’)的广义解
,

其 中‘一 m.a
x 谨“}

,

那么
,

倘若 (2
·

“)满足
,

则

e 。。 : u p 。·

《 。a x

不二
,

(粤l!, 1.: _ 。

)六飞

定理4 设 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )
、

(2
.

4 )
、

(2
.

5 )和 (2
.

8 )满足
,

且

(2
.

9 )

l< p < ” ,
p .

> m a x

‘

。一 ,
, : >
劳

·

设
。〔平朴

. )
(G )满足 (2

.

6 )且是 (2
.

和 G 的常数‘> 。
,

使

{P‘}
,
几> 0 ,

l)的广义解
,

那么存在仅依赖于
n ,

P
‘, ‘、

l}c
‘

(x ) l】乙
。(。

e s s s u P “+

《M + c !lfll
1 / (P一 1 )

L
:
( e

· (2
.

10 )

定理 5 设 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )和 (2
.

4 )满足而且P》 , ,
兄> o ,

P( g < co
, s = OO

,

‘一

劳嗽、
(‘一 ,

,

2 ,

一
,

并设

当 m a x

{瓮}
< , 时

, ·〔牙 , , “G ,
,

当 m a x

{瓮卜
‘时

, ·〔牙 , 广“ G , n 乙一 (G ,

且
u
是(2

.

1) 的广义解
,

那 么
,

倘若 (2
.

e) 满足
,

则有
e。: : u 。 。·

《m a 、

干二
,

(粤一, }r: _ 。 )

、台下
G 、 、 几 I J

(2
.

9 )

三
、

定 理 的 证 明

为证明定理成立
,

我们需要下面的引理
:
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引理 1 设
“〔才 }p

. 、

(G )
,

那 么

11“}l:
, . 口)

( e (
, ,
夕‘){

1

{“,
1

{告/
p

}I“11工
, ‘口
《

c
(
n ,
夕

, t )IG ,
‘产‘jJ

其中 }G l记 G 的L eb e s g u e测度
,

而

(1< P< n
)

}。{
}

}
, I ,

(l< t< OO
,
P>

n
)

(3
.

1 )

(3
.

2 )

口

石’
“二‘
”
’“X

·

l
曰

一一G助

证明 如所巳知 (例如见 [4〕或 [ 7〕) 对“〔附朴
. )
(G )

,

成立

}}“ 11乙产 ‘。 )
《

c
(‘) n }}。x , 11

1

月

L户, ( ‘ )
(1 < P< n

)

取“(x ) == 0 (
‘

当x 砚G )
,

开拓
“
在B (R )= { lx l( R }。 G

,

那么
,

通过相似变换
,

可知 c和 G无

关
.

然后
,

利用关于算术平均和几何平均的代数不等式即可得到 (3
.

1) 式
.

为证 (3
.

2 )
,

取g > m a x {P‘
, t }

,

并变动 p ;使

‘< ’“ p ,
‘“ 一 p

‘’ ,

省
一

青石甘
且‘

<P
‘

<n
’

那么

11
u
l}乙

。 。。 )
《 C(

n ,
夕; ) n l}u 二 : }l

1

月

L , 声。e , ’

然后利用H 6 1d e r 不等式
,

给出

生
协

l}。 }I乙
, 。。)
《

c
(
。 ,
户川‘l ‘

n
‘= 1

1

,,“X , ’l几
. 《。 , .

对P :极小化c ,

即得到 (3
.

2 )式
.

引理2 设
“〔L :

(G )满足

J
。
(一“)

·
d x 、F }G n 、·> 。} , 1二 (v * > *

。

> 。)
,

其 中 F
, r
为正数

,

那 么

e S S S ll P
二、“

。 +

(
‘+

: )
F }G 。

’ .

注
:

引理2是【幻中第二章引理5
.

1的一个特款
。

定理 1 的证明 我们定义

I 一 、
1

k (0)二又双1不厄可 !.fl
‘

一
“‘

)两
(o> 0 )

·

如果M< k (o )
,

那 么存在 0。> o ,

使得

M < k(8 ) (8〔(o
,

8。))

下面我们只限于考虑 k > m a x {M
,

k (0)}的情形
,

在G 门笼。> 几}上
,

有
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, 、二 , 一 * }· }。一《F 一

{
0 ,

2 0

l + 2 0

(当M》寿(o ))

}】f }}: , 。o ) (当M < k (o ))
(3

.

3 )

由于 (2
.

6 )
,

对任何h> k
,

、: , . )
(。)。: 一 (。)〕: 一 (一 ; )一 (一

, )一
{

h 一 k

“一 k

0

(当。
(x )> h)

(当k < 。
(x )< h)

(当。
(x )《k )

取这样的犷作试验函数
,

将它代入 (2
.

1 )
‘

即得

J
。 n 、* 、

。 、, ,
艺 }。

二 .
!“

. d X

可
· n

*
。, 。, “一“,

’
一 ‘一“,

·

, (户
一 (·) ,二

‘}一 + F

)
、·

(3
.

4 )

命h , oo
,

由 (3
.

4 )继续得

丁
· n : 。> * ,

宕
}二

‘

一‘·

可
· n 、

。> 。, ‘一“,
(户

一 (·) ,·二 ‘一 + F

)
、·

(3
.

5 )

设
。> o满足

君2 , . n s (3
.

6 )

s
是出现在 (3

.

1) 式右端的常数
.

我们取N > 0这样大
,

使

、

丛

石(」
‘ 门
、
。 . (二 )> 二 , , ‘。‘x , ,

’
d x

)
”

《
。 .

因(3
.

4 )式右端积分的被积函数包含有
“
的导数

,

积分 的有效 区域排除形如 G n {“ = c o n st }

的正测度集
.

因此
,

我们不妨设对任何 h
,

{G n 笼。~ 杆 1= 0
.

于是我们可以取

h
。
= co > h l) h

:

> ⋯ ⋯> h. = k》m a x {M
,

k (0)}

使G , = G 门{h , < “< h , _ 1 }满足

1 1

N }G , I
”
= 。 (j< 二) 和 N }G . l

”

《
。 ,

那么

(, 一 1 )
(k)

”

、

自臼
、 }‘ {

.

J = 1

(3
.

7 )

对j= l , 2 ,

⋯
, n ,

定义
u ” 二 (

“一 h,
)
十
一 (

u 一 h , _ :
)

+ ,

则对几乎处处的 x 〔G
,

我们有

“

x’. 一 u x .
(当x 〔G , )

, “

紧
, 一 o (当x 〔G \ G ,

)
,

根据(3
,

4 )
,

对
v
》 2

,

有

Xd护
,

勺“艺倒凡
,
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可
。

,
“‘”

艺
c‘(x ) l。

二 ,
I

, ‘d X + I
。 n *

。> ; , (一。)d ·F
(3

.

8 )

在G
一

上
,

(。一 h
一

)
今
== 艺

u ‘, , ,

因此
,

有
才. 1

“‘” ,
“x ‘

,
’
‘= “‘” I 艺

u

拭
,

I 一 1

、 2 , ·。‘,
,

(
.
。

筑
, }

·
‘+ .

艺,-l
、 2 , ·。‘,

,

(.
。

笔
,

!y ‘ + 沉p . ,
·

鱿
) !

7 ·

)
,

J
。 。‘, ,“ (二)}

“

紧
) }: ‘d x

《 l
u (” }}

:
梦

(o ) ,}u式J,

1

《c {{}
“‘,

}
’
l宕

艺
, . (· 11‘。(x )l}: 二

。夕

J}l。
‘”Jj}吝

‘/P
‘

(3
.

9 )

其中为简单
,

我们把常数 I
c ‘
(x )}}L

。 。 吸收到常数
‘
中

, c还依赖于。 ,
p ‘

.

此外
,

I
。 ,

一
(二) ,·;.l) !,

.‘x

《l}“‘
’ 、

l, : , ,
11
“

刃11耸“
G

】

11“(‘)11:
.

(。
,
)

《2 “S ,}}
“ ”川百,,,。‘

’ ·

!
{}石

‘/ p ,

(3
.

10 )

因为

l}c
,
(x )}}

联合 (5
.

5 )、 (3
.

10 )
、

/ r 、

鱼
:

。

(。
·
)( U

。 。、
。 . (二 )> 二 } I“ (‘) l

”
d
x)

” + N IG
,

}

(3
.

6 )和 (2
.

5 )式
,

即得

“:
“‘” ,,‘·《

“

(艺 {, 。
‘

J’{{
1。 + F Jl(

u 一 k )
斗

11乙, . 0 ) }A (k ) l
工
P .

(3
.

1 1)

(
v = 2 ,

⋯
,
tn )

其中 A (k) = 】G n 协> k} }
,

常数
c > 。和 k

,
F 无关

.

另一方面
,

根据 (3
.

5 ) (其中的k用h ,
来

代)
,

用同样的方式我们推导出

111
0 1 )

}rJ
。
《

。F 11(卜* )一
: , , 、口 , (* ) ‘一

责 (3
.

; 2 )

利用 (3
.

1 1 )
、

(3
.

12 )进行迭代
,

给出

1

1j
l

。‘, 、

}}{
o
《

cF 11(。 一 k )
+

}IL , .
‘

o ;
A (k )

山一 万翻 (
v = l , 2 ,

⋯
, 二) (3

.

1 3 )

其中 常数c> 0还要依赖于m ,

但由于(3
.

6 )
、

(3
.

T)
, m 可以控制

.

由(3
.

13 )继续得
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l(。一k )
今 jIL’.

〔。)
《艺 }j

。‘了’
11
: 一

: 。少

《
s

E }JI
“ (, ,

夕一 l 才一 1

鱼
P

1 1

《 (cF 11(
“一k )

卡

l{: , ,
.

。
. .

A (k )
工一
7

一

)下
.

从而
,

有
1 一一之

_

} (
“ 一 k )

‘
d x 《

c F p = I A (k ) 王+ ”
(p 一二)

.

J G

根据引理2 ,

我们有

6 日S

口

su p 。+

《m a x (M
,

k (e)) + I
c尸不万 l‘ i丽厂幻

。

(3
.

1 4 )

如果M》k(0 )
,

我们有F . o ,

e s s s u p “+

《M
.

G

相反的情形
,

我们有

M < k(0 )(V S〔(o
,

6
。

))而且 F =

(3
.

14 )式隐含了

2 0

l + 2 8
l}f }}工二

‘口) .

1
e““。“u p 二 《

标输 , ,,f ,‘L一 )补
+ ·

‘G ,
P

”
(户一 1 )

1

(击
歹,‘f”

: ‘。

)两
(3

.

15 )
在q 二 PC (1

, 2 )的情形
,

我们可以取0> o这样小
,

1 P

(几(l + 2 6))一下二至 + c 】G }
”
(p 一 1)

这等价于要求e满足

使
。。 、

一生
-

1

什渐 )
’一 ‘

司几(‘十”)) 一

刃
,

: 。 !

淌仔态)六
、

偏)六
一

行渐)六

= - 工一仁止一 、1+
P一 l 、1 + a口I

1

万刁 O (对某个。〔(1
, 2 )) (3

.

1 6 )

显然
,

如果e《 l ,

且

~ 吏一 一鱿 全J
:

3 C .G .
’‘户一 ‘, (“几) p一 ‘“户一 ‘《

示
一

r

那么 (3
.

1的就能满足
.

由 (3
.

15 )得
、
一 里

.

e s s。“u p “‘
《叹下六可 }!flL OO ‘o

,
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