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摘 要

本文引入表征复线性变换结构的新对象
.

这些新对象给出复向量空间关于复线性变换分解的

新结果且给出构造Jor da
n 标准形的所有Jor d a n 基

.

因而
,

它们能够直接导致著名为 Jo
r d a n 定理

及空间的第三分解定理
,

且能给出对 Jor d a n 形精致微妙结构的新的深刻洞察
。

后者表明
,

复线性

变换的Jor d a n标准形是一种在双重任意选择下具有不变性的结构
.

关. 何 复向量空间 复线性变换 分解定理 Jor d a n 标准形

一 己! 言、 、户 . 卜- J

复线性变换与复方阵的 J o r c a n 标准形
,

复向量空间关于复线性变换的结构是线性变换

论与矩阵论的中心内容之 一
,

其中主要的结果是著 名的 J o r d a n 定理以及复向量空间关于复

线性变换的分解定理
〔‘一 “, .

在几乎每一本线性代数或矩阵论的教科书中均可找到这些经典结果
,

特别是 Jo r d a n 定

理的论述与证明 (例如 [l 、 5〕在中)
.

几何方法
‘’一 3二与分析法川 是标准的

.

〔4、 5〕给出了

Jor d a n 定理的简化证明
.

然而
,

由于它们的复杂微妙
,

明确完整地 阐述这些结果是不易的
.

事实上
,

现有的阐述

与证明或涉及复杂概念与冗繁过程或未能清楚完全地揭示J ar d a n 形与空间的精致结构
.

我们

将看到
,

存在这样的状况是由于尚未找到能够表征复线性变换结构特征 的更为本质的适当对

象
.

本文将引入这样的新对象
.

它们是关于每一特征值的子空间方程组以及由该方程组决定

的 Jo r d a n生成空间列 (参见第三节 )
.

这些新对象给出复向量空间关于线性变换分解的新

结果且给出构造Jo r d a n 标准形的所有Jor d a n 基
.

因而
,

它们能够导致J or d a n 定理与空间

的第三分解定理
t ’~ 昌, 且能给出对 Jo r d a n 形精致微妙结构的新的深刻洞察

.

后者表明
,

复线

性变换的 J o r d a n 标准形是一种在双重任意选择下
,

即在子空间列的任意选择及每一子空间

的基的任意选择下的不变性结构
.

在本文中
,

V
”

是一
, 一

维复向量空间
,

O是其零 元
.

V
,

上所有线性变换的集记为另 (V 动
,
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.
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.是恒同变换
.

此外
,

函表示空间的直和
.

特别
,

子空间刀
, ,

刀: ,
⋯

,

刀
,

c V
.

称为无关的如果

它们的和是直和
,

即有

D l + ⋯ + D
:
= D ,¼ ⋯ ¹ D ,

二¼D 。

( 1
.

1)

最后
,

对任何 u : ,
⋯

, u ,

〔V .

及A〔男 ( V
一

)记

A (u : ⋯ u 一) = (Au : ⋯ A u 一)

第二节引入一些必要的概念并给出空间第一分解定理的简明证明
.

文的主要内容
.

( 1
.

2)

第三节和第四节是本

二
、

空间的第一分解定理

A〔穷 ( V 劝的行列式
,

记为 d et A
,

是适合下式的唯一数 (可能是复的 ) :
对任给 u : ,

⋯
,

u ,

〔V
。 ,

(A u l ) A ⋯ A (A u 。

) = (d e tA ) u : A ⋯ A u 。

( 2
.

1)

其中 A 是外积
.

设义是A〔2 (V
,

) 的特征值
,

即是特征方程d et (A 一月) = 。的根
.

又设a是一非负

整数
.

(A 一月 )
‘

的核记为 N 。

(幻
,

后者的维数记为
, 。 (幻

.

约定 B0 = . ,

B〔男 (V :) 我们有

N 。(几) 二 {O}及 ”。(几) = 0 .

下述结果显然
:

N 。

(几) c= N I (还) g N Z

(几) g ⋯ g V .

(2
.

2)
n 。 (几) < n , (几) ( n : (几)《⋯《” (2

.

3)

因为无穷整数列魂
n l (幻

, n Z

(劝
,
⋯ }是一单调有界列

,

因而存在唯一正整数‘二 c( 幻使得
N 。 (久) c= N I (久) c= ⋯ c= N 。

(几) = N 。 + , (几) = ⋯ (2
.

4 )
, 。

(几) < , 1 (久) < ⋯ < n 。

(几) = , 。+ : (几) = ⋯ (2
.

5 )

定义 1 具有上述性质的数
‘ ~ “ (劝 称为A的干临界指标

.

子空间列 笼N
; (幻

,

N : (幻
,

⋯
,

N 。

(幻 }称为A的干根空 间列
,

其中N 。

(幻称为A的a 阶不根空间
.

我们将看到
,

A任男 (V
。

)的不临界指标正是A的J o r d a n 形中Jo r d a n 块的最大阶数
,

A 的

根空间列决定A的Jo r d a n 形的结构
.

下述定理是基本的
.

定理 1 设a( 幻是A〔另 ( V
。

)的特征值几的代数重数且‘= “ (幻是其干临界指标
,

那么

n 。

(兄) 一 a (几) 且 1《
c (久)《a (几) (2

.

6 )

定理 2 设几
1 ,
⋯

,

礼是 A〔史 ( V
。

)的所有不同特征根且c 。
是久

。 一

临界指标
,

那么

V 。 = ¹ N 。。 (元。 ) ( 2
.

7 )

定理 2 即通常所称的空间第一 (或基本) 分解定理“
’ 2 , .

它可由最小多项 式予以证 明

在下面
,

我们用 (2
.

1) 给出新的简明证明
.

为此
,

需要下述两个引理
:

引理 1 设几是 A〔男 ( V
。

)的特征值且a = a( 幻是其代数重数
.

那么有无关向量 u l ,
⋯

,

儿〔

V 。

使得
(A 一久I ) u l = o ,

O _ l

(A 一又I ) u
。 = 艺

c
昙u , (a = 2 , 3 ,

⋯
, a ) { (2

.

8 )
声 . 1

证明 对另 ( V : )
,

结论显然
.

设对男(v
, 一 , ) 结论成立

.

考虑A〔2 (v , )并让 。:
是代数重
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数为
a
的特征值几的特征向量

.

u ;
张成的一维子空间记 为V ‘ .

取 v
Z

c= V
。

(
n 一 1维 )使 vl o v

:
=

V
。 .

u在子空间 V ‘与W 中的直和分量分别记为 u :与 u : .

线性变换u ~ (Au)
:记为 A : 〔劣 (V

.

)
.

我

们有A : u = (A u )
: , u 〔v

。 .

记 A ; = A : Iv
: ,

我们有

A u = (A u ) : + (A u )
1一 A二u + 雪u ; (V u〔V

Z

) (2
.

9 )

让 u l〔V , , u : ,
⋯

, u .
〔V

Z

是 V
,

的一组基
.

从 (2
.

1 , g )及外积的性质
,

易推出 d e 七(A 一 p l) = (几一

p )d e t (A二一 p l
’

)
,

其中l, 是 V
“

上恒同变换
.

这表明几是 A二的重数为
a 一 l的特征值

.

于是
,

由

归纳假设与(2
.

9)可知引理对另(V
.

)亦成立
.

引理 2

间N。 :
(几)

,
⋯

设几
; ,

⋯
,

几是A〔2 (V
。

)的所有不同特征值
.

那么对任给正整数 m l ,
⋯

, m : ,

子空
,
N, .

林
s

)O V
.

是无关的
,

N。
:

(久
1)+ 二 + N o

.

(人
*

) = ¼ N‘ (几
。

) g V 。

(2
.

10 )

证明 (2
.

10) 等价于对适合 1《a < : 与a < 刀< “
的任意a 与刀下式 成立

:

(N , :

(久) + ⋯ + N‘ (久
。

) ) n N , a (几, ) = {0 }
.

若非零 x 〔V
.

属于上式左边
,

那 么 X = x , + ⋯ + x 。 , X :〔N , :

(几: )
,
⋯

, x 。任N饰 (几
。

)
,

且 ( A 一

几p l)‘ax = 0
.

后一条件表明存在 0《 p < m , 使得 0 钾y = (A 一 几, I)
尸X 且 ( A一 几, I ) y= 0

.

由此及

(A 一君I)
q
与 (A 一 , I)

’

可换
,

可推 出 ( A一 凡1. ) 价 i ⋯ (A 一 几。 . ) m
a

y= (A 一 几, I ) 夕 (A 一几, l) , 卜 二 (A一

几
。

I) ma x = 。
.

另方面
,

由Ay = 几, y我们有 (A一 l几1) , ,

⋯ (A 一几
。

I )踢v = (几, 一几1) , ‘
⋯ (兄, 一义

。

) m
ov

铸 。
,

这与上面刚表明的事实矛盾
.

Q
.

E
.

D
.

现在我们可证明定理 l与2
.

由引理 1可推出有无关向量 u l ,
⋯

, u 。〔v. 使得 (A 一朋)
“ u 。 = O,

因而对任给m > 。
有

n . (幻> n 。 (幻 》a .

此外
,

引理 2表明对任给正整数 m l ,
⋯

,
二

. ,

乙
。、 (孟

。

)《
二

I

” .

因 而
,

由云
a 。 = n

及对m 。

> 、
, n 二。

以
。

) > Q. ,

其中“是几的代数重数
,

可推 出对二
。

汹
。

二 1

有”二。

(肠 ) , a 。并且
c 。
《a 。 .

三
、

子空间方程组与 Jo rd a n 生成空间列

对任给B〔2 (T
.

)及任一子空间 G C T ” ,

我们记

BG = {B x : x〔G } ,

它是V 。

的子空间
.

下面是本文的关键结果
.

定理3 设几是A〔另 (V ”

)的特征值且 “
是临界指标

.

那 么存在子空 间列{G 全,
⋯

下述子辛回方攀攀
:

(3
.

1)

, G 歼 适合

N .

(、) 一N一 1 (、) ¼(舀(A 一、. ) , 一。, )
、声= 0 ,

( 3
, 2)

(a = c , c
一

,

⋯
, 2 , l )

证明 对a = ‘ ,

方程 N 。

(幻 = N 。 _ : (幻 ¹ G 念有解G 念
.

只需证明若有子空间 G 奋伊 = a , a +

l ,
⋯

,

c)
,

适合 ( 3
.

2)
,

那 么有子空间G 孟
一 :
适合

、
. _ l (、) 一 N 。 一 : (、) ¹ (苗(A一 , . ) ,

一
‘。孟)¼。: 一 1 ,

、声- . ,

或等价地
,

子空间 N 。 一 : (几)
,

(A 一几I ) 夕
一 ‘ + ‘G 孟伊 = a , a + l ,

⋯
, c )

,

是无关的且它们的和属于
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N
。_ ;

(几)
。

事实上
,

对任给 x 〔N
。

(幻我们有(A 一 朋)x 〔N
。 _ ;

(幻
.

而且
,

(3
.

2 )表明 (A 一月)夕
一 “

G 合c

N
。

(几)
.

这些事实说明 (A 一凡l)声
一“ + ‘

G 合(刀二 a , a + l ,

⋯
, c
)

,

是 N
。 _ ,

(几) 的子空间因而它们的和

是N
。 _ 1

(幻的子空间
.

另方面
,

考虑

u
。 _ : + 艺 (A 一几.)夕

一 o 十 ‘x , 二 o , u 。 _ :
〔N

。 一 :

(久)
, x , 〔G 乡 (刀= a ,

⋯
, c
) (3

.

3 )
声

= o

注意到 (A一 几l)
“ 一 Z u 。 一 : = o

,

从 (3
.

3 )我们得出 (A 一几l)
“ 一‘

艺 (A 一几l)声
一 。x , = o

,

因而 艺 (A

声一 。 声. 0

一几.)尹
一 “

x , 任(¹ 芸
_ 。

(A 一元l) 夕
一 “

G 委) 门N 。 _ l (几) = {o } (参见 (乞
.

2 ) )
.

因此
,

(A 一 几l) 声
一“ x , = o ,

刀= a , a + l ,

⋯
, c ,

因而 (3
.

3)意味着 (A 一 几I) 声
一 。 + ’x p = u 。 _ : = 0 叨 二a , a + l ,

⋯
, c )

.

这表明子

空间Na _ : (几)
,

(A 一几I) 夕
一 a 十 ‘G 合 (刀= a , a + 一,

⋯
, c ) 是无关的

.

Q
.

E
.

D
.

一般而言
,

子空 间方程组 ( 3
.

2 )可有无穷多组解
。

定义2 由子空间方程组 ( 3
.

2 ) 决定的每一列子空间称为A的一个 干J o r d a n 生成空间

列
,

其中G 鑫称为A的 a 阶小J o r d a n 生成空间
.

(3
.

2 )的所有解的集
,

即 矛J o r d a n 生成空间

列的集
,

记为 G (幻
.

定理3导致下述结果
.

推论 1 对每一干J o r d a n 生成空间G 盘及每一刀< a ,

d im G 二= d im ( (A 一几l) p G 二) = Z n 。

(几) 一 。。 + l (几) 一 。。 一 : (兄) ( 3
.

4 )

证明 对任给 x , y任G 二与 x 一 y笋 0 ,

设 (A 一凡I尸x = (A一几I) p y
.

则 x 一y〔G 恋门N , (几) g

G 盛门N 。 _ 1 (几) = {D} (参见 (3
.

2 ) )
,

即 x 一y = 0 ,

与假设 x 一 y笋 0矛盾
.

这断言 (3
.

4 )的第一个

等式成立
.

其次
,

由刚证明的结论及 ( 3
.

2 )
,

可推出

乞 d i m G 咨~
n 。 (几) 一 n 。 一 1 (久) (a = l , 2 ,

⋯
, c ) ( 3

.

5 )
夕

= a

由此即可推出 (3
.

4 )的第二个等式
.

定义 3 9 。

(幻 = di m G 二
,

它是A的所有 a 阶矛J o r d a n 生成空间的共同维数
,

称为A的a 阶

几
一 Jo r d a n 指标

.

我们将看到
,

J o r d a n 指标夕
。

(几)正是 A的J o r d a n 形中阶为a 的汇J o r d a n 块的个数
.

从 ( 3
.

5 )及g 。

(元)》o , 1《a 《
c ,

可推出

推论 Z n , (几) 一 n 。 (几)》 n Z

(几) 一 n ;

(几)》⋯ > n 。 (又) 一 。c 一 1 (几) (3
.

6 )

兄 g 。

(几) = , ; (几) ( 3
.

7 )

乙
a夕。

(凡) = n 。

(几) = a (几) ( 3
.

8 )

推论 3 对任给。笋 旷〔G 会与刀= 1 , 2 ,
⋯

, a ,

0铸 u 菩= (A 一几I) 夕
一 ‘u “ = (A 一元I) u 菩

_ ,〔N 。 一 , + 1 (几) (3
.

9 )

证明 因为 u o

〔G 二二 N 。 (几) (参见 ( 3
.

2 ) ) , (A 一 几l尸
一 , u 。〔N a _ ( , _ ; (几) 显 然

.

余下的要

证(A 一元I) 声
一 ’u 。

笋 0
.

事实上
,

若 (A 一几I )声一 ‘u 。 = 0 ,

那么由 (2
.

2 )与 (3
.

2 ) 我们可推出 u “

C
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G 二门N , _ ;
(久)二 G 台门N

. _ ,
(几)二 {0 }

,

即 u .
= 0

,

与 u o

笋 0矛盾
.

Q
.

E
.

D
.

我们将看到
,

推论 1断言J o r d a n 标准形的唯一性
,

而推论 3表明G 委中的每一非零向量可

生成一个不J o r d a 。链 (长度为a)
,

参见下节
.

四
、

新分解定理与 Jor da n 基

反复应用 (3
.

2 )
,

将 N l
(幻 的表示式代入到 N:

(劝的表示式
,

然后将所得表示式代入到

N :
(幻的表示式

.

继续此代入过程直至N
。

(幻的表示式可得

定理 4 设几是A〔2 (V
.

)的一个特征值
.

那 么对任一汇 Jo r d a n 生成空间列 {G 全
,
⋯

,
G 恋}〔

G (孟)
,

N
。

(又) = ¼¼ (A一几l) 声
一 。G 盛 (4

.

1)
二 1夕一

该定理与定理2给出复向量空间分解的下述新结果
:

定理 5 设几
: ,
⋯

,
几

, ,
⋯

,

七是 A〔另 ( V
.

) 的所有不同特征值且‘是A的几
。 一

临界指标
.

那么

对任给 ‘
, 一

J o r d a n 生成空 间列{G圣
· ,

⋯
, G恋: }〔G (“

,

) (a 二 ‘, 2 ,

⋯
, s ,

)

V . 一 6 备氢。一 * 。 , ), 一岭
‘ 一1 0 . 1声= .

推论3与定理5导致J o r d a n 定理
.

为说明此事实
,

我们 回忆关于JO r d a n 基与

准形的一些必要概念
.

a X a矩阵

(4
.

2 )

Jo r d a n 标

r几 一、

}
‘

{
、

.

{
j. (幻 一

}
‘
、

.

‘

!
、 1 几

‘

称为干J o r d a n 块
.

J o r d a n 矩阵是指对角元素为J O r d a n 块的分块对角阵
.

特别
,

对角元素

全部为不J o r d a n 块的分块对角阵称为干 Jo r d a n 矩阵
.

下面是著名的J O r d a n 定理
.

定理6 (Jo r d an) 设A〔2 (V
.

)且几1 ,

⋯
,

凡是A的所有不同特征值
.

那 么存在 V 。

的一组基

使得

其中

A (u ; ⋯ u 一 ) = (u : ⋯ u 一 ) J (A )
J (A ) = (J (几: ) ⋯ J (几

a

) )
J (石 )是一个几

。 一

Jo r d a n 矩阵而 J (A) 是对角元素为J (久。 )

(4
.

3)

(4
.

4)

(a = l , 2 ,
⋯

, ; ) 的 J o r d a n

矩阵
.

基u : ,
⋯

, u 一

称为A的Jo r d a n 基
,

J (A )称为A的J o r d a n 标准形
.

J (A )除 J o r d a n 块的

排列顺序外本质上是唯一的
.

几何方法
〔’一 , ,

的主要任务是表明J or d a n 基的存在且说明如何构造它们
.

向量畔 , = 1, 2 ,
⋯

,

a) 称为A的长度为a的不Jo r d a n 链
,

如果

A (u r ⋯ u : ) = (u r ⋯ u : ) j
。

(几) (4
.

5 )

易证u苦
,

刀= l , 2 ,

⋯
, a 是月的不J o r d a n 链

,

即 (4
.

5 )成立当且仅当 (3
.

9 ) 成立
,

其中 u 全= u 。称

为A的a 阶干生成向量并且已用到 (A 一刘 )时 ~ (A 一月 )
“ u “

二 0
.

推论 3表明 G 盛中的每一非零向

量是一个a 阶干生成向量
.
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从 (4
.

3 )与 (4
.

4 )可看到
,

A的J o r d a n 基由J o r d a n 链构成
,

因为J (A) 由 Jo r d a n 块构

成
.

为了获得A的J o r d a n 基
,

需要找到一组生成向量使得由它们生成的各个J O r d a n 链构成

V
。

的一组基
.

这是 困难的课题
.

有许多努力阐明构造J o r d a n 基的途径
〔‘一 “二 ,

但较冗 繁
.

上节引入的J o r d a n 生成空 间列可容易地提供所有要求的 Jor d a n 基
.

构造过程是直接

的 :
在每个 G (肠)中取一J o r d a n 生成空间列 {司

· ,
⋯

,

G沈} 然后在每个 G少中取一组基
.

对

A 的所有不同特征值所选取的基生成乙
n ; (几

。

)条J o r d a n 链 (参见(3
.

7 , o )) 且这些 J o r d a n

链构成A的Jo r d a n 基 (参见定理 5 )
.

上述过程表明
,

J o r d a n 基关联两个选择过程
:
在每个 G (凡

,

)中选取J or d a n 生成空间列

及在每个 J o r d a n 生成空间中选取基
.

对这两个选择过程未施加任何限制
.

因此
,

一般而

言
,

上述双重选择过程可提供无穷多J o r d a n 基
.

推论 1表明所有J o r d a n 基对应于一个共同

的J o r d a n 标准形 (J o r d a n 块的排列顺序除外 )
.

因此
,

上述过程 自动表明了Jor d a n 标准形

的唯一性并且给 出下述深刻新洞察
:
复线性变换的J o r d a n 标准形是一种关联双重任意选择

的不变性结构
,

即是关联J o r d a n生 成空间列的选择及每个 J o r d a n 生成空间的基的选择的

不变性结构
.

最后
,

通常的空间第三分解定理
t ’一炙 ,

它表明复向量空间可分解为一些循环子空间的直

和
,

是定理的直接推论
.

因为每个循环子空间可由 J o r d a n 链张成
一

‘一 3二 ,

从上述构成JO r d a n

基的过程与 (3
.

9 )以及定理 5
,

该事实显然
.

[ 1 ]
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