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摘 要

本文研究确定非线性方程
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一致有效近似解的平均法
.

得到K B方法(K r ylo v一 Bo g o liu b o , 二。 th o d )与K B M方法(K
ry lo v -

B o g o liu bo v 一M it r o Po ls k i m e th o d ) 的改进形式
.

通过两个例子与多尺度方法的比较
.

说明改

进的平均法的有效性
,

从而拓广了平均法的应用范围
。

关幼词 K B方法 K BM方法 多尺度方法 一致有效解
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引 言
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, 2〕介绍的平均法 (K B方法 ) 及推广 的平均法 (K B M 方 法) 很好地解决了寻
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的非线性方程的一致有效解问题
.

文献〔3
, 4 〕研究了非线性振动系统
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分别得到了有很大实用价值 的渐近方法
.

然而
,

在现实问题 和 研 究 中
,

有些系统往往要比

(l
.

1) 和 (1
.

2 )复杂
,

其中的非线性项了(
“,

d “/ df )很 可能还是d 忿u/ 斑
“

的函数
.

例如
,

方程
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和在转动的抛物线上运动质点所满足的方程
.
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其中
,

p
, 。是常数

, x 小而有限
,

就是这样的一些方程
.
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如何利用平均法求其一致有效解
,

我们尚未见有讨论
.

本文研究形如 (1
.

5 )的非线性方程
,

首先给出一种较之 K B方 法和 K B M 方法改进的平均

法
,

再通过实例与多尺度方法比较来说明这一改进的平均法 的有效性
.

为方便 计
,

我们假定

(l
.

5 )已无量纲化
、

且非线性项j (x
, y , “

)为其宗量的解析函数
, 。是正常数

, 。 是小参数
,

且 0 < “《 。
.

二
、

K B 方法的改进

我们先研究用 K B 方法求解(l
.

5 )的一致有效解 问题
.

按K B 方法
‘2 二,

可设 (l
.

5 )有解
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将(2
.

1 )
、

(2
.

3 )
、

(2
.

4 )诸式 代入方程 (1一5 )并整理得
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.
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.
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.
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.
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与 (2
.

2 )式 联立来确定 d a/ dt 和 a d 即dt
,

然后在〔0
,

司上对甲取积分平均
,

再取 t 积分来求出

(1
.

5 )的一致有效解
.

综上讨论
,

我们得到如 下改进的K B方法
:
设 (1

.

5 ) 有解 (2
.

1)
,

将 (2
.

1)
,

(2
.

3 ) 代入

(一 5 )
,

将 (2
.

4 )代入 (1
.

5 )左端而用

d o Z

/ d tZ = 一 a 。 , e o s卿 (2
.

10 )

代入 (1
.

5 )右端得到(2
.

9 )
,

再将(2
.

2 )
、

(2
.

9 )两式联立解出d a/ dt 和
a d即dt

:
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.
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最后对 (2
.

11 )式在 [0
,

司 上取积分平均
,

再对 才积分d a/ dt 和
a d 即dt

,

求得 a( t)
,

0( t) 代入

(2
.

1) 即得 ( 1
.

5 )的一阶一致有效解
.

我们将在第四节中以方程 ( 1
.

3 ) 为例说明改进的K B 方法与通常多尺度方法的一致性
.

三
、

K BM 方法的改进

现在我们给出改进的K BM方法
.

首先按熟知的K BM方法
〔“三,

设 ( 1
.

5 )有解的渐近展开

。二 a e o s甲 + 名
: ‘u ‘

(a
,

, ) + O (
。万十 ‘

) ( 3
.
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= 乙
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.

2 )

N
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(
a
) + O (
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.
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少dt少dt

于是 由链式法则可算出d 州dt
, d “u/ df

2 .

再设f (。
,
d “ / dt

, d “可击
“

)可展成
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,

叫 (宕,
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⋯
,

N )
.

那 么将 ( 3
.

1) 、 ( 3
.

4 )代入 ( 1
.

5 )便可比较 。
的各同次幂系数并依次得到一系

列方程
.

于
“
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口
’“ 1/ 口甲

’

+ 扩
“ 1一“ 1

‘“
, 切,

“ 1 , 切 1
’

“。
二

口
·“。/ d 甲

‘

+ 。‘“‘= 户
’

‘( a
, 切 ,

A : ,
⋯

,
A ‘, 切 , ,

⋯ , 华‘, u , ,
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)
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( 3
.

6 )

(“ 2 , 3 ,
⋯

,

N )其中F ‘
有类于f ‘的性质

.

综上所述
,

我们改进的K BM方法是
:
设 (l

.

5 ) 有解 ( 3
.

1)
,

利 用 ( 3
.

1) ~ ( 3
.

3) 确定
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(3
.

4 )
,

再将 (3
.

1) 、 (3
.

4 )代入 (1
.

司式比较
。
各同次幂系数依次确定 (3

.

5 ) 和 (3
.

6)
.

最后

通过消长期项依次确定刁
。 ,

叭 , 。‘
(i ~ j, 2 ,

⋯
,

N )
.

从而得到 (1
.

5 )的N 阶一致有效近似解
.

值得指出
,

如取N ~ l,

(3
.

劝就与 (2
.

7 )一样
.

可见这一改进的 K B M 方 法也是改进的

K B 方法的推广
.

在下一节
,

我们将用改进的K B M 方法求解 (l
.

4 )
,

井通过与多尺度方法的

比较说明本方法的一致有效性
.

四
、

应 用 举 例

我们知道
,

用多尺度方法
一

可求得方程 (1
.

3 )的一阶一致有效解 [5, 八
·

3, (64 )式〕

一
。0 5

{(卜
~

套一 )
2 ‘+ “

。

}
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.
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现在我们用改进的K B 方法求解 (1
.

3 )
.

这里
,

l d “ d
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。
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一

‘

J , ,
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)一
“一

万产
, 口 = (4

.
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“ = o时 (1
.

3 )的退化方程有解
“ = a e o s 中 , 甲一 Zt + 0

于是
, 。> 0时

,

设(1
.

3 )有解
“= a C O S切 , a = a (t )

, 中 = Z t + 0 (t )

将 (4
.

4 )式及

d u / d t = 一 Za s in 甲
,

d Z“/ d t忍= 一 4 a c o 。中

代入 (4
.

2 )式
,

由(2
.

1 1) 式知

d a / d * = 一 2 : a 3e o s 3切s in 甲
, a d o/ d t = 一 Z o a 忍e o s 4切

利用恒等式
e o s 4切 = (e o s 4中+ 4 e o S Z中+ 3)/ 8

对 (4
,

6 )在 [0
,

司上取积分平均
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.
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.
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.
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.
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.
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e o s 3甲s in 切d甲 = 0 (4
.

8 )

1
, 。 _ , _ 、 ,

3
六 (c 0 S 4甲十 4 c o 吕 z甲十 3 )a 甲 = 一 丁￡a “

乙 任

(4
.

9 )
叮O

�

I
J

脚兀
峥自

��
da一dtdooat

从而得到
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,
“

一 象
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。
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.

10 )

将 ( 4
.
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.
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一
。o 。

(
2 , 一

霍
·。 2‘+ “

。
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.

1 1 )
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.
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/
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。
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.

3 _
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此即 (4
.

1)
,

故与 多尺度方法结果一致
.

作为第二个例子
,

我们考虑方程 ( 1
.

4 )的二阶有效近似解
.

为此
,

取 x ~

将 ( 1
.

4 )化为无最纲化方程

( 4
.

1 2 )

}
’

、
, q = 。么,
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的二阶一致有效近似就可以 了
.

先用改进的K B M方法求解 (4
.
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,
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.
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)
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.
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于是将叹4
.

2 5 )
、
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.

1。)
、

(
‘

1
.
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。, 。z

同次幂项系数得到
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/ d 甲
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+ 2 a 3甲le o s中(e o s Z切一 s in
Z甲) + 4 A , a Zo s in 切e o s Z切

+ a Z。念“ 1
(Ze o s Z切一 s in

Z甲)

利用三角恒等式并对 (4
.

2 1) 式右端消长期项得

A x二 o , 甲; = 一 a Z。 / 续

从而 (4
.

2 一)式 变为

(4
.

2 2 )

(4
.

2 5 )

。:

热
+ 。

: 。 ,
_ 华

。 :。 么。。。3。

口尹
“ 一

2
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.

2 4 )

其解为
。 l

一斗
。‘。。。3 ;

l D
(4

.

2 6)

再将 (4
.

2 3 )
、

(4
.

2 5 )代入 (4
.

2 2 )并利用三角恒等式得

。
2

豁
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一(
,

一
华2 - 9

万丁
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。
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9
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“

。
“
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.
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由此消长期项得

A Z = 。; 甲: -
9
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功
6 4

(4
.

2 7 )

最后由(4
.

2 6 )
、
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.

2 7 )解得

越名=
9

2 5 6
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鑫
。“。。。5 ,

百 0 0
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.
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这样
,

我们得到(4
.

14 )的二阶近似解

一
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命
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儡
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.
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贵
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旧
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其中 a , 中。为常数
。

我们再用多尺度方法求解 (4
.

14 )
.

取三尺度 T
。
二士

,
T l一对

,

T : = 护t ,

设(4
.

。 = : 。
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。 ,

T l ,
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)+ 。。 :
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。 ,
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