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摘 要

本文提供各向同性弹性半空间
,

在非均匀分布 法向荷载下
,

二阶弹性效应时一个 封 闭 形 式

解
.

运用积分变换方法
,

讨论了按 H e r t 乙 规律分布的荷载情形
;
导出了不可压缩各向同 性弹性

材料的极限解
:

算出了上述二阶弹性材料问题在 z 方向的位移和法向应力数值
.

我们发现
,

与线

弹性情形相比较
,

在二阶弹性材料中相应位移增大而法向应力减小
.

关. 词 弹性半空间 二阶弹性效应 积分变换

一
、

引 言

在有限弹性理论中
,

控制可压缩各向同性弹性体变形的数学方程是强非线性的
,

其边值

问题的精确解
,

仅仅在某些限制 条件下才能获得
,

常常求助于采用近似方法获得结果
.

成功

的近似方法成为一种受到高度重视的技术
.

获得包含位移梯度二次项
,

并取得特殊椭圆积分

形式的二阶解
,

是一个十分困难 的工作
.

R ivl in
〔”

,

G re e n 与 s p ra 针
〔2 ,几乎同时首次导

出二阶理论
,

并且 T r u e s d e ll 和 N o ll〔
“, ,

以及 G r e e n 和 A d k in s ￡弓, 提出了一个 综合

的计算方法
,

G 。。d m a n 与 N a g h山
〔5 ’用位移势解答 了可压缩的二阶弹性 问 题

,

其某些方

面类似于 R iv h n 的方法 ; 对于不可压缩材料 的有关二阶理论的各种求解方法 已 由 C h a n

与 C a r ls o n 汇”习 给 出 , S e lv a d u r a i 与 S p e n e e r 〔”
、

C a r r o ll 与 M o o n e y 哆 ,
、

Ch o i 与

s h ie ld 七”」
分别用反变形方法研究了二阶弹性材料的轴对称问题

.

上述成功的近似方法都是用一些适当的参数
,

将位移
、 ‘

应力等量展开成具有非零收敛半

径的幂级数形式
.

Si g n o ri ni
仁‘。」

与 S 七o p p el i〔“
, ‘2 ’则讨论 了在适当可微条件

一

下级数解答结

果 的存在性和唯一性
.

S t o p p e h 还证明了位移能够按某些参数展开为具有非零收敛半径的

绝对收敛 的幂级数
,

并灵供 r 足够 j
、

的参数和经典线弹性方程的充分光滑解答
.

继 R iv h n 文 [l 」
,

我们研究 可压缩弹性半空间在非均匀分布法向荷载下的二阶效应问

题
.

R iv lin 用近似方法导出 了考虑体力时线弹性问题的二阶 解 答
.

我 们 参 照 S n e d d o n

签

中国有色金属工业总公司重点科研项目基金资助课题
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文〔13 ] 中关于一般线性与二阶问题的解答
,

采用积分变换方法进行求解
.

作为特例
,

导出了

按H e rt z 规律加载下的解答和不可压缩材料的相应解
.

最后还给出了上述解答在
:
方向的位

移和法向应力的数值结果
.

二
、

基 本 方 程

设弹性体在单位体积质量所受体力X
‘以及在变形前材料单位面积上所受面力X

. ‘
作用下

发生变形
,

则平衡方程与边界条件为

念会
+ ”。X ‘一 0

(2
.

1)

X
, ‘

口r

口H
o a l

. t‘。

式中tf 。
为柯西应力

, “‘
为位移分量

, x 。是变形前弹性体内某点的坐标分量
,

l.

弹性体表面法向的方向余弦
,

且

(2
.

2 )

是变形前

H
‘诊
一

会
,

一 d e ‘
(
“· +

会) (i
,
掩= l, 2 , 3 )

对于可压缩各向同性材料
,

应变能函数平的形式为

附 = a IJ : + a :
J孟+

a s
J IJ

: + a 一
J贾+

a o
j

s

式 中
a , ,

⋯
, a 。

为材料常数
,

J ; ,

几
,

J
3

分别是关于应变分量 的 1 ,

2,

(2
.

3 )

3 次应 变不 变量
.

Ri vl in
〔l ’
证 明了方程 (2

.

1) 和 (2
.

2 )
,

略去高阶项
,

得关于位移分量空间导数的二阶方程分

别为
:

〔(
l + A )‘一会〕会

+

会
+ 。。

x ‘一 。

X
。‘
一

「
(1 + A )“一 会〕

‘
· , ; , + ‘·, :

·

(2
.

4 )

(2
.

5 )

式中

r‘。~ t : 。 + t了。

且

t ;
, = 2 [一 a , 。‘, + 2 (

a l + Za :
)△d

‘。]

t犷
。 = 2 [{ (4 a :

一 Z a : + a l
)△

e ‘

一
a la ‘。

一 (
a , 一 a 。)E o. }

+ {(
a , + Za :

)a + (
a l + a 3

)E + 2 (6
a ‘ + 3 a 3

一 。 , 一 2碗)△
2

}d‘, 〕

式 (2
.

3 )中
,

应变不变量J ‘与通常的右柯西格林应变张量C 的不变量I‘的关系为

J I = 1 1一 3 ,
J

:
= I

:
一 2 1 1 + 3 ,

J
:
= 1 3一 I: + 1 1一 l

且常数
a l ,

仇由经典弹性理论确定为
:

几= 4 (
a ; + 2 a 2 )

, 拼= 一 2 a l

式 中几和拼为 L a m e 常数
,

另外三个常数几
, a ‘

与气称为二阶弹性常数
.

令

“‘= 口‘十山 ‘

并定义

(2
.

6 )

(2
.

7 )

(2
.

8 )
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r ‘. = 2 [一 a , e
;
. + 2 (a

, + Za :
)△

,
占‘. 〕

·
:一会

+

会
,
△

,
一

争:
:

} (2
.

9 )

且
r
了

, = 2 [一 “ ;‘了
, + 2 (

a , + Z a :

)A
l,
占, . 〕

哈 一

会
+

会
,

Al, 一

争
: · } (2

.

10 )

由上所述
,

解答一个二阶弹性边值问题
,

必须
:

( I ) 求解下式表达的线弹性问题
:

努
+ p O

X ‘一 0

(2
.

1 1)

受面力为

X
。‘= lo r

‘。

(I ) 获得由下式给出的二阶弹性问题解

(2
.

rZ )

瓮
+

斌
‘一 0

(2
.

1 3 )

X 二‘二 八r:’ (2
.

14 )

式中

X 二
‘

一 [
△

,
“
‘

一象〕
‘

一
‘二 ; 。

P0 “ 一

扣‘
一

瓮)豁
+

会

(2
.

1 5 )

(2
.

2 6 )

式中
r ; 。 = 2 [ { (4 a :

一 Z a :
+ a l )A

‘。 ; 。一 a la {。一 (
a l一 a 。)E ;

:

}

+ { (
a ; + Z a :

)a
,
+ (a ; + a 3

)E
,
+ 2 (6

a ‘+ 2 a 3
一 a l一 2 a 2

)△
‘“

}占‘。] (2
.

17 )

式中 a : 。= (口。。/ 口% 。

)(口。
,

/ 口x
:

)
, a ‘

= a 二
. ,

E
‘ = E 飞

:

且 E ; 。为 d e t。 ; 。中e ; , 的余因子
.

三
、

圆形分布的非均匀荷载

我们考察一个可压缩的弹性半空间
,

其表面半径为
a
的圆内

,

承受总量为 尸

向荷载
.

选柱坐标 (r ,
0

,

z)
,

使荷载作用于
: 方向

, : 一 。平面内
,

边值条件为

X
。 , = o ,

X
。 :

= 一 2拼f(
r )

式 中

的非均匀法

(3
.

1)

f (
r )

(l + 占)(a
Z 一 r Z

)
‘

万 (a 一 r )P
2 汀拼a Z( l + J

且占> 一 1 ,

为常量
,

X
‘。

为面力分量
,

H 为 H ea vi si d e 单位函数
,

法
,

问题能分解为如下两个子 问题
:

( 1 ) 线性解
:

(3
.

2 )

设无体力
.

由 R iv lin 方

口r r -
了 r r

一 T 日口

r

争 +

份a r a Z

+ 兰些 = 0
(3

.

3 )

受面力
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(1 + d )(。
2一 r Z

)
J
H (

a 一 r
)P

兀口2 ‘1 + a ) (3
.

4 )

(I )

r 一。

(
r , 0 )= o , r : :

(
r , o ) - 一

二阶解
:

餐
竺+

赞
+ 价了‘件

。。

二 :

赞
+

赞
+

今
+ , 0X ; 一 。

一 ”

{ (5
.

5 )

受面力
r了

:

(
, ,

0) = 一X 二
, , T 公

.

(
r , o )== 一 X 二

。

(3
.

6 )

式 中 t’毛,

、砚.......争!
........了

飞..J

p 。x :
一【鲁争

+

鲁鲁
+ 夕(

·,

一
)

+
口”

,

击
一 ,

口z

「丛L 口r

口r

+

粤擎飞
+

卒
+

擎
+ 丝二丝

鱼

0 之 U 了 J a r a 弓 r

PO X 二= 一

.

口盯
,

d
十一

布二 一

O r
势
O Z

+ 兰碧 +

骼鲁
+

偿
口r

, 二

口Z

(3
.

7 )
,一r击一口

.

刁了 匕
二

十
一代; 一 ~

O r

.

口T 巴
,

十不粤几
O Z

+ 工竺
r

‘二一

黑
‘

,.:
‘

{:
。

:打
:
·

‘
r , 0 ,

{
石

,

:=L兰岁巴十
兰世若兰」介

·

(r, “) +
’

:.(
r , 0 ) )

(3
.

8 )

且
: 二

,

= 2 1(4 a :
一 Z a :

+ a l
)△

, ‘二
, 一 a ; a :

,

一 (
a ,

一 a 。

)E 二
,

+ 万 1

二
二

, = 2 [(4 a :
一 Z a 。+ a , )△

‘e
二
。一 a la 二

。一 (a : 一 a 。

)E 二
。+ 万〕

: 二
:

= 2 [ (4
a :
一 Z a :

+ a ,
)△

, 。二
: 一 a : a 二

:

一 (
a , 一 a 。

)E 二
:

+ 万〕

r 二
:

= 2 〔(4
a : 一 2 a 3

+ a ,
)A

, e 二
: 一 a ;a 吞

:
一 (

a ; 一 a 。)E 二
:

〕

刃 = (
a ; + 2 a 2

)a
‘
+ (

a , + a 3

)E
‘

+ 2 (6
a ‘+ Za : 一 2a 2

一 。 1
)△

‘2

(3
.

9 )

线性解答

线性解
,

需解答子 I’ed 题 ( I )
.

我们采用 P a Pk o v ite h 一N e u b e r 位移解

t) ‘
=
口(巾 + x , 叻,

)
口x ‘

一 4 (1一 叮)叻
‘

(3
.

10 )

且

巾 = (1一 2 , )功(
: , z

)
,

吵1 二吵
:
= o ,

价
3
=

口功(
r , z

)
口z (3

.

1 1)

式中功满足

癸
+
节

一

豁
+

穷
一 。

(3
.

12 )

且
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叮=

在柱坐标中
,

a l+ Za :

a 一+ 4 a :

位移和应力分量表示为

。,

(犷
, : , 一 (1

一
)

一

箭
+ ·

豁 飞
, 、r

, ·)一
_ , ;

_ . 、

,
十 :

弊 }
(3

.

13 )

“
:
一 2”

蛊
r , r ”

一呵鲁
r 神 = r , , == O

·护,
一 2 ;

【
(卜 2。)
斋

+ ·
百
袋

一

」
一 4 ; 。

一
_

_
。

. ,

「l一 2叮
‘
即 一

‘尸 l

—
L r

+ 三

(3
.

14 )

口功
口r

口
2

功
口旧z〕

一 ‘。。

若令

, 一

l了
·‘

。

(‘
·

,“一, “
·

(3
.

15 )

式 (3
.

12 )简化为

偿蕊
~

一雪“;
U 之一

口
2

矛
(3

.

16 )

满足式 (3
.

le) 的解是子= A 。一考, ,

式中A 为雪的任意函数
,

使用边界条件(3
.

4 )
,

我们得到

A (豹 =
QJ ( 1 + 。) (

a占)
舀

3 + ‘ (3
.

1 7 )

式中

八 (l+ 占)厂 (z + 占)P
材’一厄不砚两石, 弓云一 (3

.

18 )

使用式 (3
.

15 )
,

并进行如下 H a n k e l 变换H
, [。

,

]
,

H
。

[ 。
:

]
,

H
。

[ r
: :

〕
,

H
l〔r

, :

〕
,

H
。

[ r 一 ,

+

介。]
,

H
。

[v
,

+ : r ,

/ 2拼」
,

然后反演变换
,

得
v ,

(
r , 二 ) = Q [二K (

r , 二 , 一 d )一 (1 一 2粉)K (
r , z , 一 (l + d ) )〕

。:

(
r , :

) = Q [ 2 (l一 粉)I(
r , z , 一 (l+ 占))+

2 1 (
r , z ,

一占)]

二 , ,

(
r , z

) = 一 2拼Q〔I(r
, z , 一占)一

: I (
r , z ,

(1一占)) ]

小旦闷 [ (l 一 2叮)K (
r , 二 , 一 (l + 占))一

z K (
r , z ,

一 d )〕

r e ,
(
r , z

) = 一 4拼刀Ql (
r , : , 一 d ) (3

.

19 )

一

哗
〔(卜 2。)K (

: , Z , 一 (‘+ “)卜
z
K ‘一

, , 一‘, ,

: 一 :

(
r , z

) = 一 2拼Qz K (
r , z ,

(1一 占))
: : :

(
r , z

)= 一 2拼Q [I (
r , z , 一占) + : I (r

, z ,

(l 一 d) )〕

式中
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“

一
, 一

{二
‘
·
J
。

(:
·)J l一 (: ·)一 ‘

·

d : }

、(
· , · , ·

)一

{了
:
·

, 1
(:
·
), ‘1 , 。、

、: · ,一
d :

j
(3

.

2 0 )

式 (3
.

1的 和 (3
.

2 0) 给 出了线弹性问题的非零位移和应力分量
.

然而在许 多情形下
,

我们最感

兴趣的是半空间表面的位移和应力值
.

这里给出 庄
二一 。的表面解

,

由文〔1 5〕
,

我们有
:

当 r
《

a

、.了口尸

一
护

.‘

弓.卫

I(
r , o , s

) =
2 口厂 ((2 + 占+

s
)/ 2 )

厂 ((2 + d一 s
)/ 2 )

a . + ‘

F l

(
2 + 占+ s

2

s 一 d

2

3 + 占+ ‘

2

l一 d + s

2

r Z \
.
2

。 一一二万 -

.
a .

/

‘矛.、
�

FK (
r , 0 , s

)
_ _ ;全二赵旦五进目匕丝

~

I
’

( ( l+ d 一 :
) / 2 )

a Z 斗 ’

当 r> a

I ( r
, o , s

) =
2 ‘
厂 ( (2 + 占+

s
) / 2 ) a ’令 ‘

几 (乙一 : ) / 2 ) F ( 2 + d )
: 2 不刁不

,

。 1 2 + 占+ s

厂 , .

—
~

二 一—
.

\ 艺

2 + d + s

2

, 2 + 。
,

匀

“一 。, ·
,
, 八
簇驾豁碧昙井氮

、 : :

(嘿业
, l + 占+ s

2

, 2 + ‘
,

寡)
式 中F ,是超几何函数

,

表 面解的几个典型分量如下
:

。 ,

(
r , o ) = 一 ( l一 2叮)QK (

r , o 一 ( l + 6 ) )
。 :

(
r , o ) = 2 ( x 一冲)Ql (

r , o , 一 ( l + 占) )

: , :

(
r , 0 )二 0

r : :

(
: , o ) = 一 2拌Q l (

r , o , 一占)

: , ,

( r
, o ) = 一 2拼Ql (

r , o , 一d ) +
2拼( l 一 2刁)

r

QK ( r
, o , 一 ( l + d ) )

r 。。
(
r ,

o ) = 一 4拼, Ql (
r , o ,

一句 一多以 i二 ;川
r

QK (
r , o , 一 ( l + d ) )

2
.

二阶解答

为了求解二阶问题
,

我们注意到
,

形式 的 P a p k o v i t e h
一

N e u b e r 解

巾 = 诱(
: ,

z)
,

叻1一叻
: = 0,

于是位移和应力分量给出如下
:

这里求解 的边值 问题就是子问题 ( I )
,

再次使用如下

功
3 = 功( r

, z
)

、....、
.阴 ,

(
: , :

)一

登
+ ·

留
切。

(
r , :

) = 0
(3

.

2 一)

田 :

(
r , : )

一
望

+ 二

夔
一 ( 3 一侧 , !

口 了 L, ‘ /
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、.t.......,‘....

, ..J

· ;
,

(
·, ·

卜
2。

【黑
+ ·

磊
一 (卜 2 , )

粤〕
· ;

:

(
·, ·

卜
2 0

1令
+ ·

鲁一
(卜。)
鲁

+
声

瓦卷歹(
v

’

, + ·v
“

, ,

· ;
护

(
· , ·

卜
2 ;

l昌淤
一

+ ·

令
一 2。

贵
+

一

仃
瑞

一

(、
’

, + 、
’

, ) }
·
:

.
(
· , ·

卜
20

1告鲁
+ 手粤

一 2。

鲁
+ 、r通功 (v

“

, + v
’

, , 〕
将式 (3

.

2 2 )代入 (3
.

3 )
,

得

(3
.

2 2 )

V
Z

功= 功
。,

V “功= 叻
。

(5
.

Zsa ,

b )

式中

P o

4 粉(l一 叮)
「
二

望 {
一 x ; (二

, 二
)、二 + 2 (; 一 : 。) {

一 x : (二
, 二
)d 二一

二x : (
: , z

门
L U 之 J , J 护 J

叭 一

丽f端)
一

l双 ‘一卜 刹了双
(
· , ·

)
川 {

(3
.

2 4 )

再注意到子和于为

子= 、
rJ

。

(省
r
)诱(

r , z
)J

r ,

J 0

于是由 (3
.

2 3a)得

,
。
一
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·J

。

“
·
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·
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〕
。e x p [“舀z

,
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。

沪
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(占
, z ‘

)“x p [一 雪z ‘〕““‘d z ,

式 中C是舀的任意函数
,

于是

, 一

{厂
‘J

。

“
·

,‘C + ‘, ,一“ d“
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.
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式中

, : (:
, ·
)一
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e X p 〔2 : 一〕
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。
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,
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类似地导出(3
.
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厂eJ0
(‘

, ·
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.
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, ; (:
, ·
)一

{:
e X p 〔2 : 一〕
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’

,
。
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, ·
)e X p 〔一‘一〕d 一d 一
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,

将式 (3
.
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、
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.
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得
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·
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得
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C 一 2。
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.
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。。
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于是上述二阶问题的位移和应力场给出如下
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的表达式可写为
r 二

二

(r
。 之 )

一
一

念后百 一
二一 = 4 ( 1 一 2 叮八4 a 2 一 艺a 3
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r
二
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具有与上相类似的表达式
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暴
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r , z , 一 占)
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2
+ : ·‘(

· ,
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}
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+ (一 + 一 )
{
一 4 〔(, 一 2。)‘(
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+ 2 1 (
r , 二 , l一 占)〕[ 2 1 (
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一 (l一 2刀)I(
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一 占) ] 一 4 2 ,

K
,

(
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「z 二
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(1一 2叮) 二
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二
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, ,
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’
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一
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0 4
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式 (3
.

29 )
、

(3
.

30 )
、

(3
.

1 9) 和 (3
.

20 )与
r
;

,
的表达式构成了这个二阶问题的解

.

面
,

这些解答可以表示为

(3
.

3 3 )

在
z = o 的表

功 ,

(
·, 。
卜 一
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J000x
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·
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功

二

(
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f
XX 二

·
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:
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一 2 (卜 。)
f
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:

(X
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f
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‘
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〕
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(
· , 。)一 X :

,
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+
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一“)K (

: , 。, 一 (1 + “))〕
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·

(
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一
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2

(
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,
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K

“

‘
: , “,
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: 1 0 K

Z

(
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.

(
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一 2“’q
l
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·, 。,
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·, 。,
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· :
:

(
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2

Q
2
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2

(
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r

I (
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二
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一
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一
~

万
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r 一
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2
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)Q
Z

K
Z

(r
, o ,

一 “+ “, , }
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弓
,

与 r
‘
。
也有类似的表达式

,

且式中

。。X : (
· , 。
卜今l

‘(
· , 0 , 一 “卜子K (

· , 。, 一 (1 + “))」
+

令
K ‘

r ,

0 , ‘一 “)K ‘
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,
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+ c :
I (

r , o ,
一 占)K (

r , 0 , l一占)

+ 。‘
, (r

, 。, l一 。)K (
r ,

。, 一占) +令
K

Z

(:
,

“, 一“)

其中自 ,
为常数

,

且在附录 I 中列出
,

K er n el 函数给出如下
.

tl /r
,

K I(x ) = 亏
“
0 ,

x < r

x > r

x < r

K
:

(x ) =

x > r

K
。

(x) = {
0 ,

l/ x
,

x < r

x > r

、1了、..火 产�了r尤
奋矛.、

.

‘了.、

FF
2盯2一献

了.../、...、

K
.

(戈 ) =

x < r

x > r

这里

F (X ) 一I:
” (卜

X Zs ‘n
Z·

卜 d ·
且 E (

X
) 一

丁:
‘’

( ,

一
s‘n

Z·
)

’

d ·

分别为第一
、

二类完全椭圆积分
.

四
、

实 例

现在我们用上述方法
,

求解 在圆形域内按 H er tz 规律加载下 的位移和应力场
.

在
_

}
一

:述诸

公式 中令d = 1 / 2便得此解
.

关于占取 不同值的某些解答
,

在G u o 文 [ 16] 中进行了叙述
.

令己= l/ 2
,

在z = o 的表面
,

线性解答如下 ( 参见S n e d d o n [ 17 ] )

当 r
(

a

、...............了‘.1
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。 ,
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攀) J
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娇
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,

气卜 (
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郭〕
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当 r
> a



1 1 0 2 刘 又 文

。 ,

(
r , o )

= _ 少 二勿乏丑
4 兀拼r

v :

(
r , o ) =

3‘
粼业 [(

2 一

攀)
a ·。 ·‘n

(号)
+
咨
、、
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2 兀r Z

为了得到二阶解
,

首先导出
r
;

,
的表达式如下
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《
a
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(
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一
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)
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显然
,

不可压缩材料情形下的表达式较可压缩情形要简单得 多
.

特别是
,

我们发现
,

在不可

压缩条件下
,

在
: = o的表面

,

位移分量发生一个重要变化
,

其二阶解答中没有法向应力几
,

的

效应
。

、 ‘

/ 、 、 数 值 结 果

为了显示二阶效应
,

我们给出一些数值结果
.

在下面 的计算中
,

主要项是线弹性解
,

而

其余项为二阶解
.

我们感兴趣 的是
2
方向的位移和应力

.

对于可压缩材料
,
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文 〔18〕使用的五个弹性常数是凡
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系由T r u e : d e ll和N o ll[ 3〕给出
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而 M u r n a g h a n 的和R iv h n 的系数之间的关
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