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大连理工大学工程力学研究所
,

年 月 日收到

摘 要

通过变量代换及变分原理
,

将平面弹性扇形域的方程导向哈密领体系
,

从而可用分离变量法
、

本征函数展开等方法求解扇形域的分析单元
,

这样便可以与有限元均程序系统泪结合 显示了哈

密顿体系
、

辛数学的应用潜力

关趁询 弹性力学 哈密顿体系 辛

一
、

引 言

弹性力学平面 问题是一个经典的领域
‘ ’ “’,

然而仍有一些课题有待深入 利用结构力学

与最优控制的模拟理论
〔“一 “’,

将哈密顿体系理论引入到弹性力学柱形域 问题中
,

可以导出一

套横向哈密顿算子矩阵的本征函数向量展开解法
〔“” ’, 用于处理圣维南问题 本文则将这套

方法用于平面扇形区域 图 将扇形域的半径方 向选作长度方向经过恰当 的变量代换以

模拟时间
,

仍可以将问题导 向哈密顿体系
,

于 几一套辛代数方法就可用于扇形域问题 这对

于确切地求出扇形域顶点的应力奇性也有很大好处
,

这在应用 是很重要的
〔“’

对奇点解的

扇形域采用分析法单元
,

然后将此分析元装进有
一

限元程序系统就可处理该类奇性单元的结构

分析问题 本文只讲这类分析元尤其是其奇点解

为行文方便
,

本文只讲述均匀各向同性平而弹性 问题 这套方法讨于均匀各向异性材料

也适用
,

并且也可用于不同材料在径向线上粘合 的问题 图 或空 间问题

分片片事鱼
尸尸

扇形域 两种材料粘合

图

。
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二
、

变分原理与基本方程

考虑图  所示的环扇形 区域
,

选择极坐标
,

其基本方程可以表示为

平衡

口 二
, 、

一又 一

十 《 ,

一
。 】十—一

为简便起见认为材料是均匀各向同性的
,

用
,

表征

口
一 ,

口
,

外
。

少瓮
一 。

应力位移关系

一一

口月
甘己口“

, 、

厉
一

万
一

‘一
” ,

, 下 十下
电

,
、,了户

护一口
了才、

口
,

口

  一 下一 口
一 ,

其中符号都是常用 的
〔” “’ 当然还应 当有适 当的边界条件

以上方程可以从以下变分式导出

硕
。

成言
·

。
一

霏
一 。

霏一 卫 口 、。一

口
一 『 口

一 苦‘
愁 卜 一

, · ,

〕、
。一 。

其 中
, , , ,

外
, 。。认为是各自独立变分的量 变分式 将自由边界条件作为变分 的

自然边界 条件
,

而位移边界条件则应 另外设定 以上都是大家熟知的
【“ , ’。’

为了将方程导入哈密顿体系
,

应当先确定纵向
,

即模拟时间的坐标方向 现在选定 为

纵向
,

于是 为横向
,

横向的力素应予以消去 将 对于几取
,

有

。 ,
一

成
十

一

豁
一

 

于是变分式 成为

。

卫
。

朴咪
·

价 豹
’

。

霏
一 口“ 、

口

一
六

二 一 、 。 。

月仁
‘
召竺丫 、 、。 。

乙乙 艺 、 口 」

现在引入变量蜜以代替

舀

变分式 可导 向

们粼《 
· 十

儒卜端 霎
一

 霏
一

云
, 一 “ , ‘ ,

其中引进 了

叮 , 口 口
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而“ , , ,

都看成是君与 的函数

至此就可以进入哈密顿体系了
, “ , 。

为位移而
, , 。
为其对偶变量 令

。一
,

一

再用一点代表对于雪的微商
,

有

心一矛
,

〕 占
一。

一尹 。 ,
, 一

,

伽
·

言羚 《卜
·

母 豹

去
一 , ·

这是场 问题的哈密顿体系的表达式
,

是变分原理 的形式 将变分原理展开
,

有对偶方程组

峨 一 一

多 一 一 ,

、    !∀
一川月

一

厂,七

「一 一

二
‘

一

一 〕
,

 

! ∀ # !
∃

一 石污
一

性乙 几
。

C 口 \ d 廿

、..己.
!l

d.do
l

一ddo

一!
!
!

.

1
七

f
_
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, ,

二 1
一

I

‘ r

洲 !
「 = 1 1

,

l

_ 斑
_ ,

l

L 洲
‘

J

以及在0= 0处的对称或反对称条件
,

在夕= a 处的自由边界条件

(2
.
13)

当日= a 时

等边值 问题
.

d 口
.

v

鞠 = 0, “十 d口 十万
“r 二 U (2

.
14 )

三
、

本征解
,

共扼辛正交归一

对偶万程 (2
.
12)连同边界条件 可以利用分离变量法求解

,

q = q
‘e x P [拼

‘省〕 P 一 P ‘e x P [拼
‘

占〕

其 中拼
‘是本征值

.
将对偶方程 (2

.12)写成为

(3
.
1)

叨= H 叨
,

叨=
·

}

,

H 一

!
一 Q

一 “
_

l

一 F
T J

(3
.
2 )

叨称为全状态 函数向量
.
于是本征方程成为

r q ‘ 、
拼‘中‘= H 中

‘

中‘=
1 全
、

p “
(3
.3)

式 中中
‘是本征函数向量

, ’

已只是口的函数
.
当然它应 当满足边界条件 (2

.14)
.
引入算子 J



一 .

其 中l是恒等算子
.
现在要说明哈密顿算子矩阵H 的性质

.
它应当与边界 条件 (2

.
14)同时考虑

.

定义对于任一算子矩阵P

<。r
,

p
,

。
:
> 一

I {

。

二:p ,
ld0 ( 3

.
5)

则利用分部积分与边界条件可以验明

( (J叨
1),

,
H

,

叨
:)= (叨T

,
H

, ,

(
J叨
;))

式中叨
, ,

叨
:
是任 意满足边界条件(2

.
14)的函数向量

.
而

(3
.
6 )

且 H
,

= J H J
(
3

.
7
)

飞
!
�QF一一

F ,

一 G

满足 (3
.
7)式 的算子矩阵H

, 称为是哈密顿型 的
.

哈密顿算子矩阵H 的本征问题 (3
.
3 )有突出的性质

〔。,
”
.
如拼‘是其本征值

,

则一拼‘一定也

是其本征值
.
因此其本征解可以 自然划分为a

,

刀两组

(a ) 拼
a‘,

(
‘= 1

,
2

,

… ) , R e
( 拜

。‘
) >

o 或R e (拼
a‘
) 二 o时Im (拼

。‘
) )

o ( 3
.
s a )

(刀) 拼, . , 拼, ‘= 一 拼。 ‘
(
3
.
s b )

相应的本征函数向量可分 别记之为

中
。‘,

中, .
( 3

.
9
)

它们有共扼辛正交归一关系

(中丁
‘ ,

J
,

中, ,
) = 占

‘, ,

( 中若
‘ ,

J

,

中
a
,
> = o

,

< 中否
‘,

J

,

中,
,
) = o ( 3

.
1 0

)

基于共辘辛正交归一关系的展开求解法对于这类分析法单元非常有用
.

四
、

按本征函 数向量展开

任一全状态函数 向量叨总
一

叮以 用本征解来展 ){
二

二 = E (a.中
。‘

+ b
‘
中, ‘

) (
4

.

1
)

其中中
‘只是0的函数

,

而系数
a‘,

b
‘
则是言的函数

.
利用共珑辛正交归一关系有

a‘
= 一 (中若

‘ ,
J

,

二>
,

b
‘
= < 中了

‘,
J

,

二)

将 (4
.
1) 式代入方程 (3

.2)
,

可得

。‘= 拼
。‘a ‘,

b
‘
= 一 拌

。‘
b
‘

因此有 (将丙
‘写为内 )

。‘= a ‘。
e x p

[
拼‘咨〕

,

b = b

‘。
e x p

[ 一拼
‘

占〕

其 中常数山
。

与认
。

应当由 占
, 一 In R , 与 占

2
一 In R

Z
的边界条件来确定

.
以 下可令 R

, , 0,

一 二
,

问题就成为对于扇形区顶点的奇性单元 的分析了
.

(4
.
2)

(4
.
3)

(4
.
4)

即雪;”

五
、

本征解的分析求解

将本征方程 (3
.
3)展开

,

有 (已将本征解的下标 ‘拿掉)
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d v
一 叹拼+ v ) u 一 v J乃

+
U 口

(
l 一 v )

2
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s ,
+

0 = 0

曳+(卜
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一
、

d

( 乙“ } 一 毛人

a U
(

二

菩芬)一晶
一

‘… ,一“+ “’一 0

在这套方程的写法中
,

E
, v 可以是与0有关的

.
以 下认为E

, , 与 e 无关
,

求解 (5
.
1) 应先求解

行列式方程

一 (拌+
v
)

一 久

E

一 E 元

(l一
v Z
)/ E

0

(
, 一 拼)

一 V 几

0

2
(
1 +

v
) / E

一 几

一 (
l十 拼)

展开此行列式
,

得到对于几的方程

几
4
+ 凡
2
(2 + 2拼

2
) + ( 1一 拼2)

“
= ()

几, , :

二 士‘( 1 + 拼)
,
几
3 , 4

= 士f(1一 拼)

先寻求对于e二 0
。

线为对称的解
,

有

u= A
oe o s (l+ 拼) 8 + C

。
e o s

(
1 一 拼)口

v = A
。
s

i n (
1
+ 拼) 8 + C

。
s
i
n

(
l 一 拼)口

s ,

= A

,
e o s

(
一+ 拼) 0 + C

re o s 、l 一 拼)乡

s。
= A

. s i n ( 1 + “) 0 + C
。s i n (

l 一 声‘) 8

}
(
5
.
2
)

(
5

.

3 )

这些常数A
。 ,

C
“ ,

A

。 ,

…
,

Ce 应当满足方程 (5
.
1)

,

从而有

一 (拼+
v
)A

。一 v ( 、+ 拼)A
。

+ ( (
l 一 v Z) / E ) A

,

+ 〔”= o

(
I + 祥)月

。
+ (

l 一 拼)
了里

。

+ o + (
2

(

1
+

v

) / E ) 刀
。= o

E A
。
+ E

(
l + 拼) A

。

+ 又v 一 拼) A
护

一 ( 1 + 拌)月
。= O

E (
l + 拼)月

“

+ E (
l +

l ,
)
Z J
理
。

+
,

( 1 + 拼)A
, 一 ( 1 + “)A

。一 。

及

(5
.
4 )

、1.

!

‘.........了

一 (。+
·
) C 一

,
(
‘一 。)C

·

+

若‘
,

一)
C,

+ 0 一 。

、l一 。) C
‘
·
+ (

‘一 。, C
·

+ 。+

咨
“ + ·

) Ce 一 。
(5
.
5 )

E C
。
+ E (

l 一 拼) C
”

+ (

v 一 拼)g
,

一 ( 1一拼)C
。= o

E (
1 一 拼)刃

二

+ E (
1 一 拼)

Z
C

。

十l,( I 一 拼)C
, 一 ( j + 召) C

。一 。

这二个方程组各有一个方程是 多余的
,

因此实际上各有一个独立 参数
,

征值拼仍为待定
.

设为A
。,

C
。. 当然本

将 (5
.
3)的解代入边界条件 (2 !4、

,

建立两个对于儿与吼 的齐次方程
,

由于它们不能同

时为零
,

因此其行列式为零
,

这就给出了本征值的方程
.

从(5
.
4)式有
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月
,

= 一 Ae
,

A
。二 一且

。 ,
月

而从 (5
.
5)式可解出

l+ v

即
(5
.6)

叮.互d

、eel、eees/产
n�拼( 1一拼) C

- C
。

十
一

石
乃

(一 3 +
,
+ 拼+

v拼) == o
,

( 一拼) C
, 一 (卜 拼) q ==

拼( l 一拼) C
,

+

边界条件 (2
.
14)给出

县(
3一 ,

+ 。+ , ) 一 。

乙

月.s in ( l + 拼)
a + C 。s in (

1 一拼)
a == 0

(
,

。

+ ,
.
( 1 + 。) + 菩,

,

、
。。s

(
; + ;

)
。

+
(

e
.
+ e

.

(
1 一 。) + 菩e

,

、
。。。

(
1 一; )

。 一 。
飞

、 J 二 / 、 J 奋 / 少

(
5

.

8
)

将 (5
.
6)及 (5

.
7)代入上式

,

经过一番推导有

A .sin (l+ 拼)a + q s in ( 1一拼)
a = o

(一 拼)山eos (l+ 拼)a + ( 1 + 拼) C. e o s ( l一 拼)a = o

令其行列式为零即得本征方程
,

经化简得

sin Z拼a + “s in Z a = o

}
( 5
.
9 )

( 5
.
10 )

从这个方程立即看出
,

如拼是本征根则一 拼也是本征根
.

当a > 二
/ 2 时

,

扇形区域的顶点(占” 一 co )有奇性
,

亦即。< 俘< l是有根的
,

此时必有2拼a

(
二
.
经数值求解有

表1

Zaz二
{

:
.
0

各向同性材料扇形城对称变形本征值的计茸结果 (裹达项点奇性)

9 1 1
.
8 1 1 .7 } 1

.6 } 1
.5 } 1

.4 } 1
.3 一 1

.
2 } 1

.
1

1
0

·

5
0 0

3 ‘0
}

o
·

”02 5 3 0
}
0

·

5 0 8 “0“

…
“

·

”, ‘, “
…
o·

”44 ‘8‘
.
。

·

”““‘2…
0·‘36 , , 8

一
“

·

, ‘, , ,

这相当在顶点的应力奇性为
:(“ 一 ‘ 〕

0

.

8 3 3 6 9 1 1 1

请注意 (2
.
5) 式

,

当 a < 二
/
2 时

,

扇形 区顶点应当没有奇性
.
此时 滋n Za > 。,

因此。< 拼< 1 不可能是方程

(5
.10) 的根

,

符合上述断言
.

现在寻求对于0 = 0
“

线为反对称的解
.
此时

u 一 B ·
s
i n

(
1 + 。) 0 + D

O s in (
1一 拼) 0 、

v 二B ·
c o s

(
‘+ “)“+ D

·
c o “

(
‘一 。)“

i
s ,

= B
,
s

i
n

(

l
+
拼)0 + D

rs in ( l一 “) 8 1

s. = B ee o s ( 1 + 拼)口+ De
e o s

( 1一 拼)口
’

(

5

.

1 1
)

其中应 当有

B ,
= B

. ,
B

。
二B

。 , 拼B
。

= (
1 +

v

) B
e

/ E

(
1 一 拼)D

,

=
(
拼一 3 ) De

,
E 月( 1一拌) D

。

+ (
3 一 v 一 拼一 ;月)马 = o

、

万拌( l一仔)刀
。
+ (

3 一 v + 拼+ v拼)场 = 0

自由边界条件(2
.
14)给出

Be eos(一+ 拼)a + De
e o s

( 1 一 拼)
a 二 o

(5
.
1 2 )

(5
.
1 3 )

(
刀

“
一 刀

。

(
1
+ , , ) + 二刀

,

)

s
i
n

(
1

+ 。)。 +
r
刀

“ 一刀
。

(
1 一 。) + 二刀

,

、
sin(1一 。)。 一 。

\ J二 一

、 上二 ,
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将 (5
.
x2)与(5

.
15)代入上式

,

有

。.oin ( ;+ ; )
。

十毕牛场
。i n ( 1一 。) 。一 。

1
一 拼

因为B.
,

D.
不应同时为零

,

因此可导出本征方程

sin Z拼a 一 拼s in Z a = o

由此看出
,

如拼是根则一 拼也是根
.

当Za > 1
.
4 302 97二时

, 月的奇性根可见表 2(o( 拼《 1)
.

裹2 各向同性材料扇形域反对称变形的奇性本征值

(5
.14 )

Za/二 4 5 } 1
.
4 3 0 3

5 5 5 2 0 2 1 0 6 2 1 7 1 0 1 0
.
7 0 1 1 7 5 1 0

.
7 9 5 7 8 5 1

.
0
.
9 0 8 5 2 9 一0

.
972947 } 0

.
999999

再考虑两种材料相粘合 的情形 (图 lb)
,

设其中一种材料的 E
:
很大

,

因此可以当成为刚

性
,

从而有边界条件
“ = v

= o
,

当0= 0时 (5
.
15 )

而 当夕== a 时则为自由边界条件(2
.14)

.

该问题的一般本征解应当是 (5
.
3)及 (5

.
11) 之和

,

其 中的系数仍应当满足 (5
.
6 )

,

(
5

.

7
)

,

(
5

.

1 2
) 及 (5

.
13 )
.
因此独立可 变的参数只有Ae

,

B.

,

q

,

马 4个
,

当然拼是待定的
.
根据边界条

件 (5
.
15)

,

有A
。
= 一 C

。 ,
B

。

= 一 D
。 .

根据 (5
.
6)

,

(
5

.

7
) 与(5

.
12 )及 (5

.
13)

,

有

Ae 一

书裔李努c.,
凡 一

节耕攀豁
“

(5
.16)

将一般本征解代入 自由边界条件(2
.
14 )

,

也利用 (5
.
6)

,

(
5

.

7
)

,

(
5

.

12 )

,

(
5

.

A
。s i n (

1 + 拼)
a + B

ee o s
( l + 拌)

a
+ C

es in ( 1一 拼)
a + D

.e o s
( z一拌)

a = o

1 3 )
,

有

爷
、‘.声

�‘尸O

了

之
、

、....百‘夕
‘.......声

A
。。。s

(
1 + 。)

a 一 Be
s ‘n (1+ 。)

a + C
·

兴
cos(l+。)a

5 in ( l一 拼)
a = 0业l--u一

De

将 (5
.
16)代入 上式

,

就成为对于Ce 与 D 。 的联立方程
.
由于它们不能同时为零

,

因此其行列

式必为零
,

这就是对拼的本征方程
.

(3一
, 一拼一 拼v )

s in ( 1 + 拼)
a

+ ( 1 +
,
) ( l 一拜)

s in ( 1一 拼)a

( 3一
v 一拌一 拼v )

e o s
( 1 + 拼)

a

+ ( l +
,
) (

l + 拼) c o s ( 1 一 拼)
a

( 3 一
,
+ 召+ 拼v )

e o s
( l + 拼)

a

+ ( l +
v
) (
l一“)

e o s ( 1一 拜)
a

一 ( s 一
,

+ 拼+ 拼
v
)
s i n ( l + 拼)

a

一 ( 1 +
v
) ( l + 月)

5 in ( l一 拼)
a

将行列式展开
,

可导得方程

4一 ( l +
v
) ( 3 一

,
)
S i n

“拼a 一 拼2(
1 + v )

“
s
i
n

Z
a 二 o

当 a = 二/ 2 及二时
,

分别成为

(5
.
18)

4一 ( 1 +
,

) (
3 一 ,

)
。i n

Z

瞥 一 ( 1 +
v
)
2。,
一 。

(
。 二 粤时、

‘ 、 乙
一

,
(
5

.
1 8

)

,
--一 一 ~

4
_

8 111 拼兀二 J 八 i
下
-7石es 一一又夕 l

r- Ll月~ 梦) L J 一V )

(5
.
18 )

“

必无实根
,

而式 (5
.
15)
/
则有实根

.

(a = 二时) (5
.
18)

“

这说 明在 a 二二/ 2、二之间必有实根到复根的过渡

.) 在进一步工作中
,

张洪武副教授发现了原文公式(5
.
17 )中弄错了正负号

,

并建议了直至表3泊修改

作者对此深表感谢
.
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表 3

一口U

nU一目毖O矛一门了

一nU一山份

O月l一O
产

n
U一户O

‘
上一
。

一�“U一n“�

曰j一O口,一一
j
o1

山一.

nJ一一
J卫.t八曰一一

R
e

(
“)

Im (拌)

000
.
5 3 000

扇形域一边央住问题的本征根

月
石
{:乳孺孺

万三石

{

石二石万
事影翩揣赢

0.117}0.097 0}0
点
.
取v ~ 0

.
3求解

,

其各
a 角的本征 根拼列于表3

.
计算表明 行、 13 1

。

为实根与复根的分界
,

当9。
“

(

a

《花时为实根
;
且在 119。

(

a

(
厉时有两个小于 1的实根

.

不同材料粘结问题对于 复合材料或微电子器件很有用
.
虽然本文只计算了

a = 耐2 的结

果
,

然而
a 的值是可 以有所选择的

.
方程 (5

.
18 )可 以用于求解本征值

.
按实际工艺的可能选

择恰 当的a角
,

相 当于做一次优化
,

是可以考虑 的一项措施
.

上文对各向同性材料的平面 问题给出了分析的计算方法
.
采用 A iry 应力函数与复变函

数法也可求得这些解的
.
但本文介绍的哈密顿体系的方法可以用于任一 自模拟 的线弹性理论

问题
.
因此对于各向异性材料以及三维弹性问题都可以应用

.

上文所做的计算只是求取 了一个奇点解的本征值
,

本征方程还有无穷多个解
,

其中一般

有许 多复本征根
.
当将本征值代 回联立方程(5

.
9)等

,

并确定了其常数后
,

由(5
.
3 )

,

(
5

.
1

1)

就得到相应的本征函数向量
.
这些解的本征 函数 向量之 间相互共辆辛正交归一 本征值的计

算只说明奇点的性质
,

而奇点的强度则应当另外计算
,

这方面的情况 与断裂力学相类
.
奇点

的强度 与扇形域和周围结构的连结及其受力情况有关
.
结构分析一般用有限元法来计算

,

而

扇形域则成为整个结构的一个超级单元
.
扇形域的分析法单元刚度阵则可以 用本征 函数向量

展开的方法结合变分原理推 出来
.

六
、

扇形域刚度阵的计算公式

对于环扇形域 (图 1c )
,

其内
、

外圆弧
:一 R l

,

R

: _

匕设都有
n , 个出 口点

.
内半径可以与塑

性区域相连接
,

而外半径则可 与结构相连接
.
对于环形域

,

声:与 一拼的本征解都是需要的
.
当

考虑弹性奇点元时
,

R
, , o ,

只有R e 咬川 > 。白勺本征解才是适当的
.

设弹性元
:一 R : 外半径上划分 丁 。 ,

个节点以 与结构有限元节点相连
,

因此扇形元的单元

刚度阵应当是对于这
。 ,

点的出口 位移而言的
,

这是一个分析法的超级单元
.
对于平面问题

,

每个节点有2个位移
“ , 。 ,

超级单元出 口位移 为 ,
,

个自由度
.
因此 派少应 当解出 R e( 川> o的

2n
,

个本征解
.
扇形奇性元 的解为

2”r

二(雪
,

0
)

=

E

A 冲
‘

(
0 )

e x p
(
,“占) (6

.
1)

其中 A
‘

为待定常数
.
对于复本征解

,

其复共辆解 必然也是本征解
,

相应的A
‘

也应当取共辆

值
.
中
‘

为本征函数向量
,

由 u
‘, v , ,

s , ‘, 句‘

所组成
.
由于 当今 的有限元通用程序采用的都是位

移法
,

通用解 (6
.
1) 也应当换算成出口 刚度阵

.

根据n. 个节点上的共2
。 ,

个。 , 。位移
,

可以 将 2‘个实常数A
‘

( 或其实
、

虚部 ) 确定
.
当

Zn ,

个位移
u , 。

顺次取成 {1
,

o
;

0

,

O
; … ;0

,
O

}

, ,

{
O

,
1

;
O

,
O

;

…
;O

,

o
}

, ,

{
o

,
o

;
l
,

o
; … ;o

,
o

}

, ,

…
,

{
0

,
0

;
0

,
0

; … ;0
,

1
}
,
共2n

,

组独立位移时
,

当然就可 以解 出这 2
。 ,

组常数A
‘
.

将这些解作为列
,

可以 组成一个2
” ,

X
Zn

,

的矩阵T
,

它可以将扇形元出口节点位移转换到常数月
‘.

计算单元刚度阵就是计算整个单元的变形能
,

而变形能其实就是式 (2
.
3) 中的泛函

,

也
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就是 (2
.
7)或(2

.
10) 中的泛 函

.
将 (6

.
1) 代入 (2

.
10 )的泛函

,

并利用分部积分以及解 (6
.
1) 是

满足全部方程及边界条件 (r = R
Z
除外 ) 的特点

,

有单 元变形能

二
。

一

合{几
。

〔二‘“, 二‘“, + 一‘”, 二‘“, 〕““

~ 上a
,

.

R
。

.

a

2
一

(
6

.

2
)

式 中a 是由A
‘
(‘二 l

,
2

,

…
,

2n

,

) 所组成的向量
,

而 Ra
,

2n

,
x Z 价

,

是单元刚度 阵
,

相对于向量

a 而言的
.

设将单元 出口位移向量记为de
,

则有

a = T
·

d

。 ,
E

。
=

R
。
= T

,
·

R

。
·

T

R

。

即是单元刚度阵
.

R 。的元素计算公式为

乡
a· R ·

a 一

凌
d了“·

“
·

(
6

.

3
)

(
6

.

4
)

( R

·

)
‘, , 一

卫
。

「一 (“)一 (”) + se
,
‘“)一‘“, 〕d“

(6
.
5 )

B et ti 原理保证了R
。

阵的对称性
.

七
、

奇点元的有限元法的议论

上节讨论了分析元 与有限元的连结
,

为的是应力强度因子
.
这里议论奇点元本身的有限

元
.
上文给 出了分析法对各向同性奇点元的计算

,

对较复杂情况或三维 问题
,

纯分析法就困

难了
.
哈密顿体系分离变量只能将偏微分方程降低一维

,

此时横向用有限元分析其本征问题

不失为一条可行的途径
.
推导有限元的列式最好有变分原理可供使用

,

而本文的推导着重运

用了变分原理
,

而且自由边界条件可以 由变分的自然边界条件来满足
.
这些给有限元法的运

用打下了良好的基础
.
应当看到

,

对于半径向的坐标占 (或
,

) 并未用有限元法离散
,

因此对

于本征方程 (3
.
3)的有限元分析仍是半解析的有限元

,

这一点很重要
.
本 征 值给出了奇点的

性质
.

具体的有限元列式及计算留待以后了
.

八
、

结 语

应用力学中有许 多自模拟的课题
,

弹性力学扇形区问题是其中之一 这类问题往往可以

通过变分原理及变量代换等手段将方程导向哈密顿体系
,

然后可以用分离变量
、

本征函数展

开及共辘辛正 交归一等相应的数 学工具来处理一些应用问题
.
本文通过平面弹性扇形域的本

征解显示了其数学方法
.
这套方法可用于某些有断裂或复合材料的有限元分析程序中

.
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