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摘 要

本文利用矩阵型式灼F ro ben iu : 级数方法求解了球壳和柱壳振动中一类含正则奇 点的常薇分

方程组
。

考虑了指标方程根的相互关系
,

从而全面地得到了不同情况下解的表达形式
,

为 解析求

解工作奠定了基础
。

关. 臼 振动 方程组 F ro b e ni us 级数 球壳 柱壳

一
、

引 言

1 9 6 4年
,

M ir s k y : ‘二在研究正交各向异性圆柱壳的振动问题时
,

得到了一组常微分方程

并利用P r o be ni u s方法求解了该方程组
.

C o he n 等
一

2 ’后来在 研究球面各向同性球壳 的自由

振动问题时
,

从三维弹性理论出发
,

引进两个辅助 变量
,

把原来弹性体的运动微分方程变成

如下常微分方程组
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,
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该文也利用F r o b e ni u s 方法求解了 (1
.

1 )
.

但是它们都没有仔细考察指标
‘

方程的四根的相互

关系
,

仅以标量型式给出了特殊情形下 各自解的表达式
,

用这种方法求解全部解答是十分繁

琐和困难的
.

对于常微分方程的 P ro b e ni u 。 方法
,

教科书中有求解的详细过程
;
但于 常微分方程组

该方法的描述极少
.

实际上
,

方程组的方法是相当繁杂的
,

有许多不同之处
,

并且 技巧性很

强
.

为此本文针对(1 1) 的变换式
,

开展矩阵型式 P ro b eni u s 级数法的研究
,

具体分析了指

标方程根的相互关系
,

并在不同 }寺形下给出解的具体表达形式
.

本文解法 另一个优点是
,

可

推广应用于一般的常微分方程组
.

本文所用记号参见附录
.
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二
、

问 题 与 求 解

作变量变换

平 一 r 一告切
,

“一 r 一

告:

则方程组 (1
.

1) 可写成如下矩阵形式

([H (V )] +
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式中 咬X }~ (。
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护 .

(2
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2 )是关于 两个变量的二阶常微分方程组
.

组的正则奇点
,

故将F r o b eni u s解法推广到矩阵形式
,

设
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此时易知
r = o 是该方程
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由常微分方程理论知
,

对应四个根
,

(2
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2 )有四

个相互独立的解
.

而这四个解的线性组合构成 (2
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.
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,
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,
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.
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,

若 H
I。 = H

: 。 ~ H
: 。 = H

‘, = o ,

则 有 {X } = {X
.

}. rsh 和

圆频率 。一 0 的简单解
.
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将(2
.

10 )
、

(2
.

1 1 )和 (2
.

12 )代入 (2
.

6 )得
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r
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;

式中{B (
r
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.
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.
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.
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.

要分两种情形讨论
:
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,
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、
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.
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于是对于下列 4 种情形
,

分别用比较系数法
,

可 各得一组方程
.

仿照前面的做法对每一组都

可求得相应的解 笼D (r ) }思
.
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.
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.
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.
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3
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,
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·
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,
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.
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.
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+ [ a刀〕{X
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)+ e ; {B : , }

(j= 1 , 2 ,
⋯ ) (2

.

6 4 )

于是将 (2
.

49 )以及A 和 {X
‘

}
3

(‘一 O , l ,

2. 二
)的有关表达式代入 (2

.

4 6 )可得

{X }
3
= e 3

{D (
r
)}{璧

3
+ e l {B (

:
) }

,
(2

.

6 5 )

其中 {D (r ) }r罗
s

如 (A
·

2 9 )所示
,

式 中。 = 0
.

(4 ) , = 。~ 0 即s 」~ s :
~ 5 3

~ S ‘一。
.

同样令
“ = o ,

可类似求解
.

不过这时按 (A
·

2 5 ) 有

IL (。1)一。,

可仿 (2
.

3 6 )求解
.

对应的解为 (A
·

2 9 )中。二
n 二 o的情形

,

即{D (
r
)}r呈

: .

对应 5 4

的解

继续 5 3

的讨论
,

仍然分五种情形
,

然后考察
s‘

的情形
.

4
.

1
.

5 1一 s : = A I ; 5 2 一 5 3
= A : , : 1一 5 3

二A l + A
:
= A

3

4一 1
.

5 3 一 s‘= A l ; 5 2 一 s ‘= A
: , 5 1一 s ‘= 刁 1 + A

3
= 月

‘

则四个独立解为

笼B (r )}
, , {B (r )}

2 , {B (
r
)}

3 , {B (
r
) }

‘

4
.

1
.

2
.

: 3 一 s‘= A l , s : 一 5 4

= A
3 , ; l 一 s‘= Z P (P ~ 1 , 2 ,

⋯ )
,

则 四个独立解为

{B (
r
) }

1 , {B (
r
)}

2 ; {B (
r
)}

3 ; 通D (
r ) }犷

‘

4
.

2
.

5 , 一 s :
= A l ; s : 一 5 3 = A

: , 5 1一 5 3 = A I + A : = 2 1 (l二 l , 2 ,
⋯

S ; 一 S ‘~ A l , s : 一 s‘二 2 1, : 1一 s ;
二A l + 2 1二A

-

(2
.

6 6 )

(2
.

6 7 )



球壳和柱壳振动中一类方程组的求解

则四个独立解为

{B (
r
)}

: , {B (
r
) }

: , {D (
r
)}{

s , {D (
r
) }里

4

(2
.

6 5 )

4
.

3
.

: , 一 s : 二A l多 s : 一 5 3

二 2 ”(
称* o , l , 2 ,

⋯ ), s ; 一 s :

~ A l + 2 , 二 A
3

4
.

3
.

1
.

5 3
一 a 一二A l , : : 一 s‘ = A

s , 5 1一 s‘二A I+ A 3 = A
-

则四个独立解为

{B (
r
) }

1 , {B (
r
)}

: , {D (
r
)}二

: , 簇B (
r ) }

‘

(2
.

6 9 )

4
.

3
.

2
.

; : 一 s‘= A l, : : 一 s ‘= A 3 , 5 1一 s‘二 Zp (p = 1 , 2 ,
⋯ )

则 四个独立解为

{B (
r
)}

1 , {B (
r
)}

, , {D (
,
)};

3 , {D (
,
)}犷

‘

(2
.

7 0 )

4
.

4
.

s t 一 s : 二2爪 (二二o , 1 , 2 ,
⋯ ), s : 一 s :

= A : , 5 1一 5 3

二 2川 + A
:

~ A
s

5 3 一 : ‘一 Zm , ‘: 一 s‘二A s , 5 1一 5 .

~ 2优 + A
。

二A
-

则四个独立解为

{B (
,
) }

I , {D (
,
)}几, {B (

,
)卜

3 , {D (r )卜乳 (2
.

7 1 )

4
.

5
. ; : 一 s : 二 2二 (m = o , l , 2 ,

⋯ ), ; : 一 s ,

二 Z n
(
。二 o , 1 , 2 ,

⋯ ), ; ; 一 5 3
= 2 , + 2 ,

s : 一 S ‘~ 2脚, S : 一 s‘二 2附+ 2 ”, 5 1一 s ‘二 4优 + 2 作

对应于
: 1 , s :

和 5 3

的解易知分别为 {B (, ) } ; , {D (
r )畏和 {D (

,
)}思

.

对应
s‘

的解
,

设其具有如

下形式

{X 卜
‘
二A {D (

r
)}爪In r + {f卜(In

,
)
’

+ {夕}In r + 习 {X ‘}
‘r s‘+ ‘ (2

.

7 2 )

将上式代入 (2
.

2 )
,

可得如下三式

‘H 〔v ,〕+
, 名〔a , 〕)、f ; + 音

A o rs. 。: 〔M (v , 〕‘B (: , , 1一0

([H (v )〕+
r Z

〔a刀] ){夕 }+ 2 [M (V )〕{f } + A (ZQ扩 Q汽{B (
r ) } ,

+ Q扩 [M (V )] {Y (
,
)}汽+ P瑟 [M (V )〕{B (

r
) }

1
)~ o

(2
.

7 3 )

(2
.

7 4 )

([H (v )〕+
r Z

[a 刀] )公 {X
‘

}
‘r“ + ‘+ 2 {f } + [M (v )〕{g } + A (2Q7s’ {Y (

r
)}孔

+ ZP畏弓{B (
r
) }

: + [M (V )〕{ z
(
r
)}怂 ) = o

比较(2
.

7 5) 和 (A
·

19 )
,

可 知{j 卜的级数解为

(2
.

7 5 )

{, }一会, Q扩 { : (r
) }几 + 。Q汽 {。(

,
)}

, + 委, 尸怒{。(
,
)}

;

‘ 乙

(2
.

7 6 )

式 中最后一项是为求解 {g 卜方便而有意添加的 (2
.

7 3 )齐次方程的解
.

将 (2
.

7 6 )代入 (2
.

74 )得

([H (v )〕+
, 2 [a刀] ){g }+ ZA (Q扩Q几{B (

r
)}

: + QTs’ [M (V )〕{Y (
r
) }几

+ P忠 [M (V )〕{B (r ) }
1
) + ZeQ几[M (V )] {B (

r
)}

1二 o (2
.

7 7 )

将上式 与(A
·

3 2 )比较
,

立即可得凌毋的级数解为

{夕}二 ZA {z (
r
)}思 + 2 ‘{y (

r
)卜畏+ C {B (r )}

:
(2

.

7 8 )

将(2
.

7 6 )及 (2
.

7 8 )代入 (2
.

7 5 )并乘
r 一“得

燕‘
〔H ‘

“‘+ ‘’〕+ ·’〔a”〕’‘X “
‘·‘+ 3A

只‘
〔M“

3

+ 2‘’““
:“”, ·’“

‘’‘
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+ Q黔笼Y
Z‘

}几r Z” 十 “” 斗 2‘+ P几飞{B
Z‘} ; : 4 , + “” + 2 ‘)

+ Z e

乙 (〔M (
; :

+ 2‘)] {Y
: ‘

}几 ? ‘’‘ + ’“ 十 2 ‘+ Q几 {B
Z ‘

} ; r ‘, + ” 十 2‘)

+ C 乙 〔M (
s } + 2‘、〕{B

: ‘

}
, r ‘, 十 2 ” + 2 ‘一 。

(2
.

7 9 )

与对应
; 3

的解法一样
,

分 4种情形研究
,

求得相应 的笼D 仁
犷)}思

‘ .

(l) m , n = l , 2 ⋯情形
.

不难求得月
、

C
、 e及 {X ‘} (i 一O , 1 , 2 ,

⋯ )
,

相应解如 (A
·

4 5 )所

不
。

(2 ) fn = 1
,

2..
·

; 。 ~ 。情形
.

取
。~ 0 ,

不难求得A
、

C及 {X
‘

}
4

(i = O , l , 2 ,
⋯ )

.

相应解如

(A
·

45 )所示
,

此时
。 ~ 0

.

(3 ) 。二外 n = 1 , 2 ,

⋯情形
.

取C 一。
,

不难求得月
、 e
及 {X ‘}

‘

(‘= 。
, 1 , 2 ,

⋯ )
.

相应解如

(A
·

4 7 )所示
.

(4 ) m = ” = 0 即 5 1 = 5 2

~ 5 3
= s‘== 0情形

.

取
e = C = 。,

由(2
.

7 9 )可得 下列方程

〔H (
s‘) ]笼X

。

}
‘
+ 3 A ([M (s

‘

)] { z 。

}r翌
。
+ Qr盆

3

诬Y
。

}r
Z

) = 0

〔H (
s‘+ l) ] {X

, }
‘
= O

[H (s
‘

+ 2 1 + 1)〕{X
: ‘+ 1}

‘
+ [ a 刀〕{X

: ‘_ : }
‘ = o (i = 1 , 2 ,

⋯ )

[ H (
; 4

+ 2玄) ] {X
Z 。}

‘
+ 〔a刀] {X

Z‘一 :

}
;
+ 3A (〔M (

s ‘+ 2 1)〕{z : ‘}护里
.

+ Q呈g{Y
Z‘}rz ) = o (f= l , 2 ,

⋯ )

由(2
.

8 2 )和 (2
.

5 2 )得

{X : ‘+ 1 } = o (i = o , 1 , 2 ,
⋯ )

对于 (2
.

8 0 )
,

因 }H (:
‘

) {= O ,

作线性变换

{X
。

}
‘
= e 。{C

。

} , + e , {B
。

} ;

将它代入 (2
.

80 )后
,

可 写成如下形式

(2
.

8 0 )

(2
.

8 1 )

(2
.

8 2 )

、.夕、、‘了
弓口月任ODC乃

(2
.

8 5 )

〔“
‘1 , 〕

{
3 A

(2
.

8 6 )

按 (A
·

4 2 )
,

有 !G (
s :
) J= JG (o )J= o ,

则 (2
.

8 6 )有非零解

{
3A 一N

Z I

} (2
.

8 7 )
G l l

尹.心L
e一一

、
Jlr

将
e 。
表达式代入 (2

.

8 5 )有

{X
。

}
‘
二 e ‘G ; 1毛C

。

} : + e , 王B
。

}
1

由(2
.

8 3 )可逆递推得到

{X : ‘}
‘= e ‘

(G
l : {C : 。} 1一 N Z ,

({R Z
Z ‘}rF, 2 3

+ Q呈g{R Y
: ‘

}全, 2

))+
e l板B

Z ‘} ;
(泣= l , 2 ,

·

于是将有关公式代入 (2
.

7 2 )得

{x }
‘ = e 4

{D (
r
)}l呈

3 ‘
+ e l

(B (
r ) } !

显然如 (A
·

4 9 )所示的 笼D (
r
)}{星

。‘

对应
: ‘

的解
.

(2
.

8 5 )

(2
.

8 9 )

(2
.

9 0 )



球壳和柱壳振动中一类方程组 刁求解

三
、

结 论

本文详细考察了指标方程四根之间的相互关系
,

并对于不同的情况给出了四个互相独立

的解的表达式
.

对于更为一般的常微分方程组
,

如 果方程个数 J普大或阶数提高
,

指标方程的

根越来越 多使分析更加困难
.

但是运用本文采用的矩阵推导和符号系统
,

可以在很大程度上

减少许多繁琐的工作
,

较之用非矩阵表达的级数求解 (如文 〔1〕
、

〔Z D 要简单和清晰
.

对于

柱壳振动的方程组可 同样求解
.

附 录

a ,

刀
,

k 、
,

k : ,

k 3 .

存5 ,

寿6

—常数
,

由材料性质决厄

r

—自变量

d
。

d d
V = r

万不
,

v
‘

= r 了砰r d r

H
’
‘”’ “

!
‘? ’

{
一

{
俨十“

1 一

:

H
3
(V )

Z V k Z

k s Z V

O
_

H
‘
(v ) l 吃

_

秃sv + 吞6 一

* : v、 *3 一

杏

誓
k, ; , + k ‘一

专

[M (V )] 二

[ a刀] =

(A
·

1 )

(A
·

2 )

(A
·

3 )

(A
·

4 )

、‘1
.臼L..J

.翻

f只

!‘
户日端砚叹

吕VH

L O 刀, J

k
,

P
,

t = 1
,

2
,

3
,
4

—脚标
,

S 。

—
指标方程均根

,

{X 儿

—
对应于S 。灼原方程之解

,

{X
‘
}

,

{X
‘
}。 (‘= 0

,

1
.
2

,

⋯ )
—

列阵
,

待求

下二 掩x + 吞一 k : k , ,

占二 k i吞一 k , k。 (A
·

5 )

。

H x‘ H
:。 :

[H (S * )]二 {
_ _ _ _

}
L

万
3一 万一

J

(A
·

6 )

.

自
.

白
一H一H

r召,l

一一
‘

白C{B
。
}。=

[一L 汀 1 。

(A
·

7 )

(H
: 。和H

Z , 分别为H
l、和H

Z。的共辘复数 )

A
, 。 , e , e :

(j= 。
.
1

,

⋯
,

6)—任意常数

[B (S * + 2‘) ]二 (一 1 )
‘

[H (S 。+ Z f) ]
一1〔a刀] [H (S * + 2‘一2 )]

一 , [ a刀] ⋯ [打(S 。+ 2 )]
一玉[ a刀]

(公= 1
,

2
,

⋯ ) 犷A
·

8 )

谧B
: ‘
}。二 [B (S 。+ 2‘)] {B

。
}* ,

{B (
r
) }。二 万 {B

Z :

}。
r ‘、 + 2 ‘

‘一 O

{C
: 、
}、二 [B (S 、+ 2 ‘)] { e

。
}。

,

{e (
r
) }。二 万 { e

: ‘
}。

r ‘ , 了 , ‘

‘一0

(A
·

句

(A
·

1 0 )

IN (S 。) ] = [ [M (S 。) ] {B
。
少。 [H (S 。)] {C

。
}一] , (A

·

1 1 )i)]一瓦

(显然
,

N
: 一二H

i一H : 。+ H
: -

N
x一 N

Z‘

N 3 o N 一

一> 0 )
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IN (S 。) i= Z S oN
: 。
(S卜 S孟一 2 5 乏 (A

·

1 2 )

一N
: ‘

N , 。 } (附 = 0 )
(人

·

1 3 )

r.叹

Lr.. .,尹

l
�

,嘟
一 [N ( S 一) ]

一 l [ a刀]{B
: , 一 :

}
,

( , = 1
, 2 ,

⋯ )

{H M B : ‘}‘一二 [H ( S 。+ 2‘) ]
一 1 [M ( S 。+ 2 ‘) ] {B

: ‘
}* (￡二 1

,

2
,

⋯ )

{R B , ‘卜一。*二 一 {H MB 2 .

}* , 一+ [H ( S 、+ 2 ‘) ]
一 ’[a口] {H M B Z , 一:

}一。-

一 [H ( S 。+ 2 ￡) ]
一 1 [ a刀] [H ( S 一+ 2 ‘一 2 ) ]

一 1【a刀] {H M B : ‘一 }‘一。+ ⋯

+ ( 一 1 )
‘

[H ( S 。+ 2 1 ) ]
一 1 [ a刀] [H ( S 。+ 2 ‘一 2 ) ]

一l [ a刀]⋯
·

[H ( S 。+ 4 ) ]
一 1 [a刀] {H M B Z

}。一‘ ( i = 1 ,

2
,

⋯ )

{D ( , ) }二= Q二 {B ( r ) }。In r + {y ( r ) }二 ( 。= o , 1 ,

2
,

⋯ )

(A
一 1 4 )

A
·

15 )

A
·

1 6 )

了‘、/吸

咤为

{Y ( r ) }二 = 万 {Y
: :

}乙, · , + 1 ‘

( m = O ,

1
,

2. 二 ( A
·

17 )

{刀
. ‘
}

,

T 二{C
.
}。

T 二 灌C
: ‘一 : 一 }

, + Q几{R B : ‘一 : . }‘。。

( i 二 0
, 1

( ‘二从 )

2⋯
,

用 = 1 ; 阴斗 0)
‘犷

2 ·

’“一

{ ( A
·

1 8 )

( i = 川 + 1 ,

份 + 2 .

⋯

( [H ( V ) ] + , , [ a刀] ) {Y ( r ) }二 + Q君[M ( V ) ] {B ( r ) ]。二 0

{了卜 {g }

—
函数列阵

{H 材Y : ‘}燕, . = IH ( S 。+ 2 1 ) ]
一 l [万 ( S 。+ 2 ‘) ] {Y

r‘}熟 ( ‘= 1 , 2 ,

⋯ )

{R Y Z‘}众, . = 一 {H M Y Z‘}众, . + [H ( S 。+ 2 1 ) ]
一1 [ a刀]{H 材Y : ‘一 ,

}燕, .

一 [H ( S ‘+ 2 1 ) ]
一1 [ a刀] [H ( S 。+ 2 该一 2 ) ]

一 1【a夕] {H 材Y : ‘一 ‘
}二, .

+ ⋯

+ ( 一 1 )‘[H ( S ‘+ 2 1 ) ]
一 l [a刀] [ H ( S 。+ 2 ‘一 2 ) ]

一盆[a刀]⋯
·

[H ( S 。+ 4 )
一 1 [a夕]{H M Y :

}众。.

(‘二 1 ,

2
,

⋯ )

{H 月
, ‘}一二 [H ( S 一+ 2 1 ) ]

一 1{B
, ‘}。 ( ‘= 1 ,

2
,

⋯ )

玉R B : ‘}一二 一 {H B : ‘
}。* + [H ( S 一+ 2 1) ]

一 1 [ a月] {H B : ‘一 :
}一

一 [H ( S 。+ 2 1 ) ]
一 1 [a刀] [H ( S 。+ 2‘一 2 ) ]

一且[a 刀] {H B :
一

‘
}。* + ⋯

+ ( 一 1 )
‘

[H ( S ‘+ 2 ‘) ]
一 1 [a刀]【H ( S 。+ 2 派一 2 ) ]

一 1 [a 刀]⋯
·

[H ( S ‘+ 4 ) ]
一 1[ a刀] {H B :

}。。 ( i 二 1 ,

2
.

⋯ )

( A
·

1 9 )

(A
·

2 0 )

( A
·

2 1 )

( A
·

2 2 )

(A
·

2 3 )

[L ( S ‘) ]二 [N 一‘[材 ( S ‘) {C
。
}。一N

: 。{B
。
}。 [H ( S * ) ] { C

。
}。] 二

L : 一 N
: 。

L , 一 N
‘。

(A
·

2 4 )

IL ( S 一)卜 N 孟
。 ( 6 5 卜 S卜 S孟) ( 当}N ( S 。) }二 0 ) ( A

·

2 5 )

川州
了f、

,
�

f
、

{

一N
: 。

L x。 } = 0 )
(A

·

2 6 )

月口.厄�.,J、.t

一一

协万胜口

一〔L ( S 。) ]一 l [a 刀] {B
Z

一
:
}

,

.肛.如
g
J‘

= 1
,

2
,

{
一N

, i

0 } (州 = ”= 0 )

} (币二 0 , ”= 1 , 2 .

(A
·

2 7 )

} ( 优
, ”二 1

,

2
,

:
二旧1.忿
口�时尸

r.心之
r.亡JL

扩

护........./‘
.
...

1
.、
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{L 一 }
‘。一 ”一 , ,

{ t贾
3 }

‘。 一 “
; n 一 ’

,

2
·

⋯
”
’

(A
·

2名)

一 [N (S
:
)]

一, ([a 口](T呈
:

{C
Z

一
2

卜
2 + 飞 {R Y :

一
:
}屯

:

+ q
: ([ (S

:
) ]、Y

Z。
}。+ Q : 、B

.
,
:
)) (, 一 ,

,

呼
二 , 。一
芍

,

‘⋯ )

_
, ‘

~ _
1 ~ _ _ ,

一
、 、

_
_

, , , 、 、

_
、 。

。 _ _ ,

n
, 、 、 . ,

。
, 、 、

~ -

1口(r )少滋’ 百 叼石
n

“ 刀吸r , 少i’i + ‘r (r , 全八 , l” r + 厂6 飞 1。 (『 , 少
1 In r + 1“

『 ) 少i石

{z (r ) }品卜 万 {Z
: ‘}挑r ·, + ‘

(A
·

2 9 )

(A
·

3 0 )
召一0

‘}
s

T 忿{C
.
}

:

(i二 0
,

1
,

⋯
, ”一 1 ; ”并 0 )

(‘二 ” ; 用并 0 )

T 73’笼C一、 }
。 + Q芳 考R Y 时一、卜乳一

:

(泣二
+ 1

, ” + 2
,

⋯
,

形 + ”一 1 , 杭尹 . )

{Z 二}挑~
B挑 {C

。
}
i

(f二 加 + ”)

狱 {C
, 。一 2

一
: 一

}: + P狱 币R B : ‘一 ,

一
: 。

}
, , -

+ Q分 ( Q畏 {R B , ‘一 ,

一
: 一

}
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