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摘 要

在本文中
,

研究上随休O ld r o y d B 流体在水平管内依时性流动
.

该问题可归结为无量纲速度

分量的三阶偏微分方程的初边值问题
.

采用改进的 K a n tor o vi o h 方法
,

将该方程化为各级近似

的二阶常微分方程组的初值问题
.

通过 L a p 】a c 。变换
,

求得其二阶常微分方程的解析解
.

在本文

中
.

提出了变分解析解的新概念
.

获得了二级近似变分解析解
,

其中包括常压力梯度和周期性 压

力梯度两种情形
.

应用计算机符号处理和 L a p la c e

变换
,

可以获得任意近似下的变分解析解
.

关. 询 O ld r o y d B流体 非牛顿流体 依时性流体 变分一解析法 改进的 K a nt o ro 石 c h

方法

一
、

引 言

经典的 N a vi er
一

S to k e 。 方 程
,

不能充分描述复杂的非牛顿流体
,

如高分子溶液和融

体
、

血液
、

泥浆
、

油漆
、

食品等的力学行为
,

导至新兴的流体力学分支
,

即非牛顿流体力学

的发展
.

O ld r o y d 亡‘’在材料本构理论方面的研究
,

取得突破性进展
.

O ld ro y d
一

M a x w el l型

本构方程成为描述粘弹流体的流变行为的最佳形式
.

聚异丁烯在聚 乙烯中的溶液
,

是一种典

型的粘弹流体
.

在化学工业及石油工业 中
,

圆柱管道内依时性流动是一重要流动
.

若干作者研究了牛顿

流体的非定常流动
.

由于本构方程的复杂性
,

对于非牛顿流体非定常流动
,

尚研究得不够
,

比较重要的工作有以下几个方面
.

B al m e r 和 F io ri n a 二“’应 用差 分方法 得到 幂律 流体的数

值解
.

G o r la 和 M a d d e n 二3’应用 K a n 七o r o v ie h 变分原理进一 步研究 J
’

幂律流体非定常流

动
.

R a m k is s o o n 等研究了有记忆的 W al t e r s B 流体非定常流动
刃5 ’.

韩式方采用改进的

K a nt or o vi c h 方法
二。一 8 , ,

研究了粘弹流体依时性流动
.

研究表明
,

康氏方法的二级近似与

差分格式结果比较
,

取得良好的一致性
.

本文研究O ld r o y d B 流体在水平管内的依时性流动
.

本文讨论了常压力梯度和周期性

.
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压力梯度变化等两种情形
.

在研究中
,

采用了改进的 K a n 七。r o v ic h方法
.

本问题在数学上

可归结为轴向速度分量的三阶偏微分方程的初值边值问题
.

应用改进的K a n t o r o vi c h 变分

方法
,

可 将该三阶偏微分方程的初边值问题
,

化为各级近似的二阶常微分方程的初值问题
.

在本文中
,

采用 L a p la c e 变换
,

求得一级和二级近似的解析解
.

因此
,

我们称这一过程所

得到的解答为变分解析解
,

从而发展了变分解析方法的新概念
.

若采用计算机 符 号处 理技

术
,

可以得出任意近似的变分解析解
.

二
、

基 本 方 程

我们将研究管内依时性非牛顿流体流动
.

采用了三参数的o ld r o y d B流体的本构方程
.

采用圆柱坐标系
.

认为流体是不可压缩的
.

本构方程可 以写为以下形式
:

T == 一 p l+ S (2
.

1 )

S + 几1 5 一 2拼D + 2几
Z
D

其中 : S 为偏应力张量
,

O 为变形速度张量
,

T 为总应力张量
,
几,
为松弛时间

,

瓜

间
, 拼为极限粘度

.

上随体导数甲的定义如下
:

A “ = 口A
‘, / 口t + q , A 万盆一 A “q否

。 一 A , , q t, 。

式中 q 为速度向量
.

我们假设速度场具有以下形式

q = (o , O , 切 (
r , t ))

将 (2
.

4 )式代入运动方程
,

得出轴向分量 切 (
r ,

t) 的方程如下
:

(2
.

2 )

为推迟时

(2
.

3 )

(2
.

4 )

口叨 口P
.

口S
一二

p 决
-

- 一万万 卞一花斤
.

.

5
. ,

十一竺 (2
.

5 )

由本构方程 (2
.

2 )
,

同时应 用 (2
.

3 )
,

可以得到

:
, :

+ ; 厂夕豁
生一。

粤
一

+ ,
2 口

2田

口r口t
(2

.

6 )

在方程 (2
.

5 )和 (2
.

6 )中
,

消去S
, : ,

可得 出以 下方程

+召

,八

_

口
2 切 , p 口。

_

了 拼

尸
一

万玉2 门, {
一 力 ;

一 飞 〕

口 ‘ 八 I L,

“
l ‘l 蔚)(

口
2 田

口r Z
卿 、
口r /

内

凡,儿

+

1 d P 口
Z

P

口z 口t
(2

.

7 )

引入以下无量纲量

吵肠一一一
月升
‘

,ll
�

R
,去一P

一一
aH

, 一卿/( 尝)尸
, 。一

乡
·

一 P R
“ ’ G a

P R
“ ’

其中 : R 为管道半径
,

R 。
为雷诺数

,

砰
。
为W ei 朋 e n b e r g 数

.

方程 ( 2
.

7 )化为以下无量纲形

式 :

r ; 一
口

2切
2 1 “ 杯

一 。

a r “
+
前

一功(r)

口切

其中

L
势Lr 少~ 一 不 云

‘ ,
尸

一
理坤+ 上 妞、

一 G 。 一

醉(零界+ 上 舰、
\ O 刃

一

77 0 叮 1 G T \ O 叮
一

刀 a Tl l

= 0

口P
; ; _

口 I L 口P 、
导 一H

a 一于一一井
厂 止子二 ,

0 2 “ 一 口r 、△P 口2 ,

(2
.

8 )

(2
.

9 )
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无量纲压力梯度等于

L 口P

△P d z
二 f (r) (2

.

1 0 )

d
节LT 夕= J tT 少十月 a

一

j ‘ J 又r )
“ ‘

方程 (2
.

5) 与上随体M a x w el l模型的结果
。

纲化的边界条件和初始条件化为
:

切(l , :
) = 0 ,

刁切(刀
, :

)/ 口刀= 0 ,

(2
.

1 1 )

, 7二的区另11
,

在于 包含有G a 的三阶偏导数
.

经无量

当刀= 0 , 甲(刀
, o ) , 0

上述条件 (2
.

12 )
,

与文献 [e
, 8」中采用的条件相同

.

然而
,

由于方程 (2
.

5) 中
,

导数
,

因此
,

满足 (2
.

12 ) 的 方 程 (2
.

5) 的解
,

仍含有一个任意常数
.

显然
,

种
,

或者增加一个条件
,

或者允许解具有任意性
.

(2
.

12 )

包含更高阶偏

其出路只有两

三
、

一般问题的解答

为了求得方程(2
.

5) 的解
,

我们将采用由 K a n t o r o v ic h
峪’最先提 出的

,

后来加以改进

的 变分方法研究粘弹流体运动
: 。, . ’,

即称为改进的康 氏方法
.

现 在
,

我们首先简要地介绍这

一改进的方法
.

我们假设
,

需要求解以下形式的偏微分方程
L (, (。

, r
) )一 , (3 一)

上述方程的解
,

满足一定的边界条件
.

根据 R it z 方法
,

可以近似地假设解甲(刀
,

动为以下形

式

切。

(粉
, 二

) = 艺
“。

(
:

)夕
,

(刀) (3
.

2 )

其 中: g ,
(哟 是 满足边界条件的基函数

, a 。
(r) 为待求的依时性函数

.

将 (3
.

2 )代入 (3
.

1) 可

得
:

L (甲
.

)一 f = 。
(3

.

3 )

其中 。
为残值

.

9 。
(哟称为基函数

.

变分原理可以写为以 下形式
:

工工
仁L ‘*

·

, 一‘〕d ,
·

d s d一
。 ‘3

·

‘,

应用 (3
.

2 )式
,

将得到

工Js
〔L (、

·

卜 , 〕。
·占二 d s d一

。 ‘“一 ‘, 2 ,

一
, ‘3

·

5 ,

改进的K a n 七o r o vi c h 方法的实质可简述如下
.

应 用定常状态下的解答
,

构成近似函数系系

列
.

一般
,

选取定常流动解 切
:

作为 9 1 (哟
,

在这一情况下
,

当 : 、 co 时
, a l(r ), l 且

a 。

(动

, 。(k铸 1 )
.

显然
,

上述近似函数的选择不是唯一的
.

现在
,

我们将应用所提出的方法
,

求解上述问题
.

对于 O ld ro y d B 流体在管内流动
,

其

定常流动解甲
。

由下式 给出
:

甲 ,

~ (1 一叮
2

) (3
.

6 )

在这一情形下
,

我们将选取的基函数系列为

9 .
(刀) = (l一 , 2

)刀
2 (介一 ‘,

(3
.

7 )
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令微分算子L (叻等于

; , _ _
、

_
; ; _

口
2切

,

口切 了口
2切

,

l 口切 、
L (初 三H

a
号玉 + 丈 一砚乙j + 士 飞了 )一 、 , ,

一
‘ J 一 口r Z ’

口: 、口刀“ 珍 日冲 产

。
_
口 I日

2 甲
.

1 口甲 、
一 G a

拼
.

! 荟丫+
‘

草 、一叻〔二)

一 口t 、刁刀
2 ’

刀 口, I

一级近似

为了得到一级近似切
1 ,

我们在方程中 (3
.

2 )中取
n 二 1 ,

并应 用 (3
.

7 )
,

有

甲1 = “ 1
(

r
)(l 一 , ,

)

将上述表达式代入 (3
.

5 )
,

并设f二 o ,

可得

(3
.

8 )

(3 9 )

I
二

I
,

L ‘,
1
, “一 ””“一““d一

。

在上式中
,

完成对叮由O 至 1的积分后
,

得

{
: (4二

。
)
。

: + (4 + 2。。。)
。 ; + 2 0 。 , 一 5 , (

:
)〕。

。 1、: 一 。

由于
r
的任意性

,

积分函数应 等于零
,

所以

(4 H
a

)
a
了+ (4 + Z o G a

)
a ; + Z o a , = 5叻(

r
) (3

.

1 0 )

这是一个二阶线性
、

非齐次常微分方程
.

应 用 L a p la c e 变换
,

可 以得出一级近似解如下
:

a l (r
) =

5

4 H
a

(, 1 一 , 2

) I:
, (一 ‘, ‘e X p 〔: 1‘, 一 e x p 〔?

2

‘〕, “‘

+ (A / (, 1一 ? 2

)) (e x P [, 1 : 〕一 e x p [夕
2 : 〕)

其中
, a l

(0) 二 o ,

川 (0) = A
, , :和协是下述代数方程的根

(3
.

1 1)

门�

一一一a

亡d一J丈

+下
l + SG a

下
一 ~
护

- 一 厄牙二 -

』 I U

将 (3
.

1 1) 代入 (3
.

9 )
,

即得一级近似解切
1 .

二级近 似

在 (3
.

2 ) 中
,

设
n = 2 ,

并应用 (3
.

7 )和 (3
.

5 )
,

即得到

甲2
= a l

(
:
) ( l 一 叮2

) + a Z

(
r
)刁

2

( 1一 粉2

)

变分原理将通过以下方程写出

(3
.

12 )

工I
, L ‘,

2

, “一 “
2

, “一““d一
0

工工
L (、

2

, 。
2

“一 “
“

, 乙一“”d一
O

(3
.

13 )

(3
.

14 )

重复推导一级近似的全过程
,

可得出由两个二阶非齐次线性常微分方程组成的方程组
:

H a
( Zs a 犷+ 4 a公) + (2 5 + 1 4 o G a

)
a { + (4 一 ZsGa )

a ;

+ 1 4 o a l一 Z s a Z
二 3 5劝(

二
) (3

.

15 )

H a (一Z a了+ 4 a公) + ( 12 + s4 G a ) a
石+ (4 + 6 oGa ) a ;

+ 8 4 a ; + e o。 : = 2 1功(
r ) (3

.

16 )

应用 L a Pl a c e 交换
,

并经过若干处理后
,

可以得到二级近似方程组的解析形式解答
:

· 1
(
·
) 一晋交

, ,

f
, (一‘)一 p 〔“, ‘〕d ‘+

矗
J . 西 一 -

E C , e x p [o , , ] (3 17 )
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a Z

(r )二 2 兄 B ,

f
, (一 ‘)e X p :“, ‘〕d‘一

么

(j

E D , e x p 〔0 , : 」 (3
.

1 5 )
了. 3

= 3 , 4 , 5 , 6 )
、

⋯
.

了....,.....夕
A 了一 「H

·“: + (‘+ ‘G ·)“, + 4 8〕

/
6

fl (0 , 一 0 , )

k (今j)~ 3

B 了一 「H
·“; + “, 〕

/
6

fl (0 , 一 ek
)

儿(斗j)一 3 (3
.

1 9 )

C , = 这H
a

(B
。一 C

。

)0季+ 4 [B
。

(一+ 1S G a
)一 C

。

(1 一 7 G a )〕8 ,

+ 6 OB
。

+ Z sC
。

D , = 4 H
a (3 B

。一 7 C
。

)0 : + 4 〔B
。

(3 + 2 一G a )一 C
。

(7 + 3 5G a )] 8,

+ s4 B
。一 1 4 0 C

。

B
。

= 2 s H
a

(
a : (o ) )+ 4 H

a (a 二(G ))
,

C
。

= 1 2 H
a (a ; (o )) + 4 H

a (a 二(o ))

0s
,

0
‘

由下式决定
:

H
a 0 2 + (l + 0 , G a

)8 + 0 : = o

B
。 ,

8
。

由下式决定
:

H
a 8

2
+ (l + 0

2
G a )0 + 0

2
= o

和 0 1 = (3 5 + 斌
.

弱亏)/ 2 ,
8

2
= (3 5 一 双万弓感)/ 2

因此
,

二级近似的解可 由下式给出

甲2

(专
, r

) = a l
(

r
) (l 一刀, ) + a :

(
r

) (1 一 刀,

)叮
,

(3
.

2 0 )

其中
, a l

(
r )

, a Z

(约 由(3
.

1 7 )
、

(3
.

18 )给出
.

该解可 以要求满足初始条件
:

a : (0 ) = a ; (o ) = o (甲
,

(口
, O) = o )

由于这一补充条件
,

有 B
。

= C
。

= C , = D , 二 0
.

应用该初始条件
,

补充 (2
.

1 2 )中的初始条件
,

消除了全面的任意常数的不确定性
,

也就是说
,

使解具有唯一性
.

然而
,

这一要求是 比较严

格的
.

四
、

特 殊 情 形

正如前面指出
,

提出 训 (,
,
。) = 。,

是一 比较苛刻的条件
.

我们在这 里
,

要 求
a ,

(
r ) 和

切 (粉
,

司在
: = 。处

,

可以按 T a y lo r 级数展开
,

因此
,

可 以忽略高阶小量O (护 )
.

所 以
,

在小
:
的情形下

, a 。
(动是

: 的线性函数
,

即

a
是(O ) = a * (常数 ) (4

.

1)

显然
, a ,

也可 以为零
,

因此
,

(4
.

1) 也包含了前面的特殊情形 训 (, ,

0) = 。
.

因此
,

可以应用

更一般的条件 (4
.

1)
.

现在我们讨论本问题的两个特殊情形
.

a 常压力梯度

我们取
:

(4
.

2 )一一
P一2口

一口,

一P
L一△

.

一
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一级近似

将(4
.

2 )代入 (2
.

1一)
,

得出 功(
: ) = 4 ,

若代入 (3
.

1 0 )
,

可得
, a 上(o ) = a ~ A = 5 / (l + SG a )

,

这里
,

利用到 a :

(0) = 0 的条件
.

再由(3
.

1 1)
,

可得出

5
a ’(r )” ‘+ 口而‘石)而

l二讯) 气e x p L, ‘T J一 ”x p L, , T 」)

+ 丁导 (, : e x p [, 1二 ] 一 , , e x p [ : : r〕)
一

y l一 犷2

一级近似解将由下式给出
, 、

「二 5

切‘气, , 丁 )’ L‘一 叮
一

)L
‘个了1干 6丽八币i而i) (e x P [下, : ] 一 e x P [ , 2 : ] )

+ 下共
~

(, : e x p [, : r ] 一 , le x p [ , : : ] )1
J. 1一 Y么 J

(4
.

3 )

其中 , ;
和协为下述代数方程的根

H
a , 2

+ (l + S G a
)护+ 5 ~ 0

一 (1 + S G a) 士双百下拓两
恋

两J

一 Z H
a

—
(4

.

4 )
、..了
.

,上2yy了.飞、

二级近似

为了获得二级近似解
,

可 由(3
.

1 5 )和 (3
.

1 6 )式给出叫 (0) 和时 (0)

a 夏(O )
7 (1 + 4 sG a )

=
一

玄(飞千厄弓口石千丽色口d勺
,

a ; (o ) =
2 l

2 (l + 3 5 G a + 1 6 sGa
Z

)
(4

.

5 )

由(3
.

1 7 )和 (3
.

1 5 )及劝(二 ) = 4得到

!
、

J

I!一‘
·

卜鑫[
7A ,

一(
·

, 一

鑫1
8B ,

(e X P 〔0 , r〕一 1 )
2 0 ,

一

+

亩
C , e x p 〔“, ·〕

」
(4

.

6 )

(e x p [oj r〕
0 ,

, 1 ’+

矗
D , 。X p 〔“, ·〕

}

其中 A , ,
B , ,

C
·

和 D
;

将由 (3
.

1 9 )式给出
.

二级近似的依时性函数
,

可根据 (3
.

1 2 )式计算

切 :

(叮
, r

)
.

b
.

周期性压力梯度

我们取压力梯度随时间变化

一李一擎
_ : in

:

凸P 口之

压力梯度随时间周期性变化
,

不仅反映高分子加工过程中的某些现象
,

血管内血液流动的脉动现象
.

将上式代入 (2
.

1 1) 式
,

得

叻(
r

)s in r + H
a e o s r

一级近似

由 (3
.

10 )式
,

可得
a 呈(0 ) = SH

a
/ (4 + Z oG a )

由(3
.

11 )式
,

可得时间函数
a ,

(r)

(4
.

7 )

而且反映生物力学中
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a , (‘) = 4万
a

e x p 〔, : : 〕(l + , I
H

a )一 e o s r (l + v ,
H

a )一 s in : (, : 一H
a )

l 十y盆
.

协
�

一

5协

e x P〔下
2二〕( l + ? :

H
a ) 一 e o s :

( 1 + ,
:

H a
)一 s i n :

(丫
: 一 H a

)

SH
a

十一
下 丁 二 二。 ,

4 + 艺 U 吸J O

l + 此

e x p [ , lr 〕一 e x P [?
: 二 ]

下l一丫
2

( 4
.

8 )

其中
: y l和 ? :

由 ( 4
.

4 )式给出
,

一级近似解将由下式给出
:

切 ,
(刀

, :
) = ( 1一叮

2

)
a l

(
:
) (4

.

9 )

二级近似

类似地
,

对于二级近似
,

可 以得到以下形式解答
,

其中川

a f ( O) =
7 ( l + 4 sGa ) H a

8 ( 1 + 3 5 G a + 1 6 8 G a Z

)
a 孟(o ) =

( 0 )和
a 共(0 ) 由下式给出

2 I H a

s ( 1 + 3 5 G a + 16 sG a Z

)
(4

.

1 0 )

a ,
(
二
)和

a :
(

:
) 由下式给出

上
r 7

“ , Lr , 一
总L百街

e x P〔0 , r〕( 1 + 口,
万

a ) 一 e o s r ( 1 + 8 ,
H

a ) 一 s in : (8 , 一H
a )

1 + 8 }

+

食
C , e x p 〔”, ·〕

〕
( 4

.

1 1 )
·:

(
·

卜立1
2 , ,

J 吕 汤 一

e x P [0 , : 〕( l + 口, H a
) 一 e o s r ( l + 0, H a )一 s i n : ( 0 , 一H a

)
l + 0 {

矗
D , e x p 〔”, ·〕

〕

五
、

结 果 与 讨 论

在本文 中
,

应用变分一解析方法
,

研究了 O ld r o y d B流体管内依时性流动
.

该依时性

问题
,

在数学上化为一个三阶偏微分方程的边初值问题
.

采用改进的 K a n to r o vi c h 变分方

法
,

该偏微分方程的边初值问题
,

可以化为各级近似的二阶常微分方程的初值 问题
.

在本研

究中
,

应用 L a p la c e 变换求得常微分方程的解析解
.

因此
,

我们发展了变分一解析方法
,

将变分法 与解析方法结合
,

为解析处理指出了新 的发展前景
.

应当指 出
,

如果应用计算机符号处理技 术
—

如 软 件 M a e s y m a ,

M a t h e m a t i e a ,

M a p le 等
,

可将上述偏微分方程问题化为任意高阶近似的常微分方程问题
.

而 L a Pl a c e 变

换
,

适合于这类常微分方程的求解
.

因些
,

本文提出的方法
,

有更广泛的普遍性
.

根据所得到的二级近似的解公式
,

对于 常压力梯度和周期性压力梯度两种情形
,

完成了

数值计算
,

其结果示于 图 1 至图 3
.

正如有关非牛顿流体力学研究工作
: “ ’所指出

,

松弛 时间

儿大于推迟时间从
,

可采用山 = 6凡: .

在本文中
,

采用了这一比例关系
.

图 l 示出依时性函数
a l

(t) 和
a :

(t) 的变化规律
.

图 2示出在常压力梯度下
,

管中心线上的速度随时间的变化
.

图 3给

出在周期压力梯度下
,

管中心线上速度随时间的变化
.

在这里应 当指 出
,

在计算中
,

采 用了前述特殊 情 形 训 (刀
,

0) 一 。
.

由于 这一 初始条件的

限制
,

在速度随时间变化的规律中
,

起始段较为平滑
,

没有出现脉动
.

在物理上
,

可 以理解
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为一种缓慢的起始过程
,

可能形成理想的平滑的起始流动
.

显然
,

这一条件 较 为 苛 刻
.

然

而
,

本研究表明
,

非定常流动起始段的脉动现象
,

随初始条件的不同
,

如本文所 指 出 的 条

件
,

而可能避免
.

也就是说
,

上述脉动现象与初始条件有关
.

如果采用 更广义的补充初始条

件 (4
.

1)
,

则将得到较新的初始变化过程
,

如本文解析公式 (4
.

6 )和 (4
.

1 1) 所示
.

本文作者之一 (H
.

R
.

) 感谢第三世界科学院根据南一南合作纲领提供本项 目研究的资

助
.

本项 目研究同时得到中国国家自然科学基金和中国科学院的资助
,
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