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摘 要

本文由设定两个位移函数
,

应用最小二乘法和能量法
,

得到中厚悬臂矩形板固有振动 和 稳定

的 R e iss n e r近似解
.

关扭饲 中厚板 R e is s n e r理论 边界效应 位移函数 梁函数 R ay le魂h商数

一
、 月U 舀

板的振动和稳定是范围广泛的工程课题
.

R ei ss n er 理论的提出
,

开始了对 中厚板的静

动力精化计算
〔‘’ 2 , .

胡海昌引入两个位移函数F 与f
,

以表示三广义位移功
,

势
. ,

功, ,

并利用

了的边界效应对边界条件进行简化
,

克服了复杂的定解条件导致的微分 方程求解的困 难
,

较

合理地反映了 R ei s s n e r 理论有边界效应 的良好特性
〔“, .

文〔15 〕由设定平均浇度 和 应 力 函

数
,

得到 中厚悬臂 矩形板弯曲的 R ei ss n e r
精确解

.

本文选择梁函数构造两个位 移函数
,

应用最小二乘边界放松法满足边界条件
,

进而由能量法完成了中厚悬臂板固有振动频率和纵

向屈曲最小临界荷载的计算
.

二
、

位 移 函 数 的 选 取

设有一矩形悬臂板
,

沿夕= 0边界固定
,

沿夕~ b
, X = 士a/ 2边界自由

,

厚度为 h
,

板材料

的三个弹性常数分别为E
,

G
, 拼,

板的质量密度为p
.

(图 1)
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对这平板进行振动分析所依据的 R ei ss n er 运动方程是
〔5 ’
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.

引进的位移函数尸与f表示振动时 的幅值
.
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对这平板进行稳定分析
,
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以广义位 移功
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p ,
表示的控制方程是
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表示中面力N
。 ,

N
。。

在板变形后产生的一个相当的横向分布荷载
.

引进 的位移函数F 与f表示屈 曲时的挠度
.
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的微小的横向投影
.

这些基本方程表明
,

引入的位移函数 尸 相当于薄板挠度
,

而位移函数 f 相当于 薄膜浇

度
,

f在剪切刚度较大时具有明显的边界效应
.

我们选择梁函数来构造函数尸 与 f
,

经过三组不同形式的试函数的试运算
,

最后取用使

所得结果数值最小
,

误差最小的一组
,

它们分别是
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由于对称
,

F 需满足的边界条件有 6个
,

这里仅满足固定边 (口F / 口, )
, = 。

= 。的条件
,

f 需

满足的边界条件是 3 个
.

设立的8个待定常数cl , c : , c 3 , c ‘, ‘。,
d , ,

d
Z ,

d
。

可 以在用加权残

值法满足剩余边界条件时确定
.

三
、

最小二乘边界放松法

选取的位移函数作为试函数代入未能初始满足的边界条件
,

得到边界残值 R (c , )
,

使残

值R 的平方积分式为最小
,

便组成以d R / 口勺为权函数的消除残值方程组
,

足以求出全部待定
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系数
c , 〔?’。

先不考虑 (2
.

8 b )式 中中面力对横向平衡的影响
,

振动 与稳定边界条件相 同
.

按照最小二

乘边界放松法
,

由函数F 的边界条件
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于是
,

位移试函数F 与 f 确定
,

它们使 边界残值为零或是最小
,

成为满足边界条件的近

似解函数
.

四
、

控 制 方 程 的 解

进一步应用能量法
,

我们可以在基本振型情况下求得平板振动固有频率 “ 。’.

用广义振型表示的中厚板最大应变能由下式给出
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.

3

凡满足边界条件同时又与基本振型非常相近的广义振型函数
,

将使 R a y le ig h 商数取

最小值
.

对于 方板
,

将(3
.

3 )回代(2
.

9 a )式
,

(3
.

e)回代 (2
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9 b )式
,

再将 (2
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.

2 )式
,

便

给出确定的三广义振型函数
.

这些函数代入方程(4
.

3 )进行积分
,

最后求得板的 固有振动频

率
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同样
,

可以在纵向屈曲情况下计算出平板失稳临界荷载
【“ ’.

稳定问题的中厚板应 变能仍然是 (4
.

1) 式
,

式中的。
,
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丸为广义位移
.

设 沿与固定边相对的自由边万一 b作用着均布压力N
,

(图2)
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则外力的势能为
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由平板屈 曲时系统的总势能为零
,

也可 以给出一个屈 曲 R a y lei g h 商数
〔. ’

N
, = H / 犷 (4

.

6 )

显然
,

满足边界条件且 与平板屈 曲十分近似的)一义位移
,

将使这个 R a y lei g h 商数取

最小值
.

将由式 (3
.

3 )
、

式 (3
.

6 )确定的三广义位移 (2
.

6 )代入方程 (4
.

6 )进行积分
,

便 得到方 板

的纵向屈 曲最小临 界荷载
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考虑中面力对边界横向平衡的影响
,

将 (4
.

7 )回代 (2
.

8 b) 进行校核
,

结果表明
,

正是逼近

真实解的解函数使误差为最小
.

控制方程与边 界条件的满足同步完成
,

本文的计算是合理的
.

五
、

结 论

本文在应用 R ei ss n e r 理论对 中厚悬臂矩形板的固有振动和稳定进行分 析时
,

解决了

几个问题
:

悬臂板三条边给出的自然边界条件是三广义位移的藕合
,

而位移函数 的引入将定解条件

简化为先后相继的两个函数的问题
,

方便了函数形式的确定
.

2
.

最小二乘边界放松法用于求解边界条件众多的中厚板 问题
,

试函数选择得当时
,

既

简易又合理
,

可为工程设计提供可靠的数据
.

3
.

R a y le ig h 商数是计算板的基频近似值和屈 曲临界荷载的非常有效的方法
,

求解困

难时 R a y le ig h 法获得成功甚至更容易
.
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