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摘 要

抛弃任何有关位移或应力模式阴人为假设
,

在柱坐标系下对正交异性体建立其状态 方 程
,

给

出强厚度叠层闭口悬臂圆柱壳静力问题的精确解
。

此解满足所有基本方程
,

包含了全部弹性常数
。

可得到任意需要的精度
.

关工词 正交异性体 叠层悬臂圆柱厚壳 状态方程 精确解

一
、

引 言

当今各家板壳理论
,

由于 人为地引进一些简化假设
,

致使基本方程不能全部而只能部分

地被满足
,

且不能包含所有弹性常数
,

由此引起的误差随板壳厚度增只而剧增
.

特别是层间

应力
,

无一家理论能精确算出
.

当厚度超出中厚壁范围时
,

各家理论全部失效
.

通过状态空间的引入
,

文 [ l] 给出四边简支强厚度叠层开 口 圆柱壳 的 精 确 解
.

文 〔2 〕和

【3 ]分别就具有固支边的强厚度叠层板和闭 口圆柱壳给 出 精确解
.

对具有自由边的强厚度叠

层板壳这一难题的精确解问题
,

国内
、

外未见到任何报道
.

有些学者甚至认为是 不可能得到

精确解的
.

本文在上述文献的基础上
,

通过一些特殊函数和特殊位移函数的引入
,

给出强厚

度叠层闭口悬臂圆柱壳静力问题的精确解
,

并将数值结果与 S A P S有限元解进行了对比
.

二
、

悬臂 圆柱壳状态方程的建立

图 1 (a) 所示为一正交异性悬臂圆柱壳
,

万
(‘’

(
r ,

0) 和犷

向的位移
.

将固支边变成简支边并加原固支边反力尸(: ,

0)

引入单位脉冲函数H (x)
,

其定义见 【2 」
,

并令
a

二

= 厅
二

+ H (x )P (
r ,

8)

设U
,

犷
,

才分别是壳体沿x ,
0和 r

方向的位移 (图 2 )
,

并令

(r ,

0) 分另lJ是 白由端沿
r和 0 方

则图 l(a) 和图 l (b )等价
.

(2 1)

不 一‘ (x
, r ,

0 )+ 万研
(! , (: ,

“) (2
.

2 )

.
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1) 、 (2
.

4 )式中未解释 的符号将在行文过程中逐一说明
.

稍后会看到 (2
.

4 )式 之 所以取如

此形式
,

是为了使a 二

满足在自由端的边界条件。
:

~ 0
.

把 (2
.

1) 式代入图 2 所示的柱坐标系下的平衡方程
,

得
、1..百

1
1了‘.......产

,

口于 口r , :

口X

+
一l一丝禁

一 +

r a 口

+
一
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口r . 。
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才
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十
a r
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r
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式中占(x )为D i r a e 函数
,

其定义见 [ 2 ]或 [ 3 ]
.

将应变一位移关系代入正交导性体的应力一应变关系后
,

有
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至此
,

除变量
犷
外

,

其余变量全部消除
.

满足边界条件下解此方程
,

然后通过 (2
.

1)

力学量
.

现在考虑边界条件
.

因当X ~ 。,
l时

,

H (x) 分别等于 吓口0 ,

综合考虑 (2
.

1) 、 (2
.

4 )

式和 (2
.

5)
、

(2
.

的 两式便知
:

在固支端 (x = 的
,
。

二

一 尸(r
,

的
,

牙 = 评 = 0 , 犷 一厂 = 。, 在

自由端 (x 二 l)
, “

:

一 厅
:

~ 。,

牙 一不
“ ,

(r
,

0)
,
犷 = 犷

’

‘ (r
,

0)
.

剩 下 尚需满足 的边 界条件

是 :

U = U = o ,

当x = O时 (2
.

1 7 )

X == o ,

当x = l时 (2
.

15 )
: : , = G

,

当x = l时 (2
.

19 )

通过 以上三式的满足来定解尸 (
r ,

0)
,

万
‘’

(
r ,

0) 和 厂 ‘
(
r ,

0)
.

三
、

叠层闭口悬臂圆柱壳的解

图 3 (a) 是由p层正交异性材料组成的叠层圆柱壳
,

厚度 h 二 a 一 b
,

各层厚度为 h,
(j 一 1 ,

2 ,

⋯
,

P)
.

图 3 (b) 是其中任一层 j的放大图
.

将j层等分成寿, 个薄层
,

薄层厚度为d , = h , / k , ,

薄层平均半径分别用
‘, 1 , c , 2 ,

⋯
, ‘祷,

表示
.

现对j层中的第一个薄层建立状态万程
.

因 r 、
.

三薄层 内变化不大
,

若以
“, 1
代替矩阵 (2

.

14 )
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r 当不会引起较大的误差

.
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,
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.

13 ) 式知其状态方程是

佘
〔。.

。

(r )

= D , , [万。
:

+ B , ,
(
r )

7 。 。

(r ) a 。 。
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.
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的各元素为常 量

,
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.

14 ) 令其中
r = c , l 而得

.

ylJ 阵 B , ,
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丫
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.
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,

即令班芯
;

(
r
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,
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(
r
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,

凡
, :
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r
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、

(2
.
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‘
(
r
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,
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(
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.
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,

只需以每层平均半径代替矩阵 (2 14) 中的
r而不必分割

.

若某些

层较厚
,

可在试算过程中逐次增加点
,
数 目

,

直至要求保留的有效数字不变为止
.

相应此时的

解可 以认为是在满足精度要求意义下的精确解
.

绝对精确的事物是不存在的
,

重要的问题不

是误差
,

而是误差是否可控
.

只要薄层充分薄
,

有理由认为 尸
。 , , (r )

,

牙砖
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(r )

,

厂刀
:
(r) 在

薄层内是线性分布的
,

即有
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(a,

:
) 分别是第一个薄层内表面和第二个薄层外表 面的力学量

,

此二组量应相等
.

因此
,

将 (3
.

9) 式代入 (3
.

10 ) 式后
,

得

R , 2
( a j 3

) = G , 2

(一 d , )G , :
(一 d ,

) R
, ;
(
a , 工

) + G , 2

(一 d ,
)C

, 1
(一 d , )

+ C , :

(一 d , )

依次类推
,

最后可把第k , 个薄层内表面力学 量和第一个薄层外表面力学量用下式联结起来
:

R i“, (b ,
) 一 E j“, R , 1

(
a , 1

) + E zk ,
( 3

.

1 1 )

式中

E ik , = G ,“, G s
, k卜 1⋯ G , ZG , l

( s一 2 )

它z。, = G z; ,
(G i

,

。, 一 i ⋯ G , :
C , , + G j

,

、, 一 i ⋯ G , 3
c , : + ⋯ + Cz

,

* , 一 i ) + C i。,

G , 。 = G , 。 (一 d , )
,

C j ,

= C , 。

( 一 d , 、 (
s = l , 2 ,

⋯

( 3
.

川 式对图 3 (a) 中任一层都成立
.

当了一 1
,

2时
,

分别有

k , )

(3 一 3 )

(3
.

14)

R i 掩:

(b
l
) = E i ‘I

R I , (a , l ) + E i 左;

R Z掩:

(b
:

) = E Z‘Z
R

: 1 (a
Z ,
) + E Z无2 } ( 3

.

1 5 )

参看图 3 (a)
,

第一层外表面半径
“ , l一 a ,

第二层外表面半径
“ 2 1 = b : .

根据该二层层间位移和

应力的连续条件
,

应有

〔“。 ,

(6 1
) 犷。

,

(6
,
) a 。 ,

(6
,
) x 二 。

(b :
) 。, 。

(6 1
) 研

。 。

(6
,
)〕二

:

= 〔U 。 ,

(
a 2 1

) 犷
。 ,

(
a : 1

) a . 。

( a
2 1
) X . ,

(
a : 1

) e 。 ,

(
a Z I

) 不
. 。

(
a : ,

)〕r;

( 3
.

16 )

由 (2
.

2 )
、

( 2
.

3 ) 两式知
,

当层间W (犷 )相等时
,

必有 评 (护)相等
.

但因各层弹性常数不同
,

(2
.

4 ) 式说明当层间U 相等时
,

未必有万相等
.

改写 (3
.

16 ) 式
:

〔万。 。

(b
l
) + S 二 二

(b
l) 犷二

,

(b
工
) 。。

”

(b X 。 。

(b

a 。 。

(
a Z 工

。。
,

(b
:
) 评

。 ,

(6
,
) 〕孤

1

X 。 ,

(
a : ; ) 日。 ,

(
a : ,

)

))
、

、/ 、.户

= 〔万。
。

( a
: 1) + Q。 ,

(a
: 1 ) 厂。 ,

( a
Z ;

平
。 ,

(
a 2 1

) 〕r;

(3
.

1 7 )
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式中5 .
。

(b
l
)和 Q . ,

(
a z ,

)可由 (2
.

4 ) 式
、

(2
.

1 1 )式中第一式和 (2 一 2 ) 式求得
:

{S二 (“
1 ), 1。!

一(侣: )
: * :

·

呈
黑半

〔·犷‘!
‘“

1

)+ 牙“,
)

‘“1 , 〕1“
!

‘m 寺 。,

(3
.

18 a )

~
, 、 、

I C
。

\

悦Q . 。
〔a : 一) 全

: 1 = 一 饭 , , ‘一
I

、 七 2 1 艺l

Zle o s m 汀

a 念一m Z兀2 [ n 犷孟‘ (a
: l) + 牙 4‘) (a

: 1
)〕

2 1
(m 今 0 )

{S二 (6
,
)}1‘

,
二 一

I
咭阮

一

Ln 厂 孟” to , ) + 炸 右
‘ ’

(。, )JIk ,

(m = 0 )

(3
.

lsb )

(3
.

18 c )

{Q . 。

(
a : 1

)}
: l = 一

(劲
吓: )

I

2 2 6 口: 1
〔。犷盔‘

’

(
a : ,

) + 附二
‘、

(
a 2 1

)〕
2 1

(。 = 0 )

(3
.

lsd )

由(3
.

17 )式可得

[打二 (
a : 1

) 夕. 。

(
a : 1

) a二 (a
: ,
) X . ”

(
a 2 1

) 0 . 。

(
a : ,

) 评
. 。

(a
: ,
)]

: :

二 [万一 (b
l
) v二 (b

l
) a . 二

(b
l
) X . 。

(b
l
) 。. 。

(b
;
) 评

。 ·

(b
,
)〕几

:

+ T ,

(3 一 9 )

式 中

T l二 [ {S 一 (b
l
)}i。

: 一 {Q二 (
a Z ,

) }
: 1 0 0 0 0 0 ] ,

(3
.

2 0 )

回忆 (3
.

4) 式
,

(3
.

19 )式可写成

R : :
(
a : :

) = R i‘:

(b l
) + T l

(3
.

2 1 )

把上式代入 (3
.

15 ) 式后一式
,

得

R Z。:

(6
:

) = E Z。:
R 助

:

(6 ,
) + E z * :

T : + 它2 * 2

再将 (3
.

15 ) 式前一式代入上式
,

并注意到
a , l = a ,

有

R z * :

(b
:
) = E z。:

E i。:
R : ,

(
a
) + E Z。:

(亡i。:

+ T l
) + 它2 。:

(3
.

2 2 )

逐层类推
,

最后可把第P层内表面力学量和第一层外表面力学量通过下式联系起来
:

R内(b )二 n R I :
(
a
) + n (3

.

2 3 )

式 中

n = n E , * ,

(3
.

2 4 )

= E , 孙 [E户
一i , 二 E Z。:

(它i。:

+ T l) + E户
一i ,
与

一 :

‘ P孙 L‘p 一1 , k , 一 :
’ . ’

仁 Z k Z L‘ 1掩:

十 l 一)十 ‘夕

+ 了:
) + ⋯ + (它,

一 l ,
‘

_ :

+ T , _ 1
)〕+ 亡, 与

⋯ E 3壳:

(E Z掩2

(3
.

2 5 )

(3
.

2 3 )式中的R户匆(b) 和 R ll
(哟分别是叠层壳内

、

外表面的力学量
,

R , 1
(a) 称为初始值

.

n 为 (6 x 6) 阶方阵
,

百为 (6 x l) 阶列阵
,

含待定常数 (见 (3
.

2) 式 )
.

当壳 体 内表面仅

受法向荷载时
,

取矩阵方程 (3
.

2 3 )中的第 3
、

4
、

5三行
,

并注意到 a . 。

(
。
) = X . ,

(
。
)二 日

. 。

(a)

== X . 。

(b) = 0 . 。

(b) = o ,

得到

H s:

H s。

H
4 :

H 一

H
。:

H
6。

(3
.

2 6 )

认日门刀
一几一几一几

/
JII、eeee、

一

‘

、t尸eeee/
.

O

耐00
a汀日n以

�

HH11r..
..
l
.

l

一一

、

l
‘

LJ.!
7

aaa
月招”价目鹅

U夕评厂J|I协

于当通过边界条件的满足求出 [万
3
万

‘

万
。

〕r 后
,

由上式可求得 [U . ”

(
a
) 夕. 。

(
a
) 甲 . 。

(
a
)〕

, ,

是初始值R : :
(a) 为已知

.

利用 ( 3
.

3) 式并令j= 1 ,

可求得第一层中第一个薄层的力学量
.
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第一个薄层 内表面力学量求 出后
,

又可视为第二个薄层初始值
,

于是第二个薄层 力 学 量可

求
.

类推下去
,

第一层力学量处处可求
.

同理
,

整个叠层壳可解
.

剩下的问题是利用边界条件求 (3
.

2) 式中的待定常数
,

亦即求 (3
.

2 6) 式中的〔汀
,

IT
.

汀
s

] r .

为此
,

将 (2
.

9 ) 式中的第 l
、

4二式分别代入 (2
.

1 7 )
、

(2
.

15 )式
,

得

E [U . 。

(
r
) ]

, = o ,

艺 (一 1)
, [X . 。

(
r
)〕

, = o (3
.

2 7 )

当考虑边界条件 (2
.

19 ) 时
,

式代入其中
,

得

先由 (2
.

8 ) 式第三行求出
r * , 的表达式

,

再将 (2
.

9 )
、

(2
.

12 )

二 , 一 E {乙19 黔
夕二 (

·

卜寥
U 。 ·

(
·
)〕

。。:

罕
” 口五

C
3
C

s n x Z

ZC : r Z
I

「
, , , , 、 、 . , , , , .

‘

1
.

C
。 _ _ . 、 , 、

、

L
n 厂 二” (r )+ 伴 ;

‘’

(r )J+
一

广
~

厂 古” ‘r )少
“‘n (n 口)

将上式代入 (2
.

19 )式
,

得

E (一 l)“〔半
一

r 。 ·

(
·

卜 子U二 (
·
) ]

, +

各
一

〔·犷“ ‘
·

,

+ W 若
‘,
(
r
)〕

, +

宁[犷杏
‘
(
r
)] , = o (3

.

2 5 )

为 T 写出 (3
.

2 7 ) 和 (3
.

2 5 ) 式 中的X 。 :

(
r
)

,

U . 。

(r )和 夕. ,

(r )的表达式
,

需将第 j层

中任一薄层 k的力学量用初始值表示
.

仿照 (3
.

1 1) 式的推导过程
,

可将第 j层 中第 k个薄层

力学量用第j层外表面力学量表示
:

R , .
(
r ) 二 E , ,

(
r )R , 1 (a , ,

) + 它
, ,

(
r
) (3

.

2 9 )

式 中

E , , (r ) = G , ,

(r 一 a , ,
)G

, , , _ , ⋯ G , z
G , l

(3
.

3 0 )

E , 。

(
r
) = G , ,

(
r 一 a , ,

) (G
, , 。_ ;⋯ G , : C , l + G , , 。 _ ; ⋯G , 。C, :

+ ⋯ + C , , 。 _ ;
)+ C , ,

(
r 一 a , 。

) (3
.

3 1)

G , 。 ~ G , .

(一 d ,
)

,

C , a
二 C , .

(一 d ,
) (; = l , 2 ,

⋯
,

掩一 l ) (5
.

3 2 )

再仿照 (3
.

2 3) 式推导过程
,

可 将第j层 (j> 1)外表面力学量用初始值表示
:

R , ,
(
a , 1

) = n j _ IR l l
(
a
) + 万

, _ , (j> 1) (3
.

3 3 )

式 中

n , 一 1 = E j一 i
,

几
_ I
E j一 2

,

‘, _ 2
⋯E Z壳:

Elk
,

(3
.

34 )

万, _ , = E i一 i
,

; s _ :

[ E s一 2
,

。, _ :

⋯ E z。:

(它1 0 1
+ T I

) + E s一z
,

。, _ :

⋯ E s。:

(〔z。:

+ T Z
) + ⋯ + (亡s

一2
,

。, _ :

+ T , _ 2
)〕+ 亡j

一i
,

、, _ :

(3
.

3 5 )

为了把第 j层中第k 个薄层力学量用初始值表示
,

将 (3
.

33 ) 式代入 (s
.

2 9) 式
,

得到

R l 。(
r
)== 门I。(

r
) R 1 1

(
a
)+ 百, .

(
r
) (j> 1) (3

.

3 6 )

式 中

n , 。
(
r
) = E , ,

(
r
)n

, _ 1 ,

而, ,
(
r
) = E , ,

(
r )万, _ ; + 它

, .
(
r
)

(3
.

3 7 )

当了= l时
,

(3
.

36 )式应由 (3
.

2 9 ) 代替
,

并令j= 1
.

当壳体内部仅受法向荷载作用时
,

取矩阵万程 (3
.

3 6) 中第 1
、

2
、

4三行
,

得
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- - - - - - - - - - - - - - - -

IU二 (
r ) 、 rH ‘,

(
r ) 刀 , 2

(r ) H ‘日

(
r )I f仁二 (

a )、

} 7 二 (
r
) }

一
! 17

2 ‘
(
r
) H

: ,

(
r
) H

, “

(r ) } }了二 (a ) }
{ X , 。

(r ) }
, 。 带

一

刀
‘ , (r ) 刀

、:

(r ) 17
; 。

(r )J , , 甩W
。 。

(a ) ,

(3
.

3 8 )
日曰川得

厅一IT一汀
/才

!
,

!t

+

再把 (3
.

2 6) 式代入 上式
,

健产21、|l
、

�

、,l.....JH
, l

刀
4 1

刀
3 :

H
‘2

刀
3 e

H
4 e

刀
5 I H

。,

刀
。。

。. ,

(b )

0

0

功川店

(3
.

3 9 )

、

、J....产.-Pk,
l , 2 一3 ,

3 -

3 -

找e(以r)r)r)刀HH
一

Tl
一
几
一

几111一汀一H一Hr)r)r)
/百.
J

I
、、

几几H4z犯」(r)(r)(r)一几一H.一几11幻衬厂
l
尹、
wel
毛HH刀一了11

..刁、

一一

‘

、
.

l
les口了(r)(r)(r)很妞m

刀犷X宜厂.,、‘‘.、
、

对于每对。
一 n ,

在 ( 3
.

3 9 ) 式中令
r = a , , 和b , ,

然后把它代入 ( 3
.

2 7 ) 和 ( 3
.

2 5 ) 式
,

便得

至,J关于待定常数A
” , , , B 。 , . 和C 。 , 。

的 3个方程
.

令j一 l , 2 ,
⋯

,
P , k = l , 2 ,

⋯
,

ks ,

总共

得到 3 (k
: + k : + ⋯ + k

,

+ P) 个方程以定解相同数目的待定常数
.

当这些常 数 求出后
,

利用

( 3
.

2 6 ) 式求得初始值
,

则整个叠层壳可解
.

四
、

数值结果与讨论

下面给出的算例是用四倍精度在计算机S I E M E N S / 7 5 7 oC 上计算的
.

数表中的1 1 ,

几和

几分别是第一
、

第二和第三层被分割的薄层数
.

算例 三层闭口悬臂圆柱壳 (图 3 ,
P ~ 3 )

, x = o 一端固支
, x ~ l 一端自由 (图 l)

,

内部

受径向静液压力q作用 (图4 )
,

并且

g = 一夕b ( e o s o一 e o : 切)
,

0< 甲

q = 0 ,

口》甲

, 为液体密度
, 甲 = 2司 3

.

第一和第三层材料相同
,

三层都有如下的弹性常数
:

吕}:
一 。

.

2 0 6 2 6 9 ,

侣{:

C
: :

C 一l

二 0 0 8 3 17 1 5

= 0 5 3 0 17 2 ,

C
o s

乙
1 =

〕‘5““
,

会:
‘5 9 9 “

,

荟:: 2 6 2 9 3 1 ,

,

会
一 0

.

。4 3 1。3

会
一。

.

2 6。8 1。

群彭
一。

C :

{和 C lf’分别表示第一层和第二层材料的C : 1值
.

当C I}’= 侧登= C : 1
时

,

该三层壳蜕化为单

层壳
.

几何参数是

h l = h3
= o 一h

,
h

: = 0
.

sh
, l二 s = 2 兀R 。

R 。

是平均半径
,

S 为中面弧长 (图 4 )
.

将荷载q按 (2
.

的式中a 一

级数形式展开
:

。‘ 艺 艺
a . ,

(b) : i n
州汀X

l
e o s (

n o )
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咬咬咬
盯盯

r . _ 一一

秒 一 下下

夕夕
rrrrrrr 一 丫几几几几

一一一一一
b

——一
h

一一

图 4 静液压力作用下的三层宪

于是有
。。

,

(“卜一而寿璐屯
l) ‘。。·* ·‘n

· , -

一
, ·‘n , ,

(m == 一, 3
,

5 ,

⋯ , n = 2 , 3
,

4
,

⋯

a 。
。

(b) = 一
4 , b

m 兀 2 (s in 切一 切e o s 切) (n = o )

。二。

(。卜
一

黑
(2 , 一 s ‘n Z * ) (一

当。 = o
,

2
,

4
,

⋯时
, 。二 。

(b ) = 0
.

数值结果见表 1、表4 ,

对应的级数项为
。一 0 ,

1, 2, ⋯
, g , fn = 0 ,

1, 2 ,

⋯
,

99
.

在

此情况下各力学量基本收敛
.

从表 l可见
,

若取相应于 1 1 = 1
3
一 4 ,

I
: 二 12 的结果作为本问题

的解
,

误差很小
.

表 2、表 4 中还列出了S A P S给出的有限元解
,

采用的是 16 个节点64 个三维

块体等参元 (对 1 / 2壳 )
.

两种结果对比可见
,

除表 4 中的边界应 力相差很大外
,

其余力学量差

别不大
.

表 4 中相应于 S A P S解得的介
:

在壳体内
、

外表面不为零
,

且在层间不 满 足 连续条

件
,

这些显然是错误的
.

表1 不同分层法时三层愚份壳的应力和挠度
_ _

_
_

⋯
_

竺i些 i于9竺三
口_ _

_ _

⋯
_ ’一
思

一 0
,

C ;:
,

/ CI{
,
{ h/ R 。 万C ;{

,
/ (下b h) a e/ (下b ) 口 ,

/ (下b)

一 5
.

6 1 0 7

一 5
.

6082

一 5
.

6 0 6 2

一 5
.

604 6

一 5
.

6 0 1 1

W e ;{
,
/ (? b人)

65063063361961947474747471
.

2 5 02

1
.

251 3

1
.

2 5拐
全

.

2 5 1 3

1
.

2 5 2 1

51585145朽
OJOJ内j内J内」

2222222222
nUnU
曰
1,曰冉jJ土J主,山

J
土1山一

11一
54445

有限元的弱点之一是边界应力很难算准
,

有时甚至连正 负号都颠倒了
。

这除了有限元本

身因素外
,

还与固支边上两种万法固定的点数不同有关
.

表4 中的 S A P S解在固支边沿
:
方向
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仅 固定5 点
,

而精确解沿
r方向的固定点数远远超过 5个

.

此外
,

表 2 中S A P S解的误差 比 表 3

中大
,

这是因为表 2的结果是用三层壳的程序计算的
,

即令C {{
’= C ;影= C l l ,

表 2 中的壳较薄
,

单元体三个方向尺寸 相差较
,

在这种情况下
,

有限元解的误差也就更大
.

表2 不同. 度时单层 . 胃壳的位移

少
一

h/ R
。

0
.

1

1 1 = 1 5 =

本文

3
.

1 2 = 1 0 1 1 = I : = 3
,

1 2

S A PS 本文
、⋯

_

S A 卫 5 】

“.2

_
⋯_ 1 1 二1 3 = 4

,

1 2 = 1 0

本文 SA PS

侧|一

牙C i, / (下bh) (二= 1/ 2
.

6 = 0 )

r 二二二 a

r = R 。+ h Z
/ 2

r ~ R 。一 hZ / 2

r一 b

妞润2
.

3

幼姻2
.

9

妞朝6
.

7

1 2翻6
.

9

1 1 0 86
.

6

1 1 08 6
.

9

1 1 0 8 8
.

9

1 1 08 9
.

1

2 5 80
.

7

2 5 80
.

9

2 5 8 3
.

3

2 58 3
.

6

2 5 21
.

5 1

2 52 1
.

6 2

2 52 2
.

6 9

2 5 2 2
.

8 9

52 2
.

2 0

52 2
.

2 8

5 2 3
.

7 7

52 4
.

0 9

5 2 4
.

6 4

5 2 4
.

6 7

5 2 5
.

5 5

5 2 5
.

7 8

砰C : i
/ (下bh ) (二= I

,

口= 0)

⋯
伽
一

⋯
r 二二二a

r = R 。+ h :
/2

r = R 。一 h :
/ 2

r = b

2 6684
.

7

2 66 54
.

2

2 6 66 1
.

3

2 66 7 8
.

7

2 3 61 8
.

1

2 36 18
.

9

2 36 2 3
.

6

2 36 2 4
.

2

5 5 3 1
.

0

552 9
.

0

5 5 3 2
.

6

5 5 3 4
.

3

5 4 2 4
.

1 5

542 4
.

4 5

5 4 2 7
.

0 2

5 42 7
.

3 8

1 1 3 9
.

7

1 1 39
.

6

1 1 4 1
.

6

1 142
.

2

1 14 3
.

9 3

1 1科
.

06

1 1 4 5
.

7 3

1 1 4 6
.

0 4

r 二二二口

r = R 。+ h :
/ 2

r ~ R 。一 hZ
/ 2

r = b

一 42 5 2
.

1 8

一 4 2 0 1
.

拼

一 3 80 4
.

8 2

一 3 7弘
.

3 7

U C i i
/ (yb人)

一4 0 3 6
.

0 8

一 3 9 98
.

6 1

一 3 6 9 7
.

4 0

一 3 6 5 9
.

9 0

= 1
.

0= 0)

一 1 00 0
.

9

一 9 8 1
.

7 0

一 8 2 9
.

4 8

一 8 1 0
.

3 0

一 9 8 7
.

9 0

一 9 70
.

2 9

一 8 2 8
.

1 2

一 8 10
.

4 7

一 2 3 1
.

4 1

一 2 2 3
.

6 5

一 1 6 1
.

7 0

一 1 5 3
.

9 3

一 2 3 1
.

0 3

一 2二3
.

4 4

一 1 6 2
.

1 1

一 1 5 4
.

4 9

犷C i :
/ (下bh ) (

x = l
,

6= 二/ 2 )

r 二二二O

r = R 。+ h:
/ 2

r二R 。一 hZ
/ 2

r = b

一2 2 5 2 3
.

7

一 22 5 32
.

6

一2 2 6 03
.

5

一226 1 2
.

5

一 2 2 3 6 0
.

2

一 2 2 3 6 3
.

8

一 2 2 3 9 1
.

8

一2 2 3 9 5
.

3

一 5 2 2 4
.

7

一 5 2 2 6
.

5

一 5 2 3 9
.

7

一 5 2 4 1
.

5

一 5 2 2 8
.

1

一 52 2 9
.

4

一 52 3 9
.

6

一 52 4 1
.

0

一 1 1 08
.

7

一 1 1 0 9
.

1

一 1 1 1 2
.

7

一 1 1 1 3
.

2

一 1 1 1 6
.

1

一 1 1 1 6
.

6

一 1 1 2 0
.

1

一 1 12 0
.

6

裹3 不同厚度时三层 . 臂壳的位移

h/ R
。

0
.

6 1
.

0

I : = I , = 4
.

1 : = 1 1

本文 {
sA p s

1 1 ~ I , 一4

8

1 2 = 1 2 1 1 ~ J 3 = 4
,

I : = 1 2

本文 S A PS
一
本文 {

s人PS

W C互:
,
/ (丫b人) (

二= l/ 2
.

0二 0 )

了一 1
‘“‘

·

2 ‘

⋯
‘0‘

·

‘2 4

{
r = 召

。+ “, / 2 ⋯ 切1
·

2 5 !
工。1

,

42 3 }
r一刀。一 h , / 2 」

1 02
·

15 ⋯
1 0 2

·

0 7 9 }

_
~

炙三空_ _ ⋯一2竺竺卫
一一

冬旦全二拐
“

}

4 5
.

1江2

4 5
.

1 1 9

4 5
.

8 0 9

4 5
.

8 8 2

4 5
.

2 2 72

4 5
.

2 2 39

4 5
.

7 6 0 6

4 5
.

81 5 9

2 2
.

3 4 5

2 2
.

3 4 9

2 2
.

88 8

2 2
.

95 4

22
.

34 2

22
.

33 9

2 2
.

7 75

2 2
.

8 2 8

附C玉圣
,
/ (下b人) (、= z

,

o= o)

r 二二二O

r = R 。+ hZ / 2

r = R 。一 hZ

/ 2

r二 b

2 2 1
.

1 3

2 2 1
.

16

2 2 2
.

1 1

22 2
.

2 4

2 2 1
.

3 6 6

2 2 1
.

3 9 8

2 2 2
.

3 5 8

2 2 2
.

4 3 0

9 7
.

6 4 4

9 7
.

6 62

9 8
.

3 7 6

9 8
.

4 8 0

9 7
.

78 8 7

9 7
.

8 0 7 0

9 8
.

5 3 5 9

9 8
.

导9 9 0

4 7
.

6 1 9

4 7
.

6 3 1

4 8
.

1 9 0

4 8
.

2 7 7

4 7
.

5 4 5

4 7 5 5 6

4 8 1 2 0

4 8
.

1 75
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续表 3

h/ 凡 0
.

6 0
.

8 1
.

0

1 1 = 1 3 = 4
,

1 2 = 1 1 1 1 = 1 3 = 4
,

I := 1 2 1 1 = 1 3 = 4
.

1 : 二 1 2

本文 S A P S 木文
{

S A P S 本文 S A P S

U C ;圣
, / (, b人) (二 = I 0 = 0 )

r 二二二a

r = R o + h Z
/ 2

r = R 。一h Z
/ 2

r = b

一 4 8
.

6 1 7

一 4 6
.

3 9 8

一 2 8
.

8 3 8

一 2 6
.

65 7

一 4 8
.

4 85

一 4 6
.

3 00

一 2 8
.

7 1 6

一 2 6
.

5 3 6

一 2 2
.

7 8 1

一 2 1
.

5 0 1

一 1 1
.

4 9 3

一 1 0
.

2 5 2

一 2 2
.

7 3 5

一 2 1
.

4 7 0

一 1 1
.

4 1 1

一 1 0
.

1 57

一 1 1
.

6 0 0

一 1 0
.

84 0

一 4
.

9 9 82

一 4
.

2 71 2

一 1 1
.

5 4 7

一 1 0
.

7 9 8

一 4
.

9 2 84

一 4
.

1 903

V C {}
)
/ (? bh ) (

: 一 l
,

0一二 / 2 )

r 二二 a

r = R 。+ hZ / 2

r ~ R 。一 h :
/ 2

r = b

一 2 1 6
.

6 1

一 2 1 6
.

7 3

一 2 1 7
.

7 5

一 2 1 7
.

9 2

一2 1 6
.

9 9

一 2 1 7
.

1 1

一2 1 8
.

1 2

一 2 1 8
.

3 0

{ 一 9 5
.

7 2 0

.
一 9 5

.

7兮O

一 9 6
.

5弓3

.

一 9 6
.

6 70

一 9 5
.

9 05

一 9 5
.

9 7 7

一 9 6
.

7 1 4

一 9 6
.

8 3 1

} 一 4 6
.

6 5 4

{ 一 4 6
.

6 9 9

一 4 4
.

3 3 4

, 一 4 7
.

4 2 0

一 4 6
.

5 9 9

一 4 6
.

64 5

一 4 7
.

2 4 5

一 4 7
.

3 2 8

表4 不同厚度时三层 . 份壳的应力

h / R
。

0
.

6 0
.

8

一 {一—

—
1 1 = 1 3 = 4

.

1 : = 1 1 I : 二 1 3 = 4
,

1 2 = 1 2 1 1 = J s= 4
,

I : 二 1 2

本文 SA P S 本文 SA P S 本文 SA PS

口e/ (下b ) (劣= I/ 2
,

B~ 0 )

外层外表面

外层内表面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面

3
.

8 2 5 1

3
.

744 1

0
.

7 1 8 7

0
.

9 6 6 2

5
.

6 3 9 0

5
.

5 3 6 1

4
.

4 02 0

4
.

4 07 0

0
.

84 3 0

1
.

1 7 00

6
.

14 5 0

6
.

1 7 8 0

2
.

0 9 2 5

2
.

06 5 5

0
.

3 9 2 0

0
.

6 9 5 6

4
.

1 89 5

4
.

2 3 0 3

2
.

4 34 0

2
.

4 5 5 0

0
.

46 2 0

0
.

83 70

4
.

3 95 0

4
.

5 800

1
.

2 5 1 3

1
.

2 3 8 7

0
.

2 3 2 7

0
.

505 4

3
.

1 46 0

3
.

2 6 9 6

1
.

4 7 2 0

1
.

4 920

0
.

2 7 5 0

0
.

606 0

3
.

17 5 0

3
.

46 9 0

a e/ (yb ) (x 一1
.

0= O)

外层外表面

外层内表面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面

4
.

2 8 4 6

4
.

2 3 1 6

0
.

84 63

1
.

09 29

5
.

4 6 4 6

5
.

53 2 8

4
.

74 2 0

4
.

6 6 5 0

0
.

88 3 0

1
.

0 7 5 0

5
.

7 1 6 0

5
.

6 2 9 0

2
.

3 4 1 3

2
.

3 3 2 7

0
.

4 665

0
.

74 2 9

3
.

7 1 4 3

3
.

9 1 6 0

2
.

6 1 90

2
.

5 7 4 0

0
.

4 7 74

0
,

7 32 8

3
.

9 1 7 0

3
.

9 9 8 0

1
.

4 0 1 4

1
.

4 026

0
.

2 805

0
.

5 14 9

2
.

5 7 4 7

2
.

85 9 1

}
,

·

5 0 0 0
’

1
.

5 4 5 0

0
.

2 81 2

0
.

5 084

2
.

7 2 90

2
.

924 0

口
,

/ (, b ) (x = l/ 2
,

0= 0)

外层外表面

外层内表 面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面

一 1 3
.

389

一 1 3
.

4 08

一 2
.

7 034

一 1
.

806 3

一 8
.

4 4 7 4

一 8
.

4 8 8 7

二石
.

硫石
一

下二东函云
一 1 2

.

7 5 0 { 一 8
.

5 9 3 9

一 2
.

5 9 7 0 { 一 1
.

7 3 4 0
}

一 1
.

6 9 3 0 1 一 0
.

8 6 2 6

一 5
.

1 0 4 0 一一 3
.

7 9 8 3

一 7
.

9 2 6 0 一 一 3
.

7 6 6 0

一 8
.

3 140

一 8
.

17 00

一 1
.

6 7 0 0

一 0
.

80 20

一 3
.

7 5 5 0

一 3
.

5 9 8 0

一 5
.

‘046

一 5
.

5 6 0 8

一 1
.

12 3 1

一 0
.

37 9 1

一 1
.

刹81

一 1
.

4 0 3 9

一 5
.

37 路
一 5

.

2 6 7 0

一 1
.

0 8 1 0

一 0
.

3 3 80

一 1
.

5 1 4 0

一 1
.

3 7 9 0

下
‘

!;
!

⋯
一
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续表 4

h/ R
。 0

.

6 0
.

8 1
.

0

— {一一
/ i = / 3 = 4

,

/ , = 1 1 1 1 ~ 几= 4
,

八 ~ 妞 八一几 = 4
,

了: = 妞

本文 S A F S 本文 二座三二上
_

_

垂 SA PS

a 二

/ (下b) (劣= 0
,

8= 0 )

外层外表面

外层内表面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面

一 1 7 0
.

9 0

一 1 4
.

644

一 2
.

92 87

一 1 3
.

7 1 7

一 68
.

58 7

7 7
.

4 1 7

一 7 2
.

22 0

一 6 0
.

8 50

一 1 2
.

1 7 0

一 4
.

6 8 30

一 23
.

4 1 0

一 1 2
.

050

一 9 6
,

7 9 1

一 9
.

3 1 6 9

一 1
.

86 3 4

一 8
.

8 2 0 9

一 44
.

1 05

49
.

5 5 0

一 翻
.

6 5 0

一 3 5
.

肠 O

一 7
.

1 12 0

一 2
.

8 3 7 0

一 1 4
.

1 80

一 5
.

12 1 0

一 5 6
.

03 6

一 5
.

86 4 2

一 1
.

1 7 2 8

一 5
.

9 7 1 3

一 2 9
.

85 6

3 4
.

02 3

一 2 8
.

3 4 0

一 2 1
.

2 5 0

一 4
.

24 9 0

一 1
.

88 5 0

一 9
.

4 2 60

一 2
.

3 1 4 0

外层外表面

外层内表面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面

0
.

0000

3
.

2 8 7 2

3
.

2 8 72

3
.

71 32

3
.

7 1 3 2

0
.

000 0

;
/ (? b )

)
1 2

·

83 0

1 1 2
.

6 1 0

{ 2
.

523 0

⋯
2

·

‘6‘。

一 1 2
.

33 0

1 2
.

33 0

(劣= 0
,

0 = 0)

! 0
.

0000

,
1

.

9 3 3 1

} 1
.

9 3 31

1 2
.

6 1 61

! 2
.

6 1 61

{ 0
.

0000

7
.

9 9 9 0

7
.

8 23 0

1
.

5 65 0

1
.

5 93 0

7
.

9 66 0

8
.

001 0

0
.

0000

1
.

2 06 7

1
.

2 06 7

1
.

95 1 8

1
.

95 1 8

0
.

00 0 0

5
.

1 2 3 0

4
.

9 8 80

0
.

9 9 7 6

1
.

0 7 5 0

5
.

3 7 60

5
.

4 4 00

[ 1 ] 范家让
、

(1 9 9 2 )
,

范家让
、

范家让
、

2 1一 3 3
.
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