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摘 要

本文给出一个新型的K K M定理
,

并用它得到拓扑型截口定理
.

在第四节至第五节应用此截

口定理给出T B r o , d e r- H a r tm a ”一S t a m p a e eh ia变分不等式‘3 , .

隐变分不等式 ts , ,

抽象形式变

分不等式119 1的解的存在性定理
,

和一个集值映射的不动点定理
.

其结果不仅包含了 B ro w d e r

〔3〕中

的主要结果为特例
,

而且
,

改进和发展了引文〔1、19 』中的相应结果
.

关. 祠 截口定理 K K M定理 变分不等式

一
、

引言及预备知识

自1 98 8年B ar dar ot ”引入 H 一空间概念
,

对 K K M 定理作进一步推广以来
,

许多数学工

作者在H 一空间框架下对K K M定理和截口定理作了多种推广和应 用
.

(见〔2
, 6 , 7”

本文 目的是引入W
一空间概念

,

建立新型的 K K M 定理和截口定理
,

并应 用于 变分不等

式和不动点问题
,

得出三类变分不等式解的存在性定理和一个集值映射的不动点定理
.

其结

果不仅将B r o w d er 〔5〕中的主要结果作为特例包含其中
,

而且改进和发展了 [l 、 1 9〕中的相应

结果
.

为叙述方便
,

我们先引入下面的记号和概念
.

以下所涉及到的拓 扑 空 间 X
,

Y 均设为

H a u 召d o r ff的
.

定义 1
.

1 设X 为一拓扑空间
,

{C
,

}为X 的一个连通子集族
,

用X 中一切有限子集编号
.

且满足
:
对x 的每一有限子集A

,

有A c C , .

则称 (x
,

{c
,

均为W
一空间

.

注 H a us d o r ff拓扑线性空间
、

凸空间
、

可缩空间
、

连通空间均为W ~ 空间的特例
.

对于 H 一空间 (X
,

{r 对 )
,

当A c 厂月对每个有限子集A c X 成立时
,

H 一空间(X
,

{厂对 )也是W 一空间
.

定义 1
.

2 设尸
:

X , 2r
:

(X
,

{C
,

}) 为W
一空间

.

称尸为W
一K K M 映象

,

如果V x l ,

从〔

X
,

恒有F (C {二
: , 二 :

})c
2

U F (x
‘
)

.

称X 的子集D 关于 C是W
一凸的

,

如果对任一有限子集A c=

C
,

恒有C , c 刀
.

特别
,

当C = 刀时
,

称D 是W
一凸的

.

称 F 是广义 W
一K K M 映 象 (G W

-

K K M 映象)
,

如果存在
s〔留 肠

(X
,

犷)
,

使
s 一 ’F

,

X ” Z X 为W
一K K M映象

.

其中

舍 (X
,
Y )一 { : : X , Y

: s
连续 }

铃
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留气X
,
Y ) = { : 〔留 (X

,
Y ) : : 一 ‘

将连通集Y变为连通集X 卜

二
、

拓扑型K KM定理

定理 2
.

1 设 (X
,

{C ,
}) 是一W

一空间
,
F

:

X ” Z r
为W

一K K M映射
.

如果

( i ) V x 〔X
,

F (x )是非空开 (闭 ) 的 ;

(”) 对任一有限子集A C X
, :

见F (劝是连通的 ,

(ii i) F
一 ’
(功为开集

,

V , 〔Y
,

则

( l) 集族 {F (x)
: x 任X }具有限交性质 ,

(“) 若 V X 〔X
,
F (劝闭

,

且 ““
。

‘X 使F (x
。

)紧
,

则
二

几F (x )‘武

证 先证结论 (1)
.

用归纳法证明
.

由条件 (i) 知
,

V x 〔X
,
F (x) 铸必

.

现设集族{F (x)
: x 〔X }中任意

n > 1 个元之交非空
,

下证王F (x)
: x 〔X }中任意

” + l个元之交也非空
.

设相反
,

则存在 {x
, ,
⋯

, x 。 ,

心
, : }C= x

,

使

. + 1

0 尸 (从)二功
‘一 1

翻 + 1

令H = n F (二
.
)

.

则 由归纳假设和条件(11) 知H n 尸 (x
‘
)‘= 1 , 2为非空连通集

,

而且
‘. 3

(H 门F (x
;
))门(H 自F (x

:
)) == 功 (2

.

x)

又F 为W
一K K M映射知

F (C {, , , x :
})c= F (x

l
) U F (x

Z

)

于是有

(H n F (C {x
: , x Z

})c= (H 门F (x
,
)) U (H 门F (x

:
))

令

E ; = {x〔C {、
: , 二 :

} :
H 门F (x )c= H 门F (x

l
)}

E
Z
= {x 〔C王二

: , 二 2
} :
H 门F (x ) c= H 门F (x

:
) }

因% l〔E I ,

友〔E
Z

故
,

E l ,

E Z
非空

.

由 (2
.

1) 和条件 (i) 可得

C {x ,
,

x Z

} = E , U E
Z

因C 招
1

,
二 2 }连通且 E ; n E

Z
= 功知

,
E I ,

E
Z

中必有一不是 c 林
, , 二 2

}中闭集
,

不妨设 E : 不闭
,

取 x 。
〔

(风\E
Z

)门E 」
存在网{x

。

}
。。 ,

c= E
Z ,

使 x
。

” x 。
.

因 x 。
〔E ; ,

故

H 门F (
x 。

) c= H 自F (x
l)

又因xa 〔E
Z ,

故

H 门F (x
a

)仁H 自F (x
:

)
,

V a 〔I (2
.

2 )

注意到归纳假设知H n F (x
。

)铸功
,

取 刀。〔万 n F (x
。

)有 夕。〔H n F (x
l)

.

由 (2
.

1) 知 , 。班H 自

F (x
:

)
,

故刀
。

诺F (
、 2

)由 (2
.

2 )知
,

对一切
a 〔I

, , 。

磋F (x
a

)
,

即

{x
。

}
。 : ,
二X \F

一 ‘

(夕
。

)

而 x
。

、 x 。,
F

一 ’

(夕
。

)开知
, x 。

〔X \F
一 ’

(, 。

)
,

即刀
。

磋F (x
。

)
.

这与 夕。〔H n F (x
。

)相矛盾
.

由此

矛盾知 {F (x)
: x 〔X }具有有限交性质

.

现证结论 (2 )
:
若 V x 任X

,
F (x) 闭

,

且 日x 。

〔X 使F (
、。
)紧

,

则 笼F (x) n F (x
。

)
: 火任X }是
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F (x0 )中的闭集族且具有限交性质
,

故 {F (x) O F (x
。

)
: x 〔X }有非空交

,

从而
二

几F (x )一
:

几(F (“) n F (x
。

))笋功

定理证毕
.

推论 2
.

1 设 (X
,

笼C , })是一W
一空间

,
Y是一拓扑空间

,
F : X , 2r 是具 有 非 空 开值的

G W
一K K M映射

,

且满足

( i ) F
一 ’
(, )为开集

,

V , 〔Y ,

(11 ) 丫{戈1 ,

⋯
, x ”

}c= X
,

则笼F (x)
: x 〔X }具有限交性质

.

n F (大
‘
)连通

.

证 因F : X , 2r 是 G W
一K K M 映 象

,

所 以
,
〕正 兮气X

,
Y )

,

使
s 一 ‘F : X 、 2x 为W

-

K K M映射
,

又F具有开值知
: 一 ’F 具有开值

.

再由F
一 ’
(功开

,

V 夕〔Y知
,

V z 〔X
,

(
; 一 ‘

F )
一 ’

(z )

二 F
一 ‘

(
:
(司 )开

.

又由条件 (ii )和
s〔了 ,( X

,
犷)知

, : 一 ‘
F 满足定理 2

.

1的条件(ii )
.

于是 由定

理 2
.

1知通f
’
F (x)

: x 任X }具有限交性质
,

从而笼F (x)
: x 〔X }具有限交性质

.

注 定理2
.

1和推论2
.

1是两个新型的拓扑型 K K M 定理
,

它不涉及任何线性结构
,

巧妙地用连通性代

替凸性和可缩性
,

将不同形式的K K M定理 【l,, ,., 们 ,

推广到W ~ 空间
.

三
、

拓扑型截口定理

本节利用定理2
.

1给出拓扑型的截口定理和它的等价形式
.

它们是 K y F a n 【“ , ,

shi h -

T a n [ ’‘] , t ‘6 1 ,

F a n [ . , ,

B a r d a r o 一Ce P p ite lli [
“〕,

P a r k 〔‘“] ,
L a s s o n d e [ ‘“] ,

T a k a h a sh i[
‘“] ,

K o 一T a n 「‘” ,

价
o w d e r 〔6 , ,

K Fa
n 〔’。’,

T a n 〔‘7 , ,

Y e n 【‘8 ,
工作的相应结果的改进和发展

.

定理 3
.

1 设 (X
,

{C , })是一W
一空间

,
Y 为一拓扑空 间

,

刀
,

E c= X x Y 是 二非空集合
.

若

( i ) F : X , Z r ,
F (x ) = {, 〔Y :

(x
, , )班D }不是G W

一 K K M 映象
;

(ii ) V 夕任Y
,

集合 {x 〔X
:

(x
,

功 〔E }关于集合笼x 〔X
:

(x
,

川 〔D }是W
一凸的

.

则

V s〔了 朴
(X

,
y )

,
〕x 。

〔X
, z 。〔s

一 ‘
F (x

。

)
,

使得 (x
。 , s

(
z 。

))〔E
.

证 由条件 (i)知
,

V s〔犷 价
(X

,

Y )
, s 一 ‘

F
:

X , Z X不是W
一K K M 映象

.

因 此
,
日 {x l ,

x : }C= X
,

使
S 一 ’F (‘

二 ! , 二 :
,)伏只

: S 一 ‘
F (x

‘

)
,

从瓦 “ z 。〔S 一 ’
F (C ‘

二 ! , X Z
, ) 使

z 。

诺S 一 ’
F (x

‘

)
, ‘-

笼
, 2 ,

于是
s
(
z 。

)任F (C {二
: , 二 2

})
. 5 (z

。

)诺F (x
‘

)
, i = l , 2 ,

故 〕x 。
〔C 笼二

:
,

二 2
}

,

使
s (z

。

)〔F (x
。

)即
二0

〔s 一 ‘F (x
。

)且 (x
。, s

(
z 。

))〔D
, f= l , 2 ,

即 z 。
〔s 一 ’

F (x
。

)
,

{ x , , x :

}c= { x〔X
:

(
x , :

(
: 。))‘D }

.

又由

条件 (11)知
,
C { x :

,

二 :
}C= {x 〔X

,

(x
, S
(
2 。) )〔E }

,

于是
,

(x
。 , s

(
z 。))〔E

.

定理 3
.

2 设 (X
,

{C , })是一 紧 W
一空 间

,
Y是一个拓扑空 间

,
D c X x Y

.

F
:

X , Zr,

F (x ) == { , 〔Y :
(x

, 夕)诺D }是一具有非空值的G W
一K K M 映象

.

如果

( i ) {, 〔Y :
(x

, g )〔D }紧开
,

V x 〔X ;

(ii ) 对任意有限子集A 仁 X
,

n 笼刀〔y
:

(x
,

功 诺D }连通 ;

. 〔滩

(111) F
一 ‘

(夕)为开集
,

V 夕〔Y
.

则存在 , 。

〔Y
,

使集合{x 〔X :
(x

,

, 。

)〔D } = 功
.

证 由F 是 G W
一K K M 映象和具非空值知

,
日s〔留 肠 (X

,

Y )
,

使 f
‘
F : X , 2x 为 具非空

值的 W
一K K M 映象

.

又由条件(i )知
; 一 ‘

尸 (x) 为闭集
,

V x 任X
,

又由条件(i i) 知
,

对任一有
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限子集月C X,
二

马f
‘

F( x) 一 f
’ 二

几F( 劝连通
·

由 条 件 (‘’i) 知
,

V z ‘X
,

(s
一

甲 )
一 ‘
(z )=

尸
一 ‘

(
:
(z) )为X 中开集

.

从而
,

由定理 2
.

1知
,

.

几
‘一 ’

F(
‘ )咧

即 〕x 。
〔X

,

使x 。〔s 一 ’F (x )
,

V x 〔X
,

从而
,

V x 〔X
.

即 {x 〔X :
(尤

, g 。)〔D 卜二诱
.

和定理 3
.

2类似可证

定理3
.

3 设(X
, 、C

,

为是一紧W
一空 间

,

F (x ) = {夕〔犷 :
(x

, , )诺D }

是一具非空值的G W
一K K M映象

.

如果

俏i ) { , 〔Y :
(x 刃)〔D }紧闭

,

V x 〔X ,

(ii ) 对X 的任一有限子集姓c X
,

门

夕。== B (劣
。

)〔F (x )
,

V 泛X
.

故 (二
,

, 。
) 班D

-

Y是一个拓扑空间
,

D c= X x y
.

F :
X ‘2r

{ , 〔Y :
(戈

, y )班D }连通 ,

(111)

则 日功〔Y
,

F
一 ‘
(夕)为开集

,

V , 〔犷
.

使

, 。

任 n {g 任Y :
(大

, g )班D }
* CX

定理 3
.

4 设 (X
,

{c
,

})是一W
一空间

,

犷是一拓扑空间
, G ,

H
:
X , 2r 是两集值映射

.

如

果

( i ) F
:

X , Z r ,
F (x ) == Y\G (x )

,

不是 G W
一K K M映射 ,

(11 ) V , 〔犷
,

H
一 ‘

(夕)关于 G
一 ‘

(夕)是W
一凸的

.

则 V s〔兮 .
(X

,

犷)
,
刁x 。

〔X
, z 。

〔s一 ’

·

F (x
。

)
,

使
;
(
z 。

)〔H (x
。

)
.

即s
(
: 。

)〔F (x
。

) 门H (%
。

)
.

证 令D = { (x
, , )〔X x y : , 〔G (x ) }

,

E = { (x
, , )〔X x Y : , 〔H (x ) }则F (x ) = 犷\G (x ) =

佃〔y: y 磋G (x) } = {夕〔Y: (x
,

功 诺D 卜
,

从而可知
,
F 恰为定理 3

.

1中的F
.

又容易 验 证 定理

3
.

1中的条件全部满足
,

于是
,

由定理 3
.

1知
,

V s〔留州X
,

Y )
,

3 x0 〔X
,
z0 〔; 一 ’F (x0 )使得

(x
。 , s

(
z 。

))〔E 即 s
(
z 。

)〔H (x
。

)
.

注 定理 3
.

1和定理 3
.

4实际上是等价的
.

定理 3
.

5 设 (X
,

{C
,

}) 是一紧W
一

空 间
,
Y 是一拓 扑空间

,
G

:

X , 2r 为集 值 映 射
,

使

G (x) 手 犷
,

V x 〔X
.

若还满足
:

( i ) F (x )二 Y\G (二)是一 G W
一K K M 映射

,

(ii ) G (x) 紧开
,

丫 x 〔X ;

(111) V { x l ,

⋯
, x

,

}C= X
,

(iv ) G
一 ’

(夕)闭
,

V 夕〔Y
.

则 3 玩〔y
,

使G
一 ‘
(y0 ) = 功

.

n F (x
,

)连通
;

证 令D 一 { (x
,

功 〔X x Y 心〔G (劝 }
,

则易验证 F
:

X ” 2r 满足定理 3
.

2的全部 条件
.

于

是
,

结论由定理 3
.

2推 出
.

注 定理 3
.

2和定理 3
.

5是等价的
.

四
、

截 口定理对变分不等式的应用

定理4
.

1 设 (X
,

诬C
‘
}) 是一紧W

一
空间

, Y 是 一拓 扑空 间
,

正R
,

妇 X x y” R
,

使
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勿〔犷
:

功(x
,

功 < 朴笋功
,

V x 〔X
.

若还满足

( i ) 劝(x
,

·

)连续
,

V x 〔X ,

(11 ) V { x , , ”
‘

, x ·

}C= X
, ‘

口
: {”〔犷

’

叻(x
‘, g )<

r }连通
,

(iii ) 州
·

,

功 上半连续
,

V , 〔Y ;

(iv ) V y 〔Y
,

集 {x 〔X
:

叻(x
,

功 > r }是W
一凸的

.

则变分不等式

功(x
, 夕)《

r ,

V x 〔X (4
.

1)

在Y中有解
.

证 令 M = { (x
,

g 、〔X x Y冲 (x
, , )>

r }

F (x 、= {g 〔Y
:

(x
, 夕)堪M 卜

则F (x) 一 {r, 〔Y
:

劝(x
,

功 < r卜
,

于是 F
:

X ‘ 2r 具有非空值
.

由条件 (i) 知笼, 〔Y
:

(x
,

川 ‘M }二

{v〔Y 呻 (x
, , )>

r }闭
.

由条件(11)知
,

定理 3
.

3的条件 (11 )满足
.

又由条 件 (111) 知
,
F

一 ‘

(夕)

= 笼x 〔X : , 〔F (x) } = {x 〔X
:

功(x
,

川 < : }为开集
.

若F
:

X , 2r 不是 G W
一K K M 映象

.

由条件 (iv )知
:

集 {x 〔X
: (x

,

功〔M }= {x 〔X
:

劝(x
,

川 >
r }是W

一凸的
,

于是
,

由定理 3
.

1知
,

V s‘孑 ’(X
,

y )
,

〕从〔X
,

戳〔s 一 ’
F (二

。

)
,

使 (从
,

s
(
z 。

))〔M
,

即劝(x
。 , ;

(
z 。

))> 介 另外
,

由 : 。‘s一 ‘F (二
〔.

)
,

又有
s (二

。

)‘F (、
:

)
,

即功(x
。 , s

(
: 。

))<
r
矛盾

.

由此矛盾知 F :
X , 2r 为G W

一K K M 映象
.

从而
,

由定理 3
.

3知
,
日从〔Y

,

使

g 。

〔 门 {g 〔y :
(x

, 夕) 诺M }= 门 {夕〔y
:

功(x
,

”)< r }

奥
二{夕〔Y

:

劝(x
, 夕)(

r }

故叻(x
,

功)《
r ,

V x 〔X
.

即变分不等式 (4
.

1) 在Y 中有解 , 。 .

注 当X = Y二 K 为局部凸空间E 中的紧凸集时
,

我们可以说明B r o w d o r

〔们中主要结果—
B ro , de

r-

H a r t m an
一S ta m Pc ch ia 变分不等式解的存在性定理为定理4

.

1的特例
.

推论4
.

1 (B r o w d e r[
‘,
) 设E 是一局部己拓扑然性空闰

,

K 〔 E 是 一 紧 凸 集
,
T : K ,

E 朴是一连续映象
,

则 日万
。

〔K
,

满足变分不等式

<T 刀
, x 一 刀>> o ,

V x ‘K (4
.

2 )

证 取X = Y = K
,

叭 x ,

功 二 <T x 刀 一 x >
.

丫x 刀〔K
.

于是
,

对 r ”

二 l/ n > 〕
.

沪满 足定

理 4
.

1的全部条件
,

从而
,

由定理 4
.

1知
,

刁如〔K
,

使

(T x , 刀。一 尤)《 1 / n
,

V x 〔K (4
.

3 )

又因K 紧
,

可不妨设如 , y0
,

于是
,

由 (4
.

3 )得

< T x , y 。一 x >《o ,

V x 〔K (4
.

4 )

又丫x 〔K
,

由K 凸知 t x + (l一 t )y
。
= g 。

+ t (x 一 刀
。

)〔K
,

丫t〔(0
.

1〕
.

从而
,

由 (4
.

4 )得

<T (夕
。
+ t (x 一 梦

。

))
, x 一 夕。

>> 。 丫t〔(o
,

1〕

于是
,

由T 的连续性
,

在上式 中令才, 。+

得

(T 夕
。 , x 一 夕。) > O ,

V x 〔K

即y 。

为变分不等式 (4
.

2 )的解
.

下面我们来说明
,

定理 4
‘

1 还包含了一类 隐变分不等式解的存在性定理
.

为此
,

我们先

引入

定义 4
.

1 设 (X
,

{C
,

})和 (犷
,

{C
。

})是二W
一空 间

,

衬X x Y 的 任一有限子集D 二 { (x l ,

夕,
)

,
⋯

,

(‘
, , 夕,

)}
,

有A = {x , ,
⋯

, , ,

}C= X
,
B = {夕: , , 二 , 刀.

}c= y
,

令C 。 = C‘ x C , .

它为 X x
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犷中的含D 〔C ,
的连通子集

,

则 (X x y
,

{C ,
”为一 W

一空间
,

将 它 称 为 (X
,

{C ,
”与 (Y

,

笼C , })的乘积W
一空间

.

推论4
.

2 设 (X
,

{C , })是一紧W
一空间

,

Y是一拓扑空间
,

户X x X x Y今R
, r〔R

,

使

{g 〔Y
:

f (x
, z , , )(

r }价功
,

V (戈
, z
)〔X x X

.

若

( i ) f伙
, : ,

·

)连续
,

V (x
, z )〔X x X ,

(’‘) V {(x
, , z ,

)
,

一 (x 一
z ·

)}C X “ X
,

月J
”‘犷 ,

f(X
‘, , ‘, “)< r }连通 ,

(111) f (戈
, z , 夕)关于 (x

, :
)〔X x X 上半连续 ,

(iv ) {(x
, z
)〔X x X :

f (x
, z , y)扮}是W

一凸的
.

则变分不等式

f(x
, 二 , 夕)《

r ,

V x , z 〔X (4
.

5 )

在Y 中有解
.

特别当犷 = X 时
,

隐变分不等式

f(x
,
g

, , )《
r ,

V x 〔X (4
.

6 )

在 X 中有解
.

证 设 (X 又 X
,

{C , })为 (X 召C ,
})与 (X

,

{C , })的 乘 积 W
一空间

,

则结论由定理 4 一得

出
.

注 推论4
.

2改进和发展了F a n 〔8」中的相应结果
,

给出了一类隐变分不等式解的存在性定理
.

定理 4
.

2 设 (X
,

{C , })是一紧W
一空间

,

介X , 左(左= (一 co
,

+ co 〕)
,

f葬 + co
,

卿 X x

X , R 使切 (x
,

x) < o ,

V x 〔X
.

如果

f (, ) + 切(x
, , )关于夕连续

,

V x 〔X ;

j (x) 一 切(x
, , )关于义下半连续

,

V , 〔X ;

V {x l ,
⋯

, x ”

}仁 X
, 门 切‘y

:

f勿) + 切 (x
‘, , )< f (x

‘
)卜连通

,

111111

(iv ) V y〔X
,

{x 任X :
f (y ) + 切(x

, 刀)》f (x ) }是W
一凸的

.

则抽象变分不等式

f (, ) + 切(x
, 夕)《 f (x )

,

V x ‘X (4
.

7 )

在X 中有解
.

证 若不然
.

V 夕〔X
,
〕x0 〔X

,

使

f(, ) + 切 (x
。 , 梦)> f(x

。

)

则 {x 〔X
,

f(刀) + 切(x
, , )《f (x ) }手X

,

V 夕〔X (4
.

8 )

作F : X
·

, Z X ,

使F (x ) = {万〔X
:

f(夕) + 切(x
, 夕)( f (x )}

,

M = { (x
, , )〔X x X :

f(万)+ 切(x
, 夕)

> f (x) }
,

则由切(x
,

x) < 0 ,

V x 〔X
,

和条件 (i) 知 F 具有非空开值
.

又由条件 (ii) 知

F
一 ‘

(y ) = {x 〔X
: 夕〔F (x ) } = {x CX

:

f(夕) + 切(x
, g )< f (

x
)}

= {x〔X :
f (x )一 甲(x

, g )) f (v) }

为开集
.

再由条件 (11 1) 知
,

推论2
。

1的条件 (ii )满足
.

若F 不是G W
一K K M映象

,

则由条件 (iv) 知定理 3
.

1 的条件全满足
.

于是
,

由定理 3
.

1

知
,

V : ‘字 ‘(X
,

X )
,

日x 。
〔X

, 二 。
〔s

一 ‘
F (x

。

)
,

使 (%
。 , s

(
二 。

))〔M
.

即

f(s (
‘。
)) + 切(x

。, S
(z

。

))》f(x
。

) (4
.

9 )



拓扑型截口定理及应用

另一方面
, s

(
2 0

)〔F (x
。

)
,

又有

f (
;
(
z 。

)) + 切 (x
。 , ;

(
z 。

))< f(x
。

)

这和 (4
.

9 )矛盾
.

由此矛盾知
,
F

:

X , 2x 是 G W
一K K M 映象

.

从而
,

推论2
.

1的条件全满足
.

于是
,

由推论 2
.

1知
,

{F (x)
: x 〔X }具有有限交性质

.

而X 紧知
,

n 下飞可子 功
,

即
留〔 X

门 {g 〔X
:

f (夕)+ 切(x
, 夕)《f(x ) }铸价

从而
,
日夕

。
〔X

,

使f (g
。

) + 切(x
, 夕。)《f (x )

,

V x 〔X
,

即 {x 〔X
:

f 勿
。

) + 切 (x
,

,
。

)《f (
x ) }=

X
.

这和 (4
.

5) 矛盾
.

由此矛盾知
,

结论得证
.

注 只要令帆 ,
, 二 )= 一侧 x ,

妇即可知定理 4
,

2实际上已将著名的K y Fa 。极大极小原理从 H a us d or ff

拓扑线性空间推广到了W ~ 空间
.

给出了W 一空间上一类抽象变分不等式解的存在性定理
.

推论 4
.

3 设 E 是一H a u s d o rf f拓扑线性空 间X c E 为紧凸集
,

户 X , (一 co
,
+ co 」

,

f葬

+ oo
,

归X x X ‘R
,

州x ,

x) > 0 ,

V x 任X
.

再设

( i ) f (, )一势(g
, x )关于万是连续拟凸的 ;

(ii ) f (x) + 砂勿
,

x) 关于 x 是下半连续拟 凸的
.

则抽象变分不等式

叻(夕
, x )> f (g )一 f (x )

,

V x 〔X (4
.

1 0 )

在X 中有解
.

证 对任一有限子集A 〔 X
,

令C
,
一 c o A

.

则 (X
,

{C , })是一紧W
一空间

,

再 令 笋 (x
,

川

= 一势(, , x )
,

则结论可 用定理 4
.

2得出
.

证毕
。

注 所谓夕(x J )
:

X x X , R
,

g (劣沼 )关于变量 封是拟凸的
.

指 的 是 v r (R
.

佃 (Y 叨(另 山 )《
r
}是凸

集
,

V 戏X
.

试 二 ,

川关于x 拟凸定义类似
.

五
、

截 口定理对不动点问题的应用

下面我们给出截 口定理对不动点问题的应 用
.

定理5
.

1 设 (X
,

{C , })为一紧W
一空间

,

F
:

X , 2x 为具有非空闭值的集 值 映 射
,

满足

( i )

(11 )

(111)

V {X ; ,
⋯

, x 。

}c= X
,

F
一 ’

(夕)开
,

V g 〔Y ,

门 F (x
‘

)连通
;

‘= 1

V g 〔X
,

X \F
一 ‘

(功是W
一
凸的

.

则F 在X 中有不动点
.

证 令M = 通(x
,

功 〔X x X
: , 班F (劝 }

,

则V x 〔X
,

F (x) 一切任X
:

(x
,

功 诺M圣
.

若F 在X 中没有不动点
,

则V x 〔X
,

恒有 、 磋F (x)
.

从 而 F
一 ‘

(川 = 笼x 〔X : , eF (x) }铸

X
,

V 刀〔X
.

(这是因, 班F
一 ‘

(功 )

若F 为 G W
一K K M 映射

.

由 {刀〔X
:

(x
,

功〔M } = { , 〔X
: 夕偌F (x) }一 X \F (x)

.

而F 具

有闭值知
,

定理 3
.

2的条件 (i) 满足
.

又由条件 (i) 知定理 3
.

2 的条件(ii) 满足
.

由 条 件(ii) 定

理 3
.

2 的条件(iii )也满足
.

从而
,

由定理 3
.

2知
,

刁协〔X
,

使集

{x〔X
:

(x
, y 。

)〔M }= 功

即 {x 任X : 夕。堪F (x ) }= 功
.

于是
,

V x 〔X
,

有夕
。
〔F (x )即 x 〔F

一 ’

(夕
。

)
,

即有 F
一 ‘

(夕
。

) = X
,

这

和F
一 ’

(功 沪 X
,

V , 任X 相矛盾
.

由此矛盾知F 不是 G W
一K K M映射

.
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又V 夕〔X
,

集 {%〔X
:

(x
,

功任M } = 笼x 〔X
: 夕班F (x) } = {x 〔X

: x 诺F
一 ‘

(功 }= X \F
一 ‘

(功

于是 由条件 (iii )知
,

定理 3
.

1的条件 (ii) 满足
,

从而
,

由定理 3
.

1 知
,

得 (x
。 , 二。

)〔M
,

即 z 。磋F (
x 。

)
,

相矛盾
,

由此矛盾知F 在X 中有不动点

日x 。
〔X

, 二 。
〔F (二

。

) 使

注 定理4
.

2将B r o w d e r

【5猫J不动点定理推广到了W 一空间
.
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P a e e if窟c J
.

[ 1 9 ]

q u a litie s
.

G w in n e r ,

J O n s o m e

M a 才h
. ,

9 7 (1 9 8 1 )
,

4 7 7一4 8 1
.

f ix e d P o in t s a n d v a r ia t io n a l in e q u a lit ie s

—
A e ir e u la r

t o u r .

万。“ 11”e a r A ” a l
. ,

5 (5 ) (1 9 5 1 )
.

5 6 5一 5 5 3
.

T o Po lo g ic a l V e rsio n o f Se etio n T he o re m s w ith APPIic a t Io n S

Z h a n g S h i一s h e n g

(S ie h o a n U ”“e r s ‘t夕
,

C he n g d “ )

V V u X ia n

(Z ha o to ”9 T e a e he r , 5 C o lle g e ,

Z h a o to ” g
,

Y “” ’” a ”)

Ab, t ra e t

In this p a p e r s o m e n ew ty p e s o f K K M 士h e o r o m a n d s 。 。t io n 、h e o r e m s a r e g iv o n
.

A s a p p lie a t io n s ,

w e s h a ll u s e th e s e r e s u lt s t o s t u d y th e e x is t e n e e p r o b le m s o f 5 0
-

lu t io n s fo r th r e e k in d s o f v a r ia t主o n a l i n e q u a lit i e s a n d f ix e d p o in t p r o b le m fo r

s e t一v a lu e d 也 a p p in g
.

T he r e s u lt s p r e s e n te d in th is p a p e r im p r o v o a n d e x te n d th e

m a in r e s u lt s in [ 1、1 9 ]
.

K e y w o r d , s e e t io n t五e o r e m
,

K K M th e o r e m
, v a r ia t io n a l in e q u a lit 了


