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摘 要

作为哈密顿力学逆问题
,

从弹性力学基本方程推导出弹性力学中一个新的哈密顿系统及其变

分原理
.

关幼祠 弹性力学 哈密顿系统 逆问题 变分原理

一
、

引 言

在哈密顿体系中解决弹性力学问题的理论方法受到越来越多的重视
,

它可 以解决那些原

来不容易求解的问题
,

如可 以在没有任何假设的条件下求解厚壁结构复合材料叠层及夹层结

构问题
【” 3 ’。’.

文【4 〕利用结构力学 与最优控制相模拟的理论
,

将弹性力学势能变分原理导向部分 一般

变分原理
,

从而将哈密顿体系理论引入弹性力学
.

文 [l
, 2〕从两 类 变 量 的 H e n in g e r -

R ei ss ne
r 变分原理出发

,

给出修正的 H el lin g er
一

R ei 8S n er 变分原理
,

从而给出弹性力学中

哈密顿体系
.

文 [l
, 2 , 、〕解决的问题实际上是属于 哈密顿力学的正问题

.

本文则考虑弹性力

学 中哈密顿系统的逆问题
.

这样做的好处是不仅可 以推导 出与文 [l
, 2 , 4 〕相同的哈密 顿 体

系 (不妨称之为第一种形式 )
,

而且可 以推导 出另外一种在数值计算上更为方便有效的形式

即第二种形式
.

按照文 〔5 」的定义第一种形式是不可分的
,

第二种形式是可分的
.

不可分哈

密顿系统的算法多是 隐式的
汇5 ’,

这给数值计算带来了不便
,

然而可分哈密顿系统有许多简单

快速的显式算法
〔5 ’ “’.

本文首先讨论弹性力学 中哈密顿系统的第二种形式即可分型及其变分原理
,

然后讨论两

种形式的相互关系
.

二
、

弹性力学中哈密顿系统的可分型

文【1
, 2 , 4〕研究了弹性力学 中的哈密顿系统

,

但是他们是由势能变分原理或H el h n g er -

R ei ss n er 变分原理的泛函
,

推导 出哈密顿泛函
,

进而得到哈密顿正则方程
,

因此是哈密顿

井
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力学正间题
,

而且得到的哈密顿系统是 不可分的
.

哈密顿系统分为可分的和不可分的
.

可 分的与不可分的相比
,

在数值计算上更具优势
.

因此
,

我们希望能够推导 出弹性力学 中可分的哈密顿系统
.

如果仍然从修正已有的变分原理

做起
,

即做正问题
,

已不容易达到 目的
.

如文 〔2 ]从势能形式的 H el li n g er
一

R ei 朋n er 变分

原理给出了不可分的哈密顿系统
,

其中
“

广义坐标
”

是 {。
, 。, zD }, , “

广义动量
”

是 {‘
: ,

介
: ,

a :

}, ; 同时又从余能形式的H el h n g e r
一

R e is s n er 变分原理给出了哈密顿系统
,

也是不可分

的
,

然而其中
“

广义坐标
”

是 {r 。
, T 。 , 。:

} , , “

广义动量
”

是王“
, ” , , } , .

所以我们 便 试 着

做逆问题
.

所谓哈密顿力学逆问题是指对给定的一个方程组

F
s

(P
, q ,

乡
,

构造一个函数H 使方程组 (2
.

空
, t )= o (

s = l, 2 ,

⋯
, n

)

l) 写成哈密顿正则方程的形式

d H
口q

(2
.

1 )

(2
.

2 )
丫一PU一口口一(

一一

那么方程组 (2
.

1) 满足什么样的条件才可以构造 出函数 H ? 我们这里仅讨论线性可分的哈密

顿系统
,

其哈密顿函数是

H = 冬p , A p + 今
。, B。

‘ 乙
(2

.

3 )

其中

A , ~ A
,

B , ~ B

由式 (2
.

3 )代入 (2
.

2 )

空一 A P
,

户= 一 B q

所以如果方程组 (2
.

1 )能化成 (2
.

5 )的形式就可 以构造一个形如 (2
.

3 )的 H
,

分的哈密顿系统
.

为了获得弹性力学中可分的哈密顿系统
,

首先设

丁“ ~ 一 r “ , T ” = 一 T ,z

则可 以 由弹性力学基本方程
〔7 ’ (这里不妨略去体力) 推导得

(2
.

4 )

(2
.

5 )

得到一个可

(2
.
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.
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如果使方程 ( 2
.

7 )中变量
z ,

向量{于
二 : , 于, : , 。} , 和{“

, 。 , a 二

},
分别模拟方程 ( 2

.

2 ) 中时

间变量t ,

广义动量P
,

广义坐标q ,

又 由于矩阵 A 井和 B . 满足条件 ( 2
.

4 )即它们是自伴算子
,

则方程 ( 2
.

7 )具有( 2
.

5 )的形式
.

因此可 以构造出一个函数H
,
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丙
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使弹性力学基本方程表达成哈密顿正则方程的形式

口H 口P

一 口P
’

T , 名 , T , 名 ,

口H
口q

( 2
.

1 0 )匆山

其中

功 }
, , q == {u , 口 , a

二

}

由于 哈密顿函数H 式 ( 2
.

的具有式 ( 2
.

3 )的形式
,

所以哈密顿系统 ( 2
.

1的是可分的
.

在上面的讨论中我们假定弹性力学问题的边界条件都得到满足
.

在哈密顿力学 中哈密顿正则方程可以由修正的哈密顿原理
〔“,
得到

,

为此下面 给 出 方 移

( 2
.

10) 相应 的变分原理
.
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首先给出与方程(2
.

1 0) 对应的边界条件
,

将通常的弹性力学问题边界条件
‘7’
利用式(2

.

6 )

和 (2
.

5) 修正为

位移边界条件

“= 忍 , v = 刃 , 田二勿 (2
.

1 1)

应力边界条件

,
:

一。 :
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可分哈密顿系统 ( 2
.

1 0) 对应的变分原理为

d H == O ( 2
.

1 3 )

其中

“一

拼
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其中b
.

t
.

为边界项
.

从泛函 ( 2
.

1 4 )可 以看出
,

变分原理 ( 2
.

1 3 )不同于通常的混合变分原理的势能形式或余能

形式
,

可 以认为是一类新型 的混合变分原理
.

三
、

弹性力学中哈密顿系统的可分型与不可分型的关系

在前 一节作为哈密顿力学逆问题讨论了弹性力学 中可分的哈密顿系统
,

同样可 以从弹性

力学基本万程得到不可分的哈密顿系统
.

由于文 〔2 」已经作为正问题对后者进行 了 详 细 讨

论
,

为了便于讨论两者的关系
,

这里仅对
一

不可分哈密顿系统作简单叙述
,

其正则方程为
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,
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刀 = 一H .

这证明了弹性力学中哈密顿系统的两种形式对应的变分原理是等价的
.

(3
.

8 )

四
、

讨 论

作为哈密顿力学逆问题
,

由弹性力学基本方程推导 出弹性力学中哈密顿系统
,

进一步给

出其变分原理
.

有了变分原理为有限元法的应用提供了理论基础
.

采用部分离散化即仅离散坐 序
一:相 夕,
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得到弹性力学中哈密顿系统的有限元公式
,

我们称这时的单元为哈密顿单元
,

单元节点变量

几
z , 功 , “ , 。, a :

尸或行
, : , r 。

, a : , 。 , 。 , 功} ,
按照哈密顿体系理论都是完全独 立

.

求出这些量后可以由式 (2
.

5) 求 出其余的三个应力量 (几
,

a’
,

1’
,

)
.

这种哈密顿单元 方

行的

法是一种基于完全的三维弹性理论的半解析半数值方法
,

可以用于求解厚壁结构复合材料结

构力学问题
‘, , .

参 考 文 献

[ 1 ]

�

I
lJ..J

2丹」
r.Lr.L

[ 4 ]

[ 5 ]

[ 6 ]

S t e e le ,

C
.

R
.

a n d Y
.

Y
.

K i m
. 、

M o d if i e d m i x e d v a r i a t i o n a l Pr i n e i Ple a n d t h e

s t a t e 一v e e t o r e q u a t i o n fo r e la s t i e b o d i e s a n d sh e lls o f r e v o lu t i o n ,

A S M E J
.

A PP I
.

M e c h 二 5 9 ( 3 ) ( 1 9 9 2 )
,

5 8 7一5 9 5
.

唐立民
,

弹性力学的混合方程和H a m i lto n 正则方程
,

计算结构力学及其应用
,

8 ( 4 ) ( 1 9 91 )
.

3 4 3一 3 5 0
.

唐立民等
,

混合状态 H a m i lt o ni a n 元的半解析解和叠层板为计算
,

计算结构力学及其应用
,

9

( 4 ) ( 1 9 9 2 )
,

3 4 7一3 6 0
.

钟万蒜
,

条形域平面弹性问题与哈密尔顿体系
,

大连理工大学学报
,

3 1 ( 4 ) ( 1 9 91 )
,

37 3一384
.

冯康
、

秦孟兆
,

H a m i lt o n 动力体系的 H a m i lt o n 算法
,

自然科学进展—
国家重点实验室通

讯
,

试刊 ( 2 ) ( 1 9 9 0 )
, 1 1 0一1 2 0

.

Q i n M
e n g 一 z h a o , e t a l

. ,

E x p li e i t s y皿 p le e t i e d if fe r e n e e s e h e m e s fo r s e p a r a b le

H a m i lt o n i a n s y s t e m s ,

J
.

C o m P‘ t
.

M a 才h
. ,

9 ( 3 ) ( 1 9 9 1 )
, 2 1 1一2 2 1

.

涂芝纶
,

《弹性力学》 (第二版 )
,

上册
,

高等教育出版社 ( 1 9 8 2 )
.

H
.

戈德斯坦
,

嘴经典力学》 (第二版 )
,

陈为询译
,

科学出版社 (1 9 8 6)
.

王治国
,

弹性力学中哈密顿体系的研究及其应用
,

大连理工大学博士学位论文 ( 1 9 9 3)
.

已IJI1J..J冲了SQ
。�..‘

f
r�.卫‘

H a m ilto n ia n Syst e m s in E la stic ity a n d T he ir

V a r ia t io n a l Pr in c iPle s

W
a n g Z h i

一
g u o

( R e s e a r e h I n s t i才、公e o f 厂i b r a t fo n E ”9 1” e e : ‘n g
,

N a ”ji” g U 月fv e r s i rg

o f
一

咬e r o n a “ ti e s a ”d A s t r o n a 。才fe s ,

N a n
ji n g )

T a n g L i
一

m i n

( R e : , a r e h l” s r i才,‘te o f E ”g i n e e r i”夕 M e e h a ” i e s ,

D a lfa 炸 U ” i v e r s i tg

o f T e c h n o lo g g
,

D a lfa ” )

A b s t ra c t

A s a n i n v e r s e p r o b le m o f H a m i lt o n i a n m e e h a n i e s , a n e w

i n e la s t i e i t y a n d i t s v a r i a t i o n a l p r i n e i p le a r e d e r i v e d fr o m

o f e l a st i e i t y
.

H a m i lt o n i a n s y s t e m

Lh e ba s i e e q u a t i o n s

K e y w o rd s e la s t i e i t y ,

H a m ilt o n i a n s y s t e m
,

i n v e r s e p r o b le m
. v a r i a t i o n a l p r i n e iPle


