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摘 要

本文利用各向异性体平面热传导
、

热弹性理论中
, .

刁复势方法
,

以保角映射
、

F a b e r
级 数展开

以及最小二乘边界配置技术为工具
.

导出了内边界条件精确满足
,

外边界条件近 似 满足
{j, 多椭圆

孔复合材料层板的热传导以及热弹性间题的级数解
.

详细探讨了层板大小
,

孔径
.

相对 孔 距
,

孔

的设置方式
,

椭圆度以及层板的铺层比例诸参数的影响规律
,

得到了一些有益结论
.

关份词 复合材料层板 热传导 热弹性 应力集中 孔

一
、

引 言

孔边附近的应力集中问题一直为众多学者所关注
,

复合材料层板由于其各向异性导 致更

为严重 的应力集中
,

并且 由于其脆性的特点
,

对应力集中更加敏感
,

是结构设计成 败的关键

问题之一 列赫尼茨基〔” 和萨 迈〔”首先书夏势方法 导出无限大各向异性板的单孔应力集中问

题 的封闭解
,

多孔层板的应 力 分 析 涉 及 到 多 连 通 域 边 值 问 题
,

存 在 着 较 大 困 难
,

K os m od
a m ia ns ki i〔

3’研 究了双孔无限大层板的应力集中
,

文 〔4 〕则利用双孔迭代求解了含双

椭图孔复合材料层板的应力集中
,

文 郎~ s] 较为广泛地研究多椭圆孔无限大层板的应力集中问

题
.

伴随航空航天技术的高速发展
,

结构需要工作在高温条件下
,

由于不均匀加热
,

产生严

重的孔边热应力集中
,

文〔9] 研究 了含单个腑团孔的无限大各向异 医板
,

在均匀热流作用下的

热应力集中
,

文〔10 、 1 2〕则研究 了多椭
i园孔尼限大层板的热弹性间题

.

可是
,

多孔有限大层板

的热弹性问题
,

仍是一个巫诗解央的重勇间题
,

作者庄文三8 〕中 付多孔 育很大复合材料层板的

应力分析作了深入的探 讨
.

本文基于经典层板理论
,

将多腑圆孔有限大层板的热传导
、

热弹性问题化归为多连通域

的均匀各向异性板求解
,

采用各向异 生体平 面弓剿生
一

望沦中灼复势方法
,

以 F a b e r 级数
、

保角

映射及最小二乘边界配置技术为工具
,

导 出 j
’

内边界 釜件情确满足
,

外 逛界条件近似满足的

多椭圆孔复合材料层板的热传导以及热弹性问题的级数解
.

详细探讨了 层 板 尺 寸
,

铺层比

例
,

孔径
,

椭圆度
,

相对孔距以及孔的位置 诸参数的影响规律
,

得到了一些有益结论
.

数值

蒋咏秋推荐
.

该项目得到航空科学基金的资助
.
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结果表明
:

本文解具有数据准备简单
,

精度高
,

讨论参数影响方便
,

运算快等解析法所特有

的优点
.

二
、

基 本 方 程

在直角坐标系 x ‘(‘一 l , 2 , 3 )中
,

度
.

设材料 的物理特性与温度无关
,

热弹性方程为
【’。一‘” :

“ , T
, ‘, = O 飞

脚 , U “ ,

如
,

T 分别表示位移
、

应力
、

应 变 分量和温

温度场是定常的且无分布热源及体力作用
,

则热传导
、

一 ,

一奋
(。

‘, , + 。 , , ‘

)

￡‘J = s ‘, 。‘口。: + a ‘, T

口‘,
,

, = 0

(2
.

1)

式 中 心 , , 衍 , 。 : ,

山 , (i
,

j= 1 , 2 , 3 )分别为热传导系数
,

柔度系数及热膨胀系数
.

对于复合材

料对称层板
,

基于经典层板理论
,

可 化归为各向异性板求解
,

其等效的柔度系数
、

热膨胀系

数以及热传导系数均由各单层板特性及铺层方式所决定
〔“’.

对于热弹性的平面问题
“ ‘,

T 均与坐标x 3无关
,

方程 (2
.

1) 的解可表为
仁‘。“ , 至,

T (x
, g ) = ZR e F

3
L二3 ) (2

.

2 )

口
二

一 ZR ’

冬
·’一 ‘一

)
仃’一 2 “e

只呀
“”

{
‘ · ,

一
ZR e

三
“, 卿‘(

z ,
) )

(2
.

3 )

“ 一 ZR e

叠
’,
一‘

“ ,
’一。·+ 一

!
” 一 ZR e

烈
“, 甲, (z ‘’+ 。 x + “。

!

(2
.

4 )

式中
z , = 二+ 内夕

, 拼3

为特征方程 (2
.

5) 的根
,

它是反映热传导 各向异性程度的复参数
.

‘: :拼2
+ 2‘ : : “+ “ 1 :

= O (2
.

5 )

而拼
1 , 拼2

是反映层板弹性各向异性程度的复参数
,

是下列特征方程的根

a ; 1拼‘
一 2 a l。拼3

+ 仁Z a : : + a 。。

)拼
2 一 Z a : 。拼+ a : 2

= O (2
.

6 )

(2
.

4 ) 式 中
、、

l
‘

气2
.....夕.

占乏a
z

P, = “‘l
州 十。‘2 一 “’沼 , 十万

-

(2
.

了)

g , = a 1 2拼J
+ a , 2

一 a 2 . + d委a
,

r 拼3

F
3

(z
。

)
, 甲, 夕 , )为在物厘域 S左仿射变换zj 一 x + 构召后 的 S , 域 内 的 解 析 函 数

,

叮为

K r o n . e k . r 记号
,

即
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占毛= 占三= O
。

占乏= l

a ‘,
山, 则分别为层板等效的热膨胀系数

、

柔度系数的简约下标记法
.

* 3

(一 )一I
F

:

(·
3
) d 一

(2 8 )

而
一 a ;“ ; + a 。拼3 一 a :

a , 1 (拌
3
一拼l

) (拼
。一 拼:

)(“
3
一厅, )(“

。
一万

2
) (2

.

9 )

设在边界上给定温度T 帕
,

面力X
二 ,

y
”

或位移
, , 。 ,

则边界条件可写为
:

ZR e F :
(2

5
) = T (t) (2

.

10

Z R e
E 甲, (z , )

一

丁彻
· * c

,

}
I

ZR e
E “, 切, (z ,

)
一 士

加
“·+

习
(2

.

1 1)

式中上面的符号对应于外边界
,

下面的符号对应于内边界
.

位移边界条件为
:

3 、

ZR e
艺 户, 沪,

(
z ,
) =

“一 。刀 + u 。

‘ 一 1

r

, [
2“e

月
“,切 , ‘z , ’一 + 。x + ”。

{

(2 1 2 )

三
、

分 析

考虑含有任意设置有限个椭圆孔的有限大复合材料对称层板 S (所占域为 S )
,

基于经

典层板理论
,

其热传导
、

热弹性问题可化归为均匀各向异性板求解
,

如图 1所示
,

设其外周

线及椭圆周线分别为L
。 ,

L
, ,

L
: ,

⋯
,

,

L ‘(
.

共l个椭圆孔 )
,

长短半轴分别为
a 。 ,

b . (。 ~ 1 , 2 ,

⋯
,

l)
,

中心点坐标记为
2 . ,

在仿射变换
z , 二 x + 拼刃 (j = 一, 2 , 3 )下

,

域 S变换为域 S , ,

s 中的点

2 . 与 S , 中的幻 . 对应
.

,
为�声乙
‘‘�乙

‘、、

l
了

L、芍、尸
.
一

门工‘、L
J口..、

匕
白1~
。

‘

⋯
诊O

设层板无分布
、

F
:

( 2 。

)

圈 1 多孔有限大层板

集中热源作用
,

则复势函数F :

(2
3
)可 写为

〔a ’:

之 。

= E D 。。 I n ( z 。一 二: 。’+ F
。 fz 3

) + E b
3 。p 。 ( 二3

) ( 3
.

1)

其中系数D , . 与通过围线L 二的热流量 q 。有关
,

且有D 3 。 = 一

实系数
,

F
。

(z
3 )则为含l个椭圆孔的无限域内的全纯函数

,

q 。

4 二M丽无诬卜 k全
2

尸。夕
芯

)是由周线 L : 。

显 然 D 3 。
为

所 限 制 域 的



许 希 武 孙 良 新 范 绪 箕

F a d e r 多项式
.

由于映射函数
· , -

一
R , 。

(
“, 二 +

艺二)
、rn 一 1 , 2 ,

⋯‘, , 一 1 , 2 , 3 )
(3

.

2 )

式中

R , 。

a , 一 i拼, b。

2

, tJ。

a 。 + ‘拼, b .

a 。 一 i户 , b .

将
z
平面中第。个椭圆孔的外部映射到乙

, 二 平面上单位圆的外部
.

值得指出
: 映射函数 (3

.

2)

式是在长短轴与坐标轴平行 的情况下得到的
,

否则 需要再作一个旋转变换
.

因此
,

利 用L a u r e n t级数展开及一般域的F a b e r 多项式的形式
, 复势函数 ( 3

.

1) 式可

进一步写成
。‘〕:

尸
3

(一卜乡(
D

3 二 , ·“
3 · +

鑫贺)十万 aa 杯璧+
‘ ; (3

.

3 )

将 (3
.

3 ) 式代入 (2
.

8 ) 式得
:

* 3

(一卜
·

燕{〔
D

3 二 R
3·

(
:

3·

瓮)
+ “

3

一R
3 ·

J
, n “3·+李

一 D
3 ·R

忍。

(
“

3二 一

瓮)
+

遥
一

“
忍
一R

3·‘3 ·“万‘

+ E b
3。 。

R
3 。 、

纷蔗
,

+

汁
,

·

淤)}

+ r

E 、享
,

一
, 一 + ·3 ·3

+ 己
3

(3
.

4 )

式中 “3 = r c

由热弹性理论中的复势方法可知
: 切 , (z , )(j = l , 2 , 3 )应具有同样的结构形式

,

因此

甲 , (二 , ) 二乙 {
「“ , 。 (; , 。 + ‘, 。“: ‘) R

, 。 + B , 。〕‘n “, ·

+ “ , 。R , 。“, 。‘· R J。 +

鑫爵}+ E
a , 。z

李+ d ,

(j= l , 2 ) (3
.

5 )

复势 函数沪
,
(
z ,
)中含有多值项

,

其系数必须由名椭圆孔周的应力主矢
,

位移单值条件加

以确定
。

设作用于周线L 。 _

匕的面力主矢在
x , 刀轴上的分量分别为X 。 ,

y 。 ,

则利用位 移 单 值条

件及L . 上的应力主矢可以得到确定多值项 系 数 五 ,
,

B ,
,

(i 一 1 , 2 , m = l , 2 ,

一
,

l) 的方

程组为
‘, ; :

Z R e
E i姓 ,

一
。

Z R e
E ‘拼 , 刀 , 二 = o

ZR e
云 i拼 :A

,

一
。

(3
.

6 )

、,.........叹
、........2..

,

‘ 一 1

ZR e

亡
‘A , 。 + ZR e

不几 户 ,

fa
Z

D
3 。

Q 2 2 拼3
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ZR 。

息
‘B ,

一会

一
饥一汀

Y2
all一all

ZR e
E ‘拼, B , 二 = 一

ZR e
E i拼{B , 。 二 一

·

ZR e (ib
: . IR

s。
a 2 0 X .

二

饥汀hll�‘肠all
�、门q山硬
一

0

ZR e
E

Za 。

(也
, I

R
3 。

、+ 些 塔
· +

少 考
·

\ 拼5 1 a 2 2 乙兀 a 全2 2 汀

{
i

‘3
·

7 ,

】傲处
一一一

杭一,

,勺拼B-

式中 A
3 . == r D s 。 ,

B
3。 = r b

3 . I R
3 。

显然复势函数 (3
.

3)
、

( 3
.

4 )
、

( 3
.

5 )式为在域S ,
内的解析函数

,

只要确定待定系数 D 3 二 ,

b, 。。 ,

a, .
使之满足边界条件

,

根据唯一性定瑰可知
,

层板的温度场
,

应力场
,

位移场则唯一

确定
.

设某边界作用有温度T (t) 和应力边界X
. , Y 。

或位移边界
。 (t)

, 。 (t)
,

则边 界 条 件可写

为
‘“’:

F
3

(
2 3

) + 户灭习 = T (t ) ( 3
.

8 )

烈
[ r , 切,

(
z , ) + s ,

币不刀」= f ( t ) (3
.

9 )

式中
: 应力边界时

, r , = l + i拼, , s , = 1 + 币
,

, (‘) 一 士
买
‘( X

·

+ ‘Y ·

)d ·+ C

位移边界时
, r , = 夕, + i、, s , = 梦, + i口,

f ( t ) = u
( t ) + ‘。 ( t ) + i (

。。+ 。 x ) +
u 。一 。刀

其中上面的符号对应于外边界
,

下面的则对应于内边界
.

边界条件 ( 3
.

8、
、

( 3
.

的式 中的右边项可展成复的F o u ri e r级数
,

即a 二 e x p [i 创的幂级

数
.

由映射函数 ( 3
.

2 )式可知
: 互, .

为在右
, 平面上被第。 个椭圆孔所削弱的无限域 ( 含无穷远

点 ) 内全纯
,

当然也在第P (P年 m )个椭圆孔内部全纯并连续到边界上
,

因此函数鱿票
,

ln 亡, 。 ,

[月 , .
(乙

, , + t, . 乙万益)R
, . + B , 。J+ 月 , 。R , 。 I n R , 二亡, 。

都在第 P个椭圆孔 内全纯并连续到边界
,

故可展开成F a b e r 级数
:

亡了二= E A二丁
* p , ,

(
z ,

)

I n 乙。。 = E E 之
.
p 。,

(
z :

)

[A , . (‘, . + t , . 乙丁盖)R , . + B , . 〕I n 亡, .

+ 月 , 。R , . I n R , , 雪, . = 乙 Q玉
“
p . ,

(二 , )

( 3
.

10 )

、.......、

!

同理有
:

z
了= 乙 H 之

, ‘p 。 ,
(
z , ) (3

.

1 1)

其中 尸
, , (今 )为第p 个椭圆孔的第寿阶F a b e r 多项式

,

且有
:
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几
,

(z, 卜 “,
,
+

徽 (k>
‘,

(3
.

1 2 )

P
。, (z , 飞= -

刀片
* ,

Q 叉
. ,

H 孟
, * ,

E 露
’

为 F a b e r 级数的系数
,

由文〔8 卫!扫所述方法确定
.

将 (3 一 o )
、

(3
.

1 1)式代入复势函数F
3

(
2 3

)
, 切 , 、: , )的表达式 (3

.

2 )
,

(3
.

4 )式
,

并考虑到

在 L , ,

上雪, , 二 e x p 〔宕句 = a ,

即可得它们的边界值
_

! !为。的幂级数形式
,

利用F a b e r 多 项式的

积分性质可得切。 (z :

)的边界
一

值也为。的幂级数形式
.

容易证明
〔吕’: 物理域

_

[ 点
z 二 探 + % c 心 s口十 ib

” 。

创功口匆仿射变换
: , 二 x + 内刀及保 角映射

(3
.

2 )式后 为‘
, 二平面上的点二 二 e x P[ i印

.

因此将F
。 :二 。

)
, 切, 、二 , )的边界值取有限项和 (N 项》

代入 各椭圆孔的边 界条件 (3
.

8、
,

(3
.

9 )式
.

并令方程左右两边相同幂次尹 (k 二 0 ,

士 l ,

士2 ,

⋯

士N ) 的 系数相等得到关于各待定系数的线性方程组
,

显然由内边界条件所得线性方程组不

足 以确定各待定系数
,

为此需借助于L
。

边界条件来确定
,

对于光滑的外周线L
。,

可以利用一

般域的F a b e r 多项式来获得精确解
,

然而计算量很大
,

本文则采用最为方便的最小二乘边界

配置法
,

在外边界L
。

_

上取配点 2c 。 ,

并取加权系数为 l ,

代入边界条件 (3
.

5)
,

(3
.

9 )式即可得

到关于各待定系数的线性方程组
,

与由内边界条件所得的线性方程组联立求解
,

从而确定复

势函数F
,

(
二 3

)
, 甲, (二 , )

,

而层板的温度场
,

应力场
,

位移场则由 (2
.

2、 2
.

4 )式确定
.

显然
,

本文所设各复势函数F
。
又2 3 )

, 甲, (z , )均为在域 S 矛内的解析函数
,

因此
,

从边界条

件满足程度即可判断解的准确性
,

本文解通过取部分和N 以及选取外边界的配点数
,

使得内

边界条件精确满足 ‘绝对误差小于 l。““

)
,

外边界条件满足程度达相对误差小 于 1肠
,

由圣维

南原理可知
,

这样的结果将使人们关心的孔周应力分布更为精确
.

四
、

数 值 结 果

考虑一含中心椭圆孔 的了限大层板
,

如图 2所示
,

内外边界作用有均匀温 度 T , ,
T

。,
_

目

孔 周及外边界均为 自由边界
,

设层板由玻璃纤维斜角缠绕而成
,

其材料特性为
:

a 1 1 = 2
.

6 7 x 1 0 一 ‘ l/ M Pa

a , , = 一 0
.

7 4 7 义 : 、; 一 4 1 / M P a

a : : = 1
: ‘
x : 。一 ‘ 1 / M P a

( : 。。一 2 几
.

。又 l
‘“一 4 一/ M P a

a le = a 2 6 一
‘

)

图 2 中心具有一个椭国孔的层板

al 一 ‘
一 7 x l。

一“

l/ ℃
, a Z

二
,

s x ”
一 “

l/ ℃

仔 1 1 = ‘
.

2 了8 m m
Z
/ ℃

, 、 : :
= ()

.

12 1 m m
Z

/ oC 衬 l : = O

拼 ! 二

不失一般性
,

8 9 7f 拼:
=

‘

少
.

(: 6 9 11 声‘3
= 1

.

5 18公

仅考察T l , 一 T
。 ~ 1

.

。时的热载解
,

图 3 描述 了中心含直径为D 的圆孔解
,

结

果表明
:

周向热应力。。的最大值发生在 0 二 9 :,
“

处
,

而且随着相对层板尺寸W / D 的增大
,

这是
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. 3 层板大小对热应力集中的影晌 图4 椭圆度对热应力绍中的影晌

由于增大层板尺寸
,

意味着增大其刚度
,

从而阻止热膨胀的能力也随 之 增 强 之缘故
,

而 当

牙 / 刀‘ 4
.

。时
,

砰 / D 对周向热应力内的影响也较小
,

数值还表明
,

含孔有限大层板
.

由于不

均匀加热
,

导致严重的热应力集中
,

这在结构的弘度校核时必须加以考虑
.

图 4 给出了椭圆度

对应力集中的影响
,

热应力集中随着椭圆度 的增长而急剧增大
,

周向应为a 。的最大值当。
/b ‘

1
.

0时发生在 0 = 90
“

处
,

而当a/ b> 1
.

c时
,

却发生在 e二 0
。

处
,

这是椭圆度
、

层板各向异性程

度以及 由于半长轴
a
的增长

,

致使孔周各点的刚度发生变化等综合作用 的结果
.

值得说明
,

裂

纹可认为是椭圆的板限情形
,

应用本文可获得问题的解
.

图 6描述了圆孔偏心 (如图 5所示) 的影响
,

结果 表明
,

偏心量E / D 对热应力集中影 响很

大
,

随着偏心量的增大
,

热应力集 中反而降低
,

这与在机械载荷作用下的应力集中结果
〔“,正

好相反
.

厂厂厂厂厂
7、、

入入入入入入
义义义义义夕夕
EEEEEEEEEEE

lllllll

口 ,

(l呀
,

M Pa )

一 0
.

15

一 0
.

2 5曝曝黔黔
000 (d e g

·

)))

困5 含偏心日孔层板 图 6 偏心距对热应力集中的影晌

如图 7 所示
,

考虑含双圆孔有限大层板
,

设端距E
,

边廷T 均为 ZD
,

孔周为自由边界
,

并作用有均匀分布温度T , ,

T
: ,

外边界作用有均匀温度 T
。,

由于对称性
,

仅需考虑T , 二 1
.

0 ,

八 一 T
。
一 。时的结果

,

即可得到任意Ti
,

T
Z ,

T
。

的层板热应力
·

脚

图 8 给出了图 7 (a) 所示的双孔孔周热应力二。,

与单
.

孔结呆相比
,

由 于 孔问的相互作用
,

加剧了热应力集中
,

当然这里包含着 由于板 的尺寸增大而加重热应力集中的因素
,

数值 结果

清楚地显示
,

相对孔距 I/ 刀对热应力集中影 响很大
,

随着相对孔距的增大
,

热应力集中 也随

之加剧
,

正是由于这一 点所造成的
,

同时应该指 出
,

由于孔 间相互作用
,

致使周 向热应力的

最大值发生点发生变化
,

一般来说
,

发生在两孔间的最近点
,

即 1非孔的0 一 。
。 ,

2 非孔的 0 = 18 0 。

处
,

这一点从图中I/ 刀一 1
.

5的结果清楚地表明
.

图 9 比较了双孔不同设置的孔周热应力 a 。的分布
,

结果表明
,

孔的设置不同
,

热应力分
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田 7 含双孔有限大层板

布规律相差甚远
,

图 7 (b) 设置双孔将加重热应力集中
,

这与无限板的结果是一致的
,

可以认

为
,

对于一般的复合材料层板
,

铺层形式将严重影响热应力集中
,

而且孔沿较大刚度方向排

列将有利于降低热应力集中
.
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圈 9 双孔设t 方式对热应力维中的影晌

图 10 给出了各铺层比例的层板 (0
。

/ 士45 声/ g 。
:)

,

中心含直径为D 的 圆孔
,

内外边界作

用有均匀温度T : ,
T

。

(如图 2所示) 的孔周热应力a 。
的分布规律

,

设层板由A S 4 G / E 7 73 铺设

而成
,

其单层板性能为
:

E l ~ 8 7
.

6 oG P a ,
E : 二 6

.

2 9 G P a , v 一2 = 0
.

3 6 ,

G I: = 4
.

o ZG P a

a 一= 一 3 5 x lo 一 l/ ℃
, a : = 2

.

2 3 x lo 一6 1 / ,C
,
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仔 1
二 4

.

6 2 W / m
·

K
, “:

二 0
.

7 2 W / m
·

K
,

结果表 明
,

层板中各铺设方向所含比例 a ,

刀
, 下对应力 集 中 影 响 很大

,

各向异性程度愈层

重
,

应力集中也愈严重
.

由于士 4 5
”

的铺层能缓和层板各向异性程 度
,

从而增加士 45
“

的铺严

比例有助于降低应力集中
.

口.

(10
,
M p a )

““二二武⋯
””

万万不冷冷口口(d e 只 )))

圈 10 幼层比例对热应力维中的影晌

五
、

结 论

1
.

多孔层板由于不均匀加热导致严重的孔边热应力集中
,

在结构强度校核时必须加以

考虑
.

2
.

随着层板相对尺寸的增大
,

由于不均匀加热所产生的热应力也随之加剧
.

3
.

一般来说
,

增加开孔的椭圆度
,

热应力集中也随之加剧
.

4
.

相对孔距 I/ D 对层板热应力有着很大影 }向
,

与机械载荷作用时相反
,

随着相对孔距

的增大
,

热应力集中迅速增大
.

5
.

孔的位置对层板护应力有着重要影响
,

偏心趾越大
,

热应力集中反而越低
,

对于多

孔层板
,

孔的设置方式不同将严重影响孔周
一

吸应力a 。

的分布
,

而且孔沿较大刚度方向排列将

有利于降低热应力集中
.

6
.

层板的铺层比例对热应力集中有着很大影响
,

增加士 4 。
“

铺层比例能缓和层板的各

向异性程度
,

从而有助于降低热应力集中
.

7
.

本文对求解多椭 圆孔有限大层板的热传导
、

热弹性问题是行之有效的
,

它具有精度

高
,

运算快
,

使用方便等解析法所特有的优点
,

并能方便地用于裂纹群的分析
.
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