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摘 要

Sh a n n o n 取样定理是通讯理论中根据离散取样值重建信号的一个最基本定理
.

彭瑞仁先生在

对取样间隔作微小牺牲氏前提下
.

得出了收敛速度比S h a n n o n 取样公式快得多的三阶
、

四阶和五

阶的取样公式‘幻
.

本文在彭先生工作峨基础上
,

给出了构造高阶取样公式的一般方法以及 一 种N

阶取样讼式的简单形式
.

关. 饲 频谱有限 取样 奈奎斯特频率

~山J 一 - 二一

一
、

0lJ 台

给定一个连续的时间信号函数
,

、

是否有可能仅仅通过侧定离散的时问点上的瞬时值
,

就

能获得该信号的全部信息? 这个问题由S h a n n o n 于 1 9 48 年给出的取样定理作出了回答
丁“’.

S h a n n o n 指出
,

一个频带有限 、b a n d 一h m ite d) 的 信 号函数
,

可以转化成离散的时间信

号
,

而不丢失其内含的信息量
.

S h a n n o n 定理 设f
、t)〔L

“

j( t) = E l( 祥)
·

,

且存在b > 。,

使 兰

S in b (t一 。T )
b (才一 ”T )

。 l

> 乙困, 了、)二
,

则有

其 中f、。)是 了(t ) 的付里叶变换
.

: 一
芯

,

笋为取样频
率

,

在公式 (1
.

1) 中

(1
.

1 )

称 为 奈奎
b兀

一一

1�T

斯特频率 (N y q u i : t f r e q u e n c y )
‘’.

S h a n n o n 定理说明
,

一个连续的信号函数
,

如果它是频谱有限的
,

就 可以被它在离散

的等间隔时间点上的值 f (
。T ) 来准确表出

.

从公式 (l
.

1) 中我 们看到
,

指定时刻 t 的信号值

. 、 、 .

_ _ . 、
_

. 、 . 、 、 , _ 、

_
, . ,

⋯
、 , ,

_
,

二 _
。 _ ~

.
, ,

二
_

二 _ _ _ s i n b了矛一 n T )
_

I( t) 被表成 t 时刻之前和之后的各抽样点上的瞬间值的加权和
.

加权因子是 上釜芳竺万羊
, ’

, 、
’
‘

, 认从
’

“切 , ,

~
” ” “

一

H

~
, 目 “ ;

口
‘
山

‘

,下品一 困 听
’一工

~
“ J ,J 曰

认
”刊 . ,J 日

认目
“

咫 b (t 一 n T )

它的幅度与 (t一 。T )成反比
.

公式 (1
.

1)反映了这样一个物理特性
: 连续信号函数f( t) 在固定

时刻 t 。的信号值
,

与 才。时刻之前之后收到的信号有着相关性
.

离 t 。 时刻较近的取样点上的样

本值对j( 才。)的值有较大的影响
,

取样点t
。

= ”T 离才
。

越远
,

f( t 。、对 f( t 。)的贡献也就越小
.

从数学角度来看公式 ( 1 1 )
,

加权因子中的分子随
。的变化而改变符号 (不一定是逐项交

. 钱伟长推荐
.
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叉变化)
,

而分母是 (t一 , T ) 的一次幂
,

所以对固定的 t ,

公式 (1
.

1) 的右边是一个条件收敛

的级数
.

它收敛
,

但收敛速度很不理想
.

需要计算很多项
,

才能达到一定的精确度
.

但是在实际问题 中
,

远离点的样本值的影响
,

随着时间间隔的增大
,

往往衰减得非常之

快
.

这说明应该有可能找到比s h a n n o n 公式更好的数学模型来描述一个时间信号函数
.

彭瑞仁先生从改变取样间隔出发
,

发现只要以稍大于 b/ 二 (N y q ul st r a te) 的速 率取

样
,

就可把取样公式的阶数提高
‘’.

因为E
(,
。
一

二
: )

1
二 “

。
、 。丁)当

e > 。时就是绝对收敛

的
,

所以从一阶公式到高阶取样公式是一个本质性的突破
.

在计算机上对三阶取样公式进行

实例演算和比较
,

三阶公式的收敛速度比一阶公式提高了数百倍
.

本文
,

在彭先生工作的基础上
,

给出一个导出高阶取样公式的一般方法
,

并且求出了高

阶取样公式的一般表达形式
.

二
、

高 阶 取 样 公 式

下面我们给出一个构造高阶取样公式的一般方法

定理 1 设 (l) f (*)〔L
, ,

且 刁b > o ,

使 s u p p fU [一 6
,

6 ] ,

(2 ) h < 二 / b
,

刀二 二/ b一 h> o ,

(3 ) 巾以 s) 为频域中的一个偶函数
,

在 (一 co
,

+ co )上N 一 2 次可导
,

N 一 1 次

分段可导
; 在 [ 一 b

,

b ] 内 中
,
(
s )二 l, s u p p 中二

(
s ) = [一 b一 2刀

,
b + 2刀]

,

巾备
. ,
(一 b 一 2刀) = 巾护

, (b + 2刀) = o ( k = o , l ,
⋯

,

N 一 2 ) ; 中寿
H 一 ’) (s )在

[一 b 一 2刀
,

b + 2刀〕上为分段常函数
.

则有

(a ) f (t )二 E f (。h)
’

切,
(t一

。h)
·

h

(b ) , ! (,
卜 O

(介 )
(‘今 co ,

(c ) 切
,

。

(t) 为 t 的实初等函数
.

其 中 q7 , (t) 是巾, (
: )的付里叶逆变换

.

证明 (a ) 对 [一 b 一刀
,
b + 刀〕上的f(

s )作周期延拓
,

周期T 二 2 (b + 刀) = 2二 / h
,

得周期

函数F
,

(: )
,

并将它作付里叶展开
:

F ,
(
s ) = 乙

a 。
·

e x p [一 in 。 ; 1 (2
.

1 )

难幻了
一.

I
J

其 中 。二 2 二/ T 二 h
.

1

叫 = 丁

。
, 、 , . , ,

l 「, 难 , , 、 _ _ _ , . , ,

厂 一LS ) e x P t. ”。S Ja S = 不 l
_ J 气S ) e x P L. n 田‘ Ja s

J J 一 T 产2

h r + 伪
, ’ ‘

乏司
一二 1 (S ’e x p L’”九S J“夕 ~ ”

’

J 又”九)

所以
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F
,

(s ) 二 E h
·

f(
。h )e x p [ 一 ‘n hs」

尹(
: ) = F

,

(s )
·

叻二 (s ) = h
·

E f (
n h)中 N (s )e x p [ 一 in hs」 (2

.

2 )

对 (2
.

2 )式两边作付里叶逆变换
:

“‘, 一

会擎
(nh) 厂 中, (s )e x p [ 一 i。。s 〕

·

e x p [ ist)d s

= h
·

E f (n h)

。

叮
‘ -

‘ J‘ 口 一 O 公

巾二 (; )e x P [ i (t一 , h)
s ]d s (2

.

3 )

二 h 云 f(
n h)h功

,
(t一

n h)

这里切x (t) 是巾x (s) 的付氏逆变换
.

(b) 由条件 (s)
,
少备

‘, 咬一 b 一 2刀) = 巾备
. , (b + 2刀) = o (k = o , 一,

⋯
,

N 一 2 )
,

中乡
N 一 ” (s ) 除若

干个分点外存在
,

且为分段常函数
,

即存在分 点
: 一 b一 2刀= S

_
. < S

_ , + ,
< ⋯ < S

_ ,
< S

。
二

。< 5 1
< ⋯< S 。 = b + 2刀

,

S
_ 。= 一 S 。 ,

使

巾耘
N 一 ” (s ) = E 公 (s〔(S

, 一 : ,

S
,
、; 儿= 一 。 + l

,

一 。 + 2 ,

⋯
, 。 一 l

,

rn )

E 公为常数
.

因为 ; · (‘卜礁丁{笠
, · (· )e x p 〔“·〕d一 从J

b + 2声

动 , (: )e x p 〔its ]d s

一 合一 2 声

对等式右边进行多次分部积分
,

; , (, )一去J
+ b + 2 声

中二 (s )e x p [ ‘ts 」d s

~ b 一 2 声

l

2 打

l

2 兀

(一 l)N 一 “

丁
b + 2 夕

t)万
一 “ 中为

N 一 “, (: ) e x p [fts 〕d :

一 b 一 2 声

E 誉d e x P [ its ] LZ
.

4 )
S 奋

_ 1

‘

!
‘.

乙�( 一 l ) 万
一 ‘

(i t、N

等式右边的和式显然有界
,

所以 , 二 、‘卜 。

(
了
冲

、‘令一 )
.

( c ) 因为巾
, (s) 为偶函数

,

所以

当N 为偶数时
,
巾乡

b + 2 产

切二 (t )

万 一 2 ,
(
s
)为偶函数

l (一 l) 万
一 2

2 汀

1
留二

一
;r

l : 咨 \ N 一 2

一

I 巾乡
N 一 2 ’( s ) [ e o s s t + ‘s i n s t〕d s

一 b 一 2 声

(一 1) 万
一 “

(‘t )万
一 “ 丁

今+ 皿P

巾舟
, 一 2 、

(s )
·

e o s ; td s

f _ 1 、万 二
~

扣铸分 乙 E 全[
c o : 5 . ‘一 e o : S 。一 1, 〕

考 . 1

( 2
.

5 )
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当N 为奇数时
,
中护

一 2

(s) 为奇函数
,

可以得到

甲, (t) =
l (一 l )万

兀 公万 一 It万 E E 叮[ 5 in s 。t一 s in s , _ :t〕 (2
.

6 )

从 (2
.

5 )式和 (2
.

6 )式即知甲
,
(t) 为实初等函数

.

定理 2 满足定理 l 条件 (3 )的中川s) 是存在的
.

证 明 我们要做的只需把满足条件 (3 )的中州s) 构造出来
。

可以有许多的方法构造出这样的中
二
(5)

.

但是从我们推导公式 (2
.

5) 和 (2
.

6 )的步骤中可

以看到
,

如果中备
N 一 ”

(
:
)是〔一 b一 2刀

, 一们中一些等长区间上的分段常函数
,

而且在各小区间

上巾俨
一 ” (s )的绝对值相等

,

(它在 [b
,
b + 2用 上也必然如此 ) 那么公式 (2

.

5 )和 (2
.

e) 的结

果还可以进一步简化
.

从这一思路出发
,

我们来构造一个中斌s) (这里规定N > 2)

把 〔一 b 一 2刀
,
一 b] 等分成 2卜

2

个小区间
,

每个小区间 的 长度 为刀/ 2”
“,

分点为S’ =

一卜
2 , +

一

梦
3

(“一 。, 1 , 2一 2 二 一 2

1. = 刀/ 2 仍 一 3

h
Z
二 l

h . 一 l
. 。 ;

一而
一

斤
:

l二
·

l, _ l⋯ 1
5

Z e
·

2 1
·

2 2
⋯ 2 ” 一 3

— D 协 一 2 (。》 3 )

J

k . = 二竺
‘

, , :

则有

(2
.

7 )

1.罕

2 0
·

2 1
·

2 2
⋯ 2 价 一 3

.

2 爪
一 3

刀
价 一 ’ (tn 》 3 )

盆一一2琳k
‘

左

了.且.少、....、

以士k ,
为斜率在 [ 一 b 一 2刀

,

一句上作折线如下
:

,
1

(二) 一 , , (· + 。+ 2 , )
(
·。

【
一。一 2 ,

, 一
卜

2 , +
一

养
一

〕)

然后按下列规律逐步延拓
:

、
、..产

门.
.

..J

才。 一 :
(x ) (

x 。

卜
b 一 2”

,
一”一 2“+ 刀

2 万 一 “ 一 l

t。 (x ) =

(一 1)· ,
一(

一 2“一 4 , +

(
X 〔

「
一。一 2 , +

。 ,

几
一 :

一
二

、
‘ I

了..1.夕、....、

_ _

廷_

2 片 一 价 一 l

。 。 ,

刀 1、
一 口一 乙尸甲

,

万万二而下丁
-

l ,
‘ 」 I

(2簇川《。 一 1、

最后 得到的是

‘! 一 ‘x , 一 {
t , _ :

(x )

(一 1 )万
一 ‘t ,

_ 二

(一 Zb 一 2刀一 x )

(x 〔[ 一 b一 2口
, 一 b 一月]、

(%任[ , 乙一月
, 一 b〕)

下面的图形给出了逐步构造的过程
:
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t (x )

一 ‘一 2声 一 吞一罕 + 声/ 2冲
‘

竺△_ _

一 b 一 2声 一 b 一 2刀十方/ 2门

一二
一 、

爪
、2

/ 冷
/

如此向右依次作奇侣交替延拓
,

最后将图形延拓至整 个〔一 b 一 2刀
, 一句区间

,

得到的函

数为t , 一 ,
(x )

.

记

T , (x ) = t , _ : (x )

令

I T , 吸。)d “
一 b 一 2 声

9 1 (“)d
。

声2一b

吕一

l
‘

g , (x ) =

夕:

(x ) =

g N _ :

(x ) J g * 一 :

(
“
)d

。 (2
.

8 )
一 b 一 2 夕

再记

偏 (x ) = 夕, _ :

(x )

那么

G ,
(
s )

l

G 万 (一 s )

(S〔 [一 b 一 2尸
, 一 b ))

(: 〔[一 b
,

b ) )

戈S 〔[b
,

b + 2刀] )

其他 一

(2
.

9 )

.../少气、....、

一一S万少
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就是满足条件 (3 )的一个函数
.

现在我们再从巾洲
:
)的结构出发

,

巾二
(
s )N 一 2 次可导

,

N = 2 时
,

fT
Z (s )

回过去求 巾寿万
一
” (s )

.

(s〔[ 一 b一 2刀
,

一 b〕)

(
s〔[b

,
b + 2刀〕)

(
s〔[一b

,
b] )

(其他)

(2
.

10 )
S一

了吸、01T,二了、...、

一一S中

N > 3时

(
T , (

S )

, 舟
‘ 一 ’

‘”一

}
‘一 ‘”

;
“
T ’‘一 ‘’

(s任[一 b一 2夕
,
一 b ] )

(s〔[b
,

b + 2刀]

(其他)

(2
.

1 1 )

N 为奇数或偶数时
,

中护
一” (: )分别为奇函数或偶函数

.

它们的图形为

巾
,

(s)

一 b 一 2口
b + 2口

叻
’ :

(s)

功
‘,

(s)

一
_

_ 一一
一一一上

O

动
‘

” ‘

(s

沽口一
一一一

�一
.

/

一

而叭
一一

工\
、、

�l一卿

.

�v卜�

图 2

,

在 各分点分成的小区问内
,

中洲习N 一 1 次可导
,

且 小
护, 一 1 )

扮 (s ) 为 常函数
.

根据

�然�显
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(2
.

5) 式和 (2
.

e) 式
,

我们要知道的是巾俨
一‘ (: )在 (。

,
b + 2角 上的值 (分点除外 )

.

但在 (。
,

b) 上
,

巾俨
一 ‘

(s) 二 0 ,

所以我们可把讨论范围限制在 (b, b + 2脚 上
.

记

么= 2夕/ 2 万
一 “

S , = b + j△

I, 一 (b + (j一 l)△
,
b + j△)

在 I, 上 巾尹
一
” (s ) = E 梦= 杨D 梦

.

这 里 肠 由 (2
.

7 ) 式 给 出
,

而 D 梦= 士 1 ,

其 符 号 可 按

(一 l)万
一 :
T , (一 s

)的结构来确定 (参看图 2 )
.

比如

D ; - 一 l

,l‘山-,目八d
J啥

了上厂
孟了
J

,
1rl了
上

一rJI‘

一一
D

!

l

一 l

!
�

、....、

一一D

归纳之
,

娜满足如下的规律
:

{
娜 = 一 1

D竺
。
+ s= 一 D梦

(N = 2 , 3 , 4 ,

⋯ )

(tn = o , l , 2 ,
⋯

,

N 一 3 )

(j= 1 , 2 , 3 ,
⋯

, 2 琳 )

( 2
.

12 )

定理3 :
定理 2 所构造的中洲

:
) (N > 3 )

,

其付里叶逆变换为

切,
(t ) =

( N 一 2 ) ( N + 1 )

2 2

二刀
N 一 ’

s i n
Z

(龚
花

)
。i n

券
“

’

t万

s , n迢兰
艺

汀 t
·

Sl n )
(2

.

13 )

证明 分N 为偶数和奇数两种情形来讨论
.

N ~ 2 1时
,

由 (2
.

5 )式

切2 : ( t )
_ (一 l )

‘一 ‘
·

庵
, ‘

汀 tZ 王

2 , 一 2

艺 D 夸[ e o s (b + j△) t 一 C o s (6 + (j一 1) △) t〕
J 一 1

(2
.

14 )

记

j (b
, r) = 乙 D V 〔c o s (b + j△) ‘一 C o S (b + 咬j一 l) 八川

j 二 1

则有

2 电 + y

E D 梦[ e o s ( b + j八)卜
e o s (b+ (j一 l) △) 才〕

尹二 2

现在

一艺 D g
”·

+ ‘[ C o s (b + 2 “△+ i△) ‘一 c o s (b + 2 “ 八+ ( i 一 ‘) △川

= ‘ f (方+ 2 “戈
一

才) (2
.

1 5 )



D 梦〔e o s (b + jA 、t一 e o s b + ‘j一 z)A )t〕

2zt--兄
2 0 2 1

= 乙 (. ) + 艺
J 二 1 2 = 2 0 + 1

2 2

)+ E (
·

)+ ⋯ +

少= 2 1 + 1 j~ 2 2 ‘净 + 1

直接算出等式右边的第
{一项

「
一

,

再利甲性质 (2 15 、逐 项相加上去
,

最后可得到

2 2 一 2

乞 D 梦[e o 。(b + j△、t 一 e o s (b + (j一 1)△川
了二 1

_ 。一 , )卜
;

.

: 2 卜 :
.

: in
Z

(
一

全
‘
、

.

。; n △,
.

。in Z△, 二
,

: ; n Z : 卜 4
△,

.

。、n ‘。+ 2 2
卜 : △),

、 乙 /

把这个结果代入 处2
.

1 4 )式 :

(2 1一 2) (2 1+ 1 )

2
甲 2 王气‘) ~

2

二刀
2 ‘一 ‘

s‘n
Z

(
2

黑)
·

: in

荞
⋯ 。in

警
·

。, n

干
t Z‘

—
(2

.

, 6 )
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即是定理 3的结论
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我们就可把本文的主要结果叙述如下
:

定理 4 (时域中的高阶取样定理 ) 设f Lx) 〔尸为 b频谱有限函数
,

那么当取样间隔h《川b
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, :
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高阶取样定理

其中刀= 二/b 一 h
.

用同样的方法
.

可推 出形式 上完全一祥的频域中的取 洋定尼
.
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正是由于这些性质
,

使公式 (2
.
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.

20 )成为取样公式
.
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Sa m Plin g Fo rm u la e o f H ig he r o rde r

C h e n D a 一d u a n L iu X ia o 一m in g

(S h a n g ha 泣U ”‘v e r s i才口
,

S h a n g h a i 2 0 0 0 7 2 )

A bs t ra c t

Sh a n n o n s m a Plin g the o r e m 15 th e b a s io th e o r e m in s ig n a l r e e o n s t r u e t io n b a s e d

o n d is e r e t e s a m p lin g v a lu e s in e o m m u n io a t io n th e o r y
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T he e a le u la t io n o f t h e th ir d o r d e r fo r m u la o n tli e c o m
-

P u t e r p r o v e s th a t it e o n v e r g e s m u e h fa s t e r tha n th e Sh a n n o n fo r m u la
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9 iv e s a g e n e r a l m e th o d t o e o n s t r u e t a h ig he r o r d e r s a m p lin g fo r m u la
.

Ke y w o rds b a n d 一lim it e d
. s a m p lin g

.

N y q u is t f r e q u e n e y


