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摘 要

本文给出研究非完整系统相对部分变量稳定性的一种方法
,

并得到非完整系统相对部分变 量

的一些稳定性定理
:
同时

,

本文还得到一类非完整系统相对全部变量稳定性与相对 部 分变量稳定

性的关系
。

关份饲 非完整系统 部分变量 稳定性 流形

一
、

引 言

自从 W h i七t a k e r 【”于 1 9 0 4 年首先提出非完整系统的平衡位置稳定性问 题 以来
,

许多

学者在这一领域作了大量的研究工作
,

得到了许多重要结果
〔2 一 8 ’.

非完整系统不同于完整系

统
,

其平衡位置常常不是孤立的
,

且其运动方程的特征行列式是非对称的
,

这使得部分变量

稳定性的研究在非完整系统稳定性的研究中占有重要位置
.

P y M 只 H 双eB
〔“, “’
研究了线 性 齐次

非完整系统相对部分变量的稳定性
; 文献〔6 」将一部分以往结果推广到了非线性非完整系统

.

然而
,

这些研究还不够完善
,

特别是关于非线性非完整系统的稳定性
,

结果不多
.

本文给出

一种研究非完整系统平衡位置相对部分变量稳定性的方法
,

此方法既适合线性非完整系统
,

也适合非线性非完整系统
.

由此
,

本文得到非完整系统平衡位置相对部分变量稳定性的一些

判据
.

对于某些非完整系统
,

其相对全部变量的稳定性与相对部分变量的稳定性具有等价关

系
,

文献 【s] 给出了一类这样的非完整系统
.

本文得到了另一类这样的非完整系统
,

而 文 献

【8」中的系统为其特殊情况
.

二
、

相应完整系统在约束流形上关于部分变量的稳定性

设力学系统所受完整约束是定常的
,

其位形由
n
个广义坐标 q 。

(
: = 1 ,

⋯
,

n) 来确定
,

在系

.
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统的运动上受有g 个理想的定常 H eT
a

eB 型非完整约束

f , (q ,

4 ) = 0 (刀二 1 , 2 ,

⋯
, g )

其 .巾 q = (9 1 , 9 2 ,

⋯
, g 。

)
, ,

4 = (空
, ,

空: ,

⋯
,

空
。

)
, .

系统的运动方程可表为 R o u th 方程形式
【7 ’

(2
.

1)

d 口T 口T

刁子 刁石 一百百万=

口U

奇
+ Q

·

+

石
“,

瓮 (
s二 一, 2 ,

⋯
, n

) (2
.

2 )

其 中 T
一令乙
“

, , -

月
‘,

(q )空冲
,
为系统的动能

,

U = 匕(q )为系统的力函数
,

Q
。

= Q
。

(q
,

奋) 为

系统所受非有势力
,

彻为不定乘子
.

将约束方程 (2
.

1) 对 t求导
,

得

幼 (丝
于贸 、 d q

蚤。
·

十

绘
一

。
·

)
一 “

(2
.

3 )

将由方程 (2
.

2 )解得的壁
。

(
: ~ 1 ,

⋯
,

的代入方程 (2
.

3 )
,

得到为确定乘子彻的代数方程

乙 乙 乙 A甜
声二 l a = 1 1 = l

蒸孕
; , +
分肇

。

O q 名 U 梦 .

1二丁 U g 乙

器势双
一

鑫乡
,

、 口U·〕。· 。· +

器
+ Q

·

}
·

乙l=l
+

(下= l , 2 ,

⋯
, g ) (2

.

4 )

.、.了

一匕
.

n乙
口了飞、

由方程 (2
.

4 )可求得彻
,

设为

几, = 几, (q ,

寸)

将式 (2
.

5 )代入方程 (2
.

2 )
,

得

d 口T 口T 口U

d t 口q
。

口g , 一 口g a

(刀= l , 2 ,

⋯
, g )

+ Q
:

+ 月
,

(s = 1 , 2 ,

⋯
, n ) (2

.

6 )

。
。。 , _ 价

: , _ , 、

盯 , 二 , * 。二。二* 二 二 。 Il’ ,

瑞*
二口 , 。 。 、

、 、 , 卜

* . , ,
, 。 , 、

其中 刀
:

一艺 标 (q ,

4 )署了为系统所受约束反力
.

我们称方程 (2
.

的为与非完整 系统 (2
.

1)
粼

一 “ ‘

”
一 ’

衬
, / ‘ “ 、

‘一
’

~
一

“
’一

~
’ ‘

”
“

” ‘ l.J
’

“
‘

匡
‘一

’

一 ‘ / ‘ J ” r , “~ ~ ~
‘

一
‘

(2
.

2 )相应的完整系统的运动方程
.

非完整系统的运动可 由约束方程 (2
.

1) 和相应完整系统的

运动方程 (2
.

6 )确定
.

将该二 o
,

寸一 。代入 (2
.

f , (q , 0 ) ~ o

l) (2
.

6) 中
,

可得系统的平衡方程

;氛
+ ‘Q

·

+ “
·

, “一
0

(”一 ‘, 2 ” ”

⋯
“)}

(‘= l , 2 ,

⋯
, n )

‘

(2
.

7 )

这里假设 (Q
。

+ 刁
。

) }‘
= 。

有意义
.

以上方程组中含有
。+ g 个方程

, , 个未知量
.

由于方程 (2
.

3 )

与方程 (2
.

6 )相容
,

故方程(2
.

7 )中的第二组方程中至多只有
。二 n 一 g 个独立

.

这样
,

平衡方

程 (2
.

7 )中至多只有 n 个独立的方程
.

现设

D = { (q ,

营) {f , (q ,

吻) = o ,

刀= 一,

⋯
, g } (2

.

5 )

显然
,

D 是尸
”

内的一闭流形
,

称为系统的约束流形
.

从方程 (2
.

6 )的推导过程可以看 出
,

D
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是相应完整系统运动方程 (2
.

6 )的不变集
.

从而
,

非完整系统的稳定性可以转化为相应完整

系统在约束流形上的稳定性
.

定理2
.

1 非完整系统(2
.

1) (2
.

2 )的平衡位置 q = 互
,

寸= 0相对部分变量 q ‘ ,

4
‘

的稳定性

等价于相应完整系统(2
.

6 )的平衡位置 q 一互
,

4 ~ 0在约束流形刀上相对部分变量 q ‘,

4
‘

的稳

定性
,

这里 q
‘
= (g : ,

⋯
, 9

.

)
, ,

4
‘

= (空
1 ,

⋯
,

空
.

)
, .

平衡位置相对部分变量的稳定性已经有了一系列结果
‘。’,

这些结果大多可以被移植到在

闭流形刀上相对部分变量的稳定性
.

例如

命厄 若存在函数犷 = 犷(q
,

4 )在流形刀上相对部分变量q ‘ ,

4
‘

正定 (负定 )
,

且i) 它沿

原系统的导数护在 D 上常负 (常正 )
,

则平衡位置在流形D 上相对部分变量 q’
,

奋
‘

稳定 , ii )

它沿原系统的导数夕在 D 上相对 q’
,

4
‘

负定 (正定 )
,

则平衡位置在流形 刀上相对部分变量

q 尹,

奋
尹
渐近稳定

.

三
、

非完整系统相对部分变量的稳定性定理

不失一般性
,

假设q = 0,

程(2
.

6 )的平衡位置
.

取犷函数为

厂= T 一 U

它沿方程(2
.

6 )的导数为

寸= 0为非完整系统 (2
.

1) (2
.

2 )的平衡位置
.

显然
,

它也是方

(3
.

1 )

“一

刹鑫会
一 犷一“

)

一

户(子器
一

器
- 口U

口q ,

旦旦、‘
口0 .

,
‘ -

= E (Q
,

+ 过
,

)空
.

(3
.

2 )

若力函数U 相对部分变量 q
‘

负定
,

那么犷 = T 一 U 在流形D 上相对部分变量 q ‘ ,

寸
‘

正定
.

这时
,

利用命题
,

有结论

定理3
.

1 如果力函数U 相对部分变量丫负定
,

且

i) 艺 (Q
,

+ A
,

)qa 在流形D 上常负
,

则平衡位置 q = o ,

4 = 0相对 q ‘ ,

4
‘

稳定 ,

ii ) E (Q
,

+ 刀
。

)如在流形D 上相对部分变量q’
,

寸
‘

负定
,

则平衡位置 q = 0 ,

寸= o 相对

q
‘ ,

寸
’

渐近稳定
.

若力学系统仅受线性非完整约束

艺
a s , (q )夕

,
= 0 (刀= l , 2 ,

⋯
, 夕) (3

.

3 )
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并假设系统只受““””“用
,

那“
,

“约束“” Dl 一

{(m
‘, ,

乡
·‘。)qa 一。,

”-

一
g

}
上

,

E (Q
.

+ 过
.

)空
。

= 乙 刁
.

空
a

== o (3
.

4 )

若系统除受有势力作用外
,

还受有耗散力F
.

(q
,

寸)= 艺 B ,a (q )空
,
作用

.

那么
,

在约束

流形刀
: 上

,

兄 (Q
.

+ 对
.

)空
。

= 艺 F
。

如《。 (3
.

5 )

所以
,

由定理可得

推论 3
.

1【“’ 若线性齐次定常非完整系统的力函数U (q )相对q ‘
负定

,

那么无论有无耗散

力作用
,

其平衡位置q = 0 ,

寸~ o相对部分变量q’
,

4
声

都是稳定的
.

如果非完整约束(2
.

1) 满足关系

户黔
一掩,j, (刀= l, 2 ,

⋯
,

g ) (3
.

6 )

那么
,

推

类似推论 (3
.

1 )
,

有结论

论3
.

2 对于受有满足条件(3
.

6 )的非完整约束(2
.

1) 的定常力学系 统
,
若 其 力函 数

U (q )相对q’负定
,

那么无论有无耗散力作用
,

其平衡位置 q = 。,

4 = 。相对部分变 量q’
,

奋
‘

都是稳定的
.

例3
.

1 假设一单位质量质点在空间中运动
,

其动能 为 r 一

告(, : + , : + 。: )
,

力函数为

u
一去(。乏+ 。封

,

耗 散 函 数 为 F = 共(。呻 : + 。讨 ; + ; 3
姚 )

,

非 完 整约 束 方 程为

“
, : 一

合
〔a l(。)。: + a :

(。 ,。, 〕一“
,

这里要求
,

对任意的“〔R
, a !

(0 , 0 , ‘
,与

a :
(“

, ”, ‘
)有意义

.

方程(2
.

2 )给出

璧; = 一 9 1 一拼,空: 一 a :空; 几、

q : = 一 g : 一拼: 空: 一 a Z

空: 几 》

女3 = 一拼
3

空: + 几 )

由约束方程和方程(3
.

7 )求得

(3
.

7 )

喜(。l空: + 。: q ; )+ , 。

空
。一 a ,。 ;空; 一 a : 。:。: 一 。la ,空卜 。: a :空;

乙

l + a
孟空{ + a 孟空全

由平衡方程(2
.

7 )求得系统的平衡状态流形

9 1 = 灌(q ,

寸) Iq ; 二 9 2
= 0 , q 3

任R
,

寸= o }

利用凡的表达式和方程 (3
.

7 )可得
,

在约束流形上
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乙 (Q
.

+ 刁
.

琦
.

= 一 拼lq卜 拌讨卜拼3

空;

(a l空: + a : 空盆)[(拌
3一 2拼:

)
a ;空{ + (拼

: 一 2拼:
)

a Zq里+ 。lq呈+ 。: q ; 一 Z a :口1空: 一 Z a : q :

空: 〕
4 (1 + a

受空; + a ;空盖)

可以看出
,

当拼1
> 0 , 拼: > o , 科3

> 0时
,

在奋一。的充分小邻域内艺 (Q
,

+ 过
。

)空
。

常负
.

所以
,

利用定理 3
.

1可知
, g ; 上的每一点相对部分变量 q l , q Z ,

空l ,

如都是稳定的
.

例3
.

2 设力学系统的动能为 T 一
粤(奴 + 好 + ‘ )

,

力函数为u
一令(。受+ 。封

,

耗散

“
函数为F 一

扣
: + 。: )

,

非完整约束方程为。
3
一 。1 0 1一 。2如一

凌
一

(。; + 。:

方程 (2
.

2 )给出

女; 二 一 q l一空l一 q ;几、

口: 二 一 g : 一空: 一 g :
几 }

qa = 几 )

由约束方程和方程(3
.

5) 求得久

(3
.

8 )

好 + 姚 一 q盆一 q 井
l + q 全+ q盆

由平衡方程 (2
.

7 )求得系统的平衡状态流形
罗 : = { (q

,

4 ) }g ; = g : = o , 9 5

任R
,

4 = o }

利用凡的表达式和方程 (3
.

8 )可得
,

在约束流形上

乙 (Q
.

+ 刀
a

) 空
a

= 一 (夕里+ 空; ) (2 + q 孟+ q ; ) + (口; + g 至)
2

2 (l + q 里+ q 孟)

3

显然
,

在约束流形上 E (Q
。

+ 刀
:

)如相对q l , q , ,

空, ,

堂
:

负定
.

所以
,

由定理3
.

1知
, 兮 2

上的每一
口 = 1

点相对部分变量 q l , q Z ,

空, ,

么都是渐近稳定的
.

假设非完整约束(2
.

1) 能表示为

f , = 空
. + , 一 甲, (q

,

口
‘

) = o (刀= 1 , 2 ,

⋯
, 夕) (3

.

9 )

这时
,

有如下渐近稳定性定理

定理 3
.

2 如果非完整系统(3
.

9 ) (2
.

2 )在 其 束流形 D
: = {q

,

4 ) lq
. 十 , = 卯, (q

,

寸
‘

)
,

刀= l,

⋯
,

毋上满足

i ) 在平衡位置上 g r a d U = 伪

ii , 、平衡位置的某邻域 内 。 和

鑫(黔惑
d U

刁q
。 + 夕瓮)

“舀 相对 “‘

负定
,

且这是

由其二次项确定 的,
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E (Q
,

+ 刀
,

)空
,

相对 4 负定
,

且这是由其二次项确定的 ,

森{:;
。
一 或

器}
。

,

一。一 0 ,

Q
·

{
。

一
0

、

,
r、、1.

二llV
.�.二;二

(
s = l ,

⋯
, 。, , , 。二 1 ,

⋯
, e
)

.

那么
,

此系统的平衡位置相对部分变量q ‘ ,

才渐近稳定
.

证 明 取厂函数为

V = T 一 U + 刀艺 (凳
一

+

感
口T d 切,

口空
. + 夕 口空

, )
。·

在定理的条件iv )下
,

它沿方程 ( 2
.

6) 的导数为

“一

鑫
‘Q

·

+ “
·

, ‘
·

+ ”
〔井(釜

+

井斋瓮)
。
·

+

象喋
+

慈器舞)
。· +

户( Q
。

+ 名 Q
. , ,

箫》
·

+ ⋯
」

其中未写之项为4
,

q’的次数不小于 3的项
。

由定理的条件ii ) iii )知
,

在约束流形上
,

乙 (O
。

+ 刁
。

)空
。

+ 刀[

+

鑫
万

黔架)咖
对。负定

,

绘(器
+

鑫
口U 日切-

j 竺一旦望二、
口q

。 , 口 d 寸
,
I
q

,

相对 q’ 负定
,

且这些是由

其二次项确定的
.

从而
,

可 以推得
,

在约束流形刀
: 上夕相对丫

,

4 负定
.

由定理的条件1) 11 )可知
,

在D : 上犷相对丫
,

4 正定
.

所以
,

系统的平衡位置 q 一 o
,

4 = 0相对丫
,

4 是渐近稳定的
.

显然
,

它相对 q’
,

4
‘

也

是渐近稳定的
.

对于仅受线性齐次非完整约束

空
. + , = 乙 b

。 + , , 。

(q )空
。

(刀= 1 , 2 ,
⋯

, g ) (3
.

10 )

且受完全耗散力作用的力学系统
,

定理 3
.

2中的条件 iii ) iv) 自然成立
.

这时
,

可以得到

, _ , 一 ~
,

“ 、 ~
,

_ _ _ J ; ; _ , 、二 、
_

‘ ~ “一 ~ 。 一
二 ,

一启 I 口U
.

推化 J
.

舀 又口未位学蔺仪直工 g f o u LJ = U ,

且位带筒仪直俐呆钟域 l月 LI 刊乙 几万丁- 十
口 二 x 、 U g ‘

口U

口q
, 十 ,

b二 , , ,

)
q ·

相对。
,

负定
,

而这是由其二次项确定的
,

刀体么
,

在完全耗散力作用下
,

g一.�一

、‘口尸

线性齐次定常的非完整系统的平衡位置相对 q ‘,

4
‘

渐近稳定
.

例 3
.

3 例 3
.

1中所讨论的系统满足定理 3
.

2的条件1) 11) iv)
.

若还要求肠 > o ,

则条件

11 1) 也成立
.

所以
,

这个系统的平衡位置相对部分变量q , , q : ,

空, ,

么是渐近稳定的
.
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四
、

相对全部变量稳定性与相对部分变量稳定性的关系

假设q = 互
,

寸= o为系统的平衡位置
.

定义区域

Q = { (q
,

4
‘
) }n(q ‘一 J

‘,

4
尹

) }< H
, o《 l}q

ll 一 J
“

臼< + oo }

这里
,

H > o ,
q 护 = (9 . , : ,

⋯
, g 。

)
r ,

互
‘= (贾

: ,

⋯
,

口
.

)
, ,

硕
即二 (口

. , : ,

⋯
,

叮
。

)
, .

假设非完整系统所受约束 (2
.

1) 能表示为

4
’ . 艺 。,

(q
,

4
‘
)空

,

(4
.

1)

的形式
,

且扩在 区域Q内有界
,

即存在 A > o ,

使得扩在O内满足 }扩 }< A
.

对于以上系统
,

有结论

定理4
.

1 对于受有非完整约束 (4
.

1) 的定常力学系统
,

其平衡位置相对部分变量 q’
,

拿稳定的充要条件是此平衡位置相对全部变量 q
,

4
‘
稳定

.

证明 充分性显然成立
,

只需证明必要性
.

将q ,
= q

。

+ 晶代入方程(4
.

1) 中
,

得

看
“

= E 了 (奋+ 云
,

户
‘

)看
,

一兄 场
’

(仁
,

遏
’

) (4
.

2 )

这里扩= (自
,
⋯

,

氛)
r ,

l,, 一 信
. + l ,

⋯
,

占动 r ,

七= (U 飞
“ , ) , .

显然
,

扩在区域 O= { (云
,

夕川}(L’
,

者
‘

) l< H
, 。引}叫K + oo }内有界

.

系统的平衡位置关于q ‘ ,

4
‘

是稳定的
,

故有
:
对于任意的。。> 0 ,

存在小于
e。
的 d

。
= 占

。

(。
。,

亡。)
,

使得当l云
。

l< 6
。

时
,

< 山时
,
有

有 !.;
,

: < 。。 .

取“
1一“1

(
。。 , , 。)一 “

。

(
一

碳渝
, ‘。

)
,

, 体么
,

当 ““
。
”

1}云
, l}<

君o

1 + Z A e

并且

夙 11《 l[l0l ,<
~

带沈
,

IIl’’lI 引 1011 < 不六丽

所以
,

我们得到
, Z e

。

11‘
’

一训l钊IL’ ”+I I训l又
一

了初面云

由式 (4
.

2 )得

IlLl, 一绷,一

{粼:0&, ‘,dt }。 乙 11雪
,

一雪
, 。

甘《滋阿 一仁日

所以

这样

l】仁
11

}}《 l!互
l, 一鱿 l}+ }}么笔l《且

。
}}仁

‘
一鱿 I}+ }{云笠1}

J ZA ee 。 .

s n

又
~二一了下一丁- - 十下

一几下二 二r 二 = 旬
1 十 艺月己 1 .

针 乙六 6

,

得到结论
:
对于任意的

“。> 0 ,

存在占= m in {d
。,

山 }
,

使得当 !!亏
。

}< d时
,

一定有

}{亏}}《】}互
‘

{{+ }}七
l’ }}<

“。+ 。。= Ze 。
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这说明系统的平衡位置相对全部变量 q
,

f 是稳定的
.

文献【8〕讨论了如下非完整系统
: 其约束方程 (2

.

1) 能表示为以下的形式

4
. + , = 艺 f二(q

‘ ,

续
‘

) 4
,

(刀= (4
.

3 )

这里儿在点q’ = 寸
尹,

4
尹
= o的某邻域内连续

.

显然
,

这是定理4
.

1中系统的一个特殊情况
.

推论 4
.

1 ‘“’ 受有非完整约束(4
.

3 )的定常力学系统的平衡位置相对部分变量 q
‘,

4
‘

稳定

的充要条件是此平衡位置相对全部变量 q
,

4
‘

稳定
.

假设系统仅受有线性非完整约束

q
. + , = 兄 b

. + , , 。

(q )空
,

(刀= l , 2 ,
⋯

, g ) (4
.

4 )

这里要求b
. + , , ,

在 区域Q , ~ {ql lq ‘一互‘ l< H
, 0《 q “一 J

“ },< + oo }内有界
.

由定理4
.

1 ,

有

推论4
.

2 受有线性非完整约束 (4
.

4 )的定常力学系统的平衡位置相对部分变量q’
,

4
尹
稳

定的充要条件是此平衡位置相对全部变量 q
,

4
‘
稳定

.

例 ;
.

1 设万学系统的动能为 T ==粤(。: + 空里+ 姚 )
,

力函数为u = 一鲁(。翌+ 。劲
,

耗散
甘 ‘ - . -

一~
J

,
、

叮“ ” ,

~
’

但一
一

2
、 占 昌 ’ 乙 ‘ ’

昌 ‘ 了 ’ 产 矽

一~
产 , 一 2

、1 ‘ ’
, 日 尹 ’ 甲 “

~

函数为二一粤(。
:。: + 。:空盆+ ; 3空雪)

,

系统所受非完整约束为空
。一 s in 。。空: + 。1空:

.

‘

此系统为例 3
.

1中系统的一个特例
.

从而得知
,

系统的平衡位置q ; = o , q : = o , q 3
= c 相

对部分变量q : , q Z ,

q l ,

么稳定
.

由定理4
.

1得
,

此平衡位置相对全部变量也是稳定的
.
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