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摘 要

本文在「1 」的基础上
,

用多尺度法和数值模拟对含二次非线性项的受迫振子作了进一步研究
,

探讨了其浑沌域与主共振曲线的关系
,

通过对主共振曲线稳定性的分析
,

我们推测浑沌运动 将 发

生在主共振曲线具有垂直切线的频率附近
,

数值模拟结果证实了这一推测
.

这就 为 那 些 难 以 用

M e ln ik o v方法处理的系统
,

提供了一条寻求浑沌运动的可行途径
.

关. 词 多尺度法 主共振曲线 数值模拟 浑沌运动

一
、

引 言

众所周知
,

浑沌研究中目前最行之有效的解析方法为文〔2 〕发展的M el ni k o v 方法
,

这

方面的应用与推广详见文 〔3、 5〕
.

但是
,

岌量的浑沌问题还不能用 M el ni k o v 方法去处理
,

必须发展新的方法
.

文 〔6
、

7〕在这方面作了一些尝试
,

用谐波平衡法和数值方法对D u ffi n g 方

程进行了研究
,

得到了可 喜的结果
.

在本文 中
,

我们将再次考虑〔l] 中曾研究过的含二次非

线性项的受迫振子
, + 子毖+ x 一月

x , 二了e o s o t (1
.

1)

并在〔lj 研究的基础上
,

用多尺度法和数值模拟对该振子产生浑沌运动的浑沌域 与其主共振

曲线的关系作了进一步探讨
.

我们首先用多尺度法得出主共振 曲线
,

并且根据对该主共振 曲

线各段稳定性的分析可 以推测出使该系统产生浑沌运动的外激励 的频率域
,

必在主共振 曲线

具有垂直切线的某一频率附近
.

数值模拟结果证实丁
‘

这一推测
,

这就为那些难 以用M el ni k o v

方法处理的系统提供了一条寻求浑沌运动的可 行途径
.

二
、

摄动解及其稳定性

考虑系统
公+ J毖+ x 一口

x Z = 了e o s o t
(2

.

1)

.
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它的物理背景是受弹簧约束带电导线运动的例子
『8 ’.

其中J
,

刀
,

了
, 。为正的或负的参数

.

为

了得到主共振解
,

我们 需要指定阻尼
,

非线性以及激励的阶数
,

使他们在相同量级上相互影

响
.

为此
,

我们假设

子= s“占
,

口= 。
刀

,

了=
。‘

f
,

则方程 (2
.

1) 为
公+ x = 一 。2占分 + :

脚
2 + 。Z

fe o s。才 (2
.

2 )

现利用多尺度法
‘. ’
寻求方程(2

.

2 )的下列形式的一致渐近解

x (t
, 。
) = x 。(T

。,
T l ,

T :
) +

。x l (T 。,

T : ,
T

Z
) + 。, x :

(T
。,
T , ,

T :
) + ⋯ (2

.

3 )

式 中 T
。

为快变时间尺度
,

T , ,

T
:

为慢变时间尺度

T
o
= t ,

T一
。t ,

T
: ~ 。Z t

据此得微分算子

d 口 d T
。 .

万下 = 气石币- ~

一而 ; 十
Q T 0 1 o G 不

a d T
I

几布币犷 - 一

、 二- 十
口J I Q 犷

d T

口T
:

d t
+ ⋯

= D
。
+ 。D I + 。ZD : + 一

d
Z 。

,
.

_ 。 。
.

, , _ 。 。
.

。
。 、

.

刁了厄
~

= 刀云+ 艺e刀
。
口 , + “一

L艺口
。

刀 , + 刀 ; ) + ⋯

(2
.

4 )

其中
一 口
刀

,
= 刁兀 ‘”= 0 , l , 2 )

·

我们在本文 中只考虑主共振
,

因而设

。 = 1 + ￡Z a

将 (2
.

3 )、 (2
.

5) 代入方程(2
.

2 )比较
。
的幂次

,

得下列微分方程组
:

D 落x
。
+ x 。

二 o

D 急x
, + x l= 一 ZD

o

D lx 。
+ 你毛

D 名x
Z + x : = 一 ZD

o

D lx ; 一 ZD
o

D : x 。
一 D 孟x

。一 占D ox 。

+ 2脚
。x ; + fe o s (T

。 + a T : )

方程 (2
.

6) 的复数形式的解为
x 。 = A (T I ,

T
:

)e x p (‘T
。

) + 河(T
: ,

T : )e x p (一 sT
。

)

这里亘为A 的共扼复根
.

将 (2
.

9) 式代入方程 (2
.

7 )得到

D 活x l + x , = 一 ZID ,A e x p (‘T
。
) + 刀〔A

Z e x p (ZIT
。

) + A 又〕+ e e

符号 c c 表示等式右端函数的共辆复数部分
.

要使解中不出现长期项
,

必须有

D IA = 0 ,

由上式得A = A (T
:

)
.

则方程 (2
.

1。)的特解为

(2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

7 )

(2
.

8 )

(2
.

9 )

(2
.

10 )

(2
.

1 1)

x l

一月
,

Z e x p (2‘:
。
) + 刀, : + 。。

(2
.

1 2 )

将 (2
.

9 )
,

(2
.

12 )式代入方程(2
.

5 )得

_
.

F
_ .

。
,

。
。 J 。 . J

10 。 , J , 二

刀右翔 十 x , = l一 邵刀
2月 一刀丈月 一 。, 月十 蕊

一

户
一

丑
一

八
L O

+

普
e X p (a :

2‘)〕
e X p (‘:

。

) + N s T + 。c

式中N S T 表示不产生长期项的项
,

消去方程(2
.

13 )中的长期项
,

得

(2
.

1 3 )
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设

一 2‘刀2 , 一 。: , 一。‘, +

譬,
2
,

2

, +

普
e x p (a : 2‘)一 。

A 一

音
a e x p 〔““

(2
.

14 )

(2
.

1 5)

这里a和协为T :
的实函数

.

将 (2
.

15 )式代入 (2
.

14 )式
,

分开实部与虚部
,

得

(2 一6 )

、

l
产

we
户

/

y0 O S

.矛J一2

粤一尊
。+ 姜

: in ,

幼 J Z

“
其中

的解

_

d , _ _ _
、 5产

_ : 土

与了百一
。“ 下万丁

“ 下

, = a T : 一价

* ‘二‘ ~ * , d a 。
d ? 。

、
。。

、六丫*
二口 阳

正吊迫叨浏些丁石了诬=
U ,

正几 =
U ·

分 以l, 浏伴丁jJ 任姐

己
万a = 姜

: in ,

‘

{ (2
.

1 7 )
_ .

5刀2

仃 a
.

1 .

- 二二一

lZ

a 3

一姜
。。 : ,

‘

.

从方程组 (2
.

1 7 )消去护
,
得到频率响应方程

偌a)
“+

(
a ·+

等
·

今
‘一

誓 (2
.

1 8 )

考虑到 (2
.

5 )式
,

即可得图 1和图2两种情况下的频率响应曲线
.

现在我们来决定定常运动的稳定性
,

为了实现这一点
,

设

a == a 。+ a

护== 护
。

+ 护- } (2 一 9 )

其中 a 。 ,
,
。

为(2
.

17 )的一组解
, a , , , l

为小的扰动量
.

将 (2
.

19 )代入 (2
.

16 )并对
a , , , 1

展开
,

注意到a0
,

协满足 (2
.

17 )并略去a l, ? 1二阶以上微量
,

得

、||七/

l
d a l

一音
· : +

(普
。。·,

0)
, 1

(2
.

2 0 )
一

(臀
·。 一

击
。。 8 , 。

)
一 +

(
一

去
一‘·y

。

)
? 1

dTz业dTz

因而定常运动的稳定性依赖于 (2
.

2 0) 式的右端的系数矩阵的特征值
.

利用 (2
.

17 )式
,

可得到如下的特征方程
:

* 号
a

ao+ 臀
一

飘
。十

臀
·‘)

a 孟

。 .

占
凡十又

乙

护一4
+

展开此行列式得

, , . 。 , .

1 _ .

5刀
2 _

八I
_

一 5 0 2 _ 2

几
2

+ d几+ t a +
.

拱
a
孟1t a + 于二刀

Z a
息‘

一”
’

、
一 ’

12 一 “

, 、
一 ’

1Z
J- 一 “

因此当
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(
a +

思
·
:)(

a +

譬
·
;
)
+

答
< 。

(2
.

2 1)

时定常运动是不稳定的
,

否则是稳定的
.

据此可以得知图 1和图 2上两垂直切点之间部分A B与

面为不稳定
,

其余部分则为稳定
.

。 , ‘ 一 1
.

88
.
一 0

.

2 6 3

山 c‘ 一 2
.

4 4

山。 . 0
.

0砧

竺生洲
可

l \

{件竺/

—
一三= 一亏

-
~ ‘~ ~ . . ~ . .月~ . . . ~ ~加

曰

圈 1 主共振曲线 占二 0
.

3
,

了二。
.

79
,

刀二

浑沌域 。〔(一 1
.

7 2
,

一 1
,

6 92 )

田2 主共报曲经 d . o
.

4
,

f二 1
.

15
,

夕. 1

浑沌城 。〔(一 1
.

了4
,

一 1
.

7 0 )

三
、

数 值 模 拟

我们巳经知道浑沌运动是非线性振动理论研究对象的自然延伸
.

那么
,

我们自然而然的

就会猜想这种运动必然和经典的运动有着某种联系
.

显然
,

稳定的运动是不可能 出 现浑 沌

的
,

那么
,

对不稳定的运动呢 ? 我们知道对不稳定的振动
,

只须稍加干扰就可使它离开原来

的状态
.

这时若还存在 另一种稳定的振动状态
,

那么最终有可能趋于它
,

但若不存在 另一种

稳定的振动状态
,

或虽存在但不趋于它
,

那么会发生什么情况呢 ? 纯数学地可 以说振幅趋于

无限
,

但这在物理上其实是不可实现的
,

实际出现的就是浑沌运动
.

从这一思想出发
,

再加

上现有的M el ni k o v 方法
,

我们便可作出这样的推测
: 那些使M el ni k o v 函数具有简单零点

的浑沌域
,

必将位于共振 曲线上某一具有垂直切线的频率邻域之内
。

为了证明我们的推测
,

我们将对方程 (2
.

2 )进行数值模拟
.

在本文中
,

取 定刀= 1 ,

固定

阻尼乙和幅值f
,

分别对图 1和图 2 上的A
、

B
、

C
、

D 四点附近的。进行数值模拟
.

结果如下
:

对图 1
_

巨的B, 点(。 , ~ 0
.

2 63 )和图 2上的D 点 (。
。
= 0

.

0 5 5 )附近进行数值模拟
,

结果在这两

点附近均未发现浑沌
.

从文 〔l 〕中我们知道这两点均不满足M el ni k o v 函数具有简单零点 的

条件
.

图 1上的A 点 (。
,
= 一 1

.

88 、附近数值模拟结果见图 3和图 4
.

图 3给出了偶阶次次谐分叉的

典型例子
,

图 4 (a) 为相平面图
,

其形状好象一拆迭的丝束
,

中间疏密不同
,

其上可以清楚地

看到轨线最后的走向
.

换言之
,

相轨线永不封闭
.

图 4 (b )为P oi n c ar e 映射
,

这是一个很有

趣 的奇怪吸引子
,

其上部象一只张开嘴的鹰的头部
,

下部为错位了的身躯
.

分折所得的图形
,

我们说这是一个浑沌运动
.

显然对图 1所给的条件
,

即给定刀= l ,
d = 0

.

3 ,

了= 0
.

79 时
,

系统

通过偶 阶次次谐分 叉导入浑沌
.

经过大量的模拟
,

我们发现在主共振曲线上浑沌域很窄
,

见图

l中的阴影区
.

图 2 上C点 (。。二 一 2
.

4 4 ) 附近数值模拟结果见 图 5和图 6 ,

图 5 给出了一倍分叉的情况
.

值得指出的是
,

当。 ~ 一 1
.

74 6时仍为周期 4解
, 。 = 一 1

.

74 4时立即进入周期 8解
,

未找到周期

6解
.

这也说明了对图2所给的条件
,

即给定 己= 0
.

4 ,

j“ 1
.

15
,

刀= 1 时
,

系统将通过倍分叉
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性,

f二 0
.

7 9
,

口= 1 (b ) 。二 一 1
.

5
,

d
(a ) o, , 一 2

.

3
,

8 二 0
.

3 = 0 3
,

f二 0
.

7 。
,

刀一 1

目盆(e ) 。二 一 1
.

7 4
,

占二 0
.

3
,

f= 0
.

7。
,

口二 1 (d ) 。 , 一 1
.

72 8
, 己= 。

.

3
,

了. 0
.

79
.

口

圈 万

(a ) 相平面 (b )

明4 。二 一 1
.

7
,

占二 0
.

3 ,

了= 0
.

79
.

Po in e a r e映射

刀二 1

比
一

(a ) 。二 一 2
.

3
.

占二 0

⋯ 
-

L

4 ,

f= 1
.

1 5
.

夕。 1 ( b ) 。二 一 1
.

9 ,

占= 。
.

4 ,

了= 1
.

1 5 ,

口=

匣
一
牛共

( e ) 口二 一 1
,

74 6 .

舀= 0
.

4 ,

f = l
,

15 ,

刀= 1 ( d ) p , 一 1 , 7 d 难,

占= 0
.

d ,

f= 1
.

15
,

刀111

圈 石
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(a ) 相平面

图6 。二 一 1
.

7 1
,

(b ) P o in e a r e映射

占二 0
.

4
,

f二 1
.

1 5
,

夕。 1

导入浑沌
,

其典型的浑沌运动见图 6所示
.

我们经过多次模拟也发现在这组参数下其浑沌域也

很窄
,

见 图 2 中的阴影部分
.

从文 〔l] 中我们知道A点和 C点均满足M el ni k o v 函数具有简单零点的条件
.

四
、

结 论

我们知道
,

非线性系统产生浑沌运动的浑沌域 由M el ni k o v 函数的简单零点加以确定
,

而由本文的研究可知
,

这样的区域将落在主共振曲线某一具有垂直切线的频率邻域之内
.

由

此可得出确定浑沌域的另一方法
,

即 :
先求出系统的主共振曲线并得出其具有垂直切线处的

频率 (一般有两个 )
,

然后在此频率的邻域内进行搜索
,

即可得到系统的一系列周期倍分叉运

动并最终导致的浑沌运动
.

对于一般的强非线性系统
,

其M el ni k o v 函数很难求出
,

但其主

共振曲线却较为容 易得 到
.

因此
,

本文的研究结果
,

为寻求一般强非线性系统的浑沌运动
,

提供了一个简明有效的处理方法
.
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Abstr a c t

B a s e d o n [ 1 ]
.

w e in v e s t ig a t e the r o u t e t o 。h a o s in fo r e e d o s e illa t o r c o n t a in i n g

a s q u a r e n o n lin e a r t e r m o n p r in e ip a l r e s o n a n e e e u r v e s
.

A n d e五a o tie m o t io n 1 5

o b s e r v e d a g a in s t t五e b a ek g r o u n d o f e la s s ie a l r e s o n a n e e e u r v e s
.

st a b i lit y lim it s a n d

ju m P Phe n o m e n a
.

It 1 5 sh o w n th a t e ha o t i。 m o t io n a PP e a r s i n th e n e ig hb o u r h o o d o f

th e Po in t b o th m e e tin g e o n d it io n tha t M e ln ik o v fu n e tio n li a s s im p le z e r o a n d h a v i n g

the Po i n t o f v e r t ie a l t a n g o n t o f th e r e s o n a n e e e u r v e s
.

K e y w o rd s m e t五o d o f m u lt ip le s e a le s ,

p r in e ip a l r o s o n a n r e e u r v e
,

n u m o r se a l

s im u la t io n
.

e ha o t ie m o t io n


