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摘 要

根据一类椭圆型变分不等式离散问题所具有的非线性特征
,

提出了一种简明快速的迭代算法
.

该方法在解决障碍问题及流体润滑油膜破裂自然边值问题等工程应用问题时具有较高的效率
.

关. 词 变分不等式 迭代方法 流休润滑

一
、

引 言

在工程应 用中存在着相 当一类非线性 问题
,

这些问题可以用关于椭圆算子及障碍容许函

数的凸集变分不等方程来描述
.

例如
,

薄膜障碍
、

弹性接触
、

弹塑性杆自由 扭 转
、

流 体 润

滑
、

多孔介质定常渗流等问题
.

在这些 问题中
,

尽管控制方程是由线性椭圆算子所决定
,

但

由于解被限制在 B a n a c h 空间的某一子凸集而非子空间上
,

这就使得其相应的变分原理表现

为一种非线性的变分不等方程
.

有些情况
,

例 去; !具有R e y n ol d s 边界条件的流体润滑 问题
,

原始问题可描述为自由边值问题
,

即控制方程仅在算子定义域口的某个子域 口\I 内成立
,

而

在子域 I内解应满足一定的限制条件
,

自由边界 口I n 口 预先并不知道
,

需要随 问题的解一同

求出
.

有趣 的是自由边值 l可题与变分不等方程有着本质上的联系
,

它的变分原理正是由变分

不等方程所描述
.

对于连续变分不等方程
,

一般 知妥用数值方法进行求解
.

首先把连续问题离散化
,

形成

有限维代数不等方程组
,

差分法和有限元法是常用的离散化方法
.

由于有限元方法可根据场

函数的需要而疏密有致地
、

自如地布置节点
,

并可处理复杂区域形状及便于编制通用程序等

优点
,

使其在结构变分不等式问题中获得 了广泛的应用
.

有限维代数不等方程与约束二次规划问题 有着相似的数学特性
,

因此采用最优化问题的

数值方法来求解离散化的变分代数不等方程应是一条自然途径
.

然而源于椭圆型 变分不等方

程的有限元数值解问题
,

由于其 自身的特 点使得相应 的有限维代数不等方程组
,

与一般规划

问题相 比
,

系数矩阵具有正定
、

高阶
、

稀疏
、

带状等特点
.

正因为如此
,

对于离散变分不等

.
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方程
,

往往不采用数学规化方法
,

而是把普通变分有限元方程的解法加以改造使之适应于有

限维代数不等方程
.

投影点松驰法和块松驰法是经典的且 至今仍广泛应 用的重要方法
,

此外

修正的共扼梯度法
一

‘二,

多重网格法 丁2 , 3 二
等也在离散变分方程的求解中得到了应用

.

本文针对

离散变分不等方程所具有的互补特性
,

提出了一种约束迭代方法
.

实际计算表明
,

这种方法

收敛较快
,

在工程应 用中不失为一种实用有效的算法
.

二
、

变分不等方程的有
一

限元离散

设犷是自反 H ilb e r 七空间
,

K 是U 中非空闭凸集
, “ (。

, 。)是U x U
一

仁的强制对称椭圆双线

性型
,

f〔V 气 求
“〔K

,

使

a (u
, v 一 u )> f(

。 一 u )
,

上述变分不等方程等价于极小化问题
:

V 刀〔K

求
。〔K

,

使

[去
一 (一 ) 一‘(

·
,」

(2
.

1)

J (u )= m in J (
v
) = 111 I n

” _

K

这一问题与普通变分原理 的差别在于 K 是 U 中的子集而非子空间
,

子空间时有
: 毛泛

a (u
, ”) = f 了

” )
,

丫。〔K

这就是普通的变分方程
.

(2
.

2 )

事实上
,

当K 为 V 的

问题 1源于许 多工程应用问题
.

例如绷在区域 口 上障碍物表面的弹性膜
,

障碍物表面方

程为
z 一 劝(、

,

功
,

势伙
,

功 ( O于边界口口上
.

对此 问题

K 一 {。任H 志(口 ) ; 。> 势于口内}

。 (。
, 。)一 f(

v 。
·

: 。、x J : ;
了、

v )一 f{ f
。、x 、。

J J 9 J J g

这里厂 ~ H 毛(。飞是 S o b ol e v 空间
5 几, ”

> 功表示薄膜必须处于障碍物之土
。

又如具有雷诺边

界条件的流体润滑 问题
,

我们 有

K ~ {。〔H 乞(口) , v ) 。于口内 }

r 广 l 口u 口v 。
口“ 口口 、

, ,

a (。
. 。 )~ 日 ‘

a
蒸竺

一

苍
甘

_

+ 刀共件
一

答丫
一

】d x d g
一 、‘ , 一 ’一 JJ

。、 一 口x 口二
’ 尸 口夕 口夕 / 一 ” 一 口

这里。
> 。表示油膜表压不得小于零

,

当出现负压时油膜破裂
,

对问题 (2
.

1) 作 有限元逼近
,

单元剖分为 。。 : 肠= U 口
: ,

这就形成了自由边界问题
.

要求 i今j时
,

单元口
‘

与口 ,
或

不相交或有公共节点或有整条公共边
.

命万
、
为所 有节点之集合

,

尸
。

为
n
次多项式之集合

.

定

义有限维空间犷
、

及其子集 K
、

如下

犷、~ {v 、〔C
。

(口)
, 。 , = o于口。

, v 、〔p
。

于。
, , ‘= l , 2 ,

⋯
, 。 }

K
、二 {。 、〔犷

。, 。 、
> 劝于万

。

}

于是可提 出问题 1的有限元问题
:

求 。、〔K 、,

使
a 仁u

、 , 。 、一 u 、 ! > f 戈
。、一 。, )

,

V v h

〔K
。

(2
.

3 )

应该指出
,

尤
。

未必是K 的子集
,

因为K 、仅要求在节点上满足
。、> 势

,

显然这并不能保

证在单元内部
” 、》矽也能成立

.

例如 当劝二 。时
,

对线性元 K
,
C= K 总能成立 ; 但对二次元

,

基

函数并非总是非负
,

因而 K 。c= K 不再成立
.

相应 的二次元的误差阶为
万e 二

i{“ 一 “, 11= O (h
‘

·
6
一 )
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其 中: > 门 .

这
‘万:
普通的杏分有限元方了介丫之同

, 、

络采用高次元时逼近阶的提高
一

也很有限
,

因此

在变分不等式有限元法中广泛防甲 l均是线件元
,

设 . 冬一 猫
: ,

汤
2 . ·

⋯ 功
, r

一

早有限元基 函数向招
,

砰衅 一
厂。 1 .

。 , . ·

⋯
。 , ’ , 〔尸

” ,

易知厂
,

是 。维

的
, v 、

〔犷
、

可表为

7j ; 一 E
。 ;

娇一 {满乍
,

扫不 (2 4 )

由工比易推知 y 。

与尸
”

同构
, ‘
万K

,
侧

一

灾 的是尸
” ,

卜的闭凸集

K
”

= {书口 }〔尸
” ; 口 ,

> 砂
, ,

i一 !
,

2
.

⋯
, ” }

其中功
‘

为叻在节点艺上的值 (l’一 l
,

2
,

⋯
,

川
.

把 (2
.

4 )式代入 (2
.

3、式
,

可得如下
。
阶离散不等方程

:

求 {。卜〔K
。 ,

使

({v }一 {u }) , [月卫{u }) ({。 }一 {u })
,

{f }
,

其巾〔A , 〔R
“ ’ ” ,

{f }〔尸
” ,

它们的元素分别为
a , , = a (功

: ,

功
, )

,

f
, = f (功

‘
) (i

,

j= 1 , 2 ,

⋯

丫 {v }〔K
,

(2
.

5、

三
、

离散变分不等方程的约束迭代法

为叙述简便起见设劝一 。
,

此时有

K
, = { {v }〔R

. ; {。}> o } (3
.

1 )

它是
n维非负向 录之集合

.

扣 }> 。是指。,

》o , ‘~ l , 2 ,

⋯
, 。 ,

这样 的向量称为非负向量
.

为了

给出迭代过程
.

首先需要给出解的形式 卜
.

的表达
,

为此引入离散变分 不等方程 (2
,

5 、 的互补

性质
:

设 {时〔K
,

是不等方程 犷2 只、的解
,

则存在 { q }〔K
, ,

使得

[A 〕{u } 一 笼f} = 笼g }
,

{。 }
,

丈g } = 。 (3
.

2 )

证 明 由K
,

的凸性
,

不难得 出{时
,

笼衅〔K
, ,

则 笼必 十佃下〔K
, .

干是在 (2
.

引 式中以

笼u } + {。 }代替{。 }则有

{。 } , 扩厂注
,

{。冬一 {f })> 。,

丫笼。 }〔K
,

因{。 }〔K
, ,

由 卜式当然有

笼: }
, ( [A 刁J “冬一 {f }、) , (3

.

3、

另一方面
,

以丈衅一‘K
二

代入 沁 劝 式
,

尔花立茸

一 笼, ‘下?
匕

盆l{u }》 一 福, : }
少

{f }

旦口

傀。 }, ([A 〕{u }一 {f })戒 。 (3
.

4 )

综合 (3
‘

3 )
、

(2
.

4 )二式即可得 (3 2 、式
.

为了证门遥时 套K
, ,

只需注意到 {。
.

}‘K
, ,

因此

{ e ‘}
,

{q 卜= g ￡> 。
,

(i= 1
.

2
,

⋯
, n )

且口。《王q }〔K
, .

从 {。 }》o ,

{g }) 。及{u }, {q }= o可以看出
,

对 i = 1 , 2 ,
⋯

, n , u ‘> O 和 g ‘> o不能同时成

立
,

因此可以把下标集合

I = { 1
, 2 ,

⋯
, n } (3

.

5 )
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分解为

I一 I
。
U I b

其中I
。

一 {i 任I; u ‘> 0}
,

I。二 笼‘〔1
一

; 。; 一 O }
.

显然按此指标集分解必有

(3
.

6 )

u ‘

> 。, g ‘
二 O V f任I

。

(3
.

7 )
“ ‘= O

,

g :

> , V i〔I
。

于是存在初等变换矩阵 [尸」使得

}

〔尸〕〔‘“ ,
,

‘、}
,

“ }卜 [{节} {q0e} {::
〔二

·兀
Pjr

一

咬
,

扫
(3

.

8 )

、,甘

l
、

J .

Z

I艳.
户, .胜万」、‘.

子

在此初等变换下 (3
.

2 )式成为

咬扣争
一

贪
一

{a0a} (3
.

9 )

由上式可解得

{。
。

}= [
、才a 。

〕
一 ‘

{f
。

}
,

笼a。}二 〔月。a

] {。
。

}一任f
。} (3

.

10 )

(3
.

1 0) 式形式上给出 了离散变分不等方程的解
.

从推导过程可以看出
,

对指标集根据 (3
,

6)

式的任何一种分解
,

所求得的结果都能自动满足 (3
.

::) 式的必耍条件
.

因此求解的关键在于找

出一个正确的指标集分解
,

以确保 {ua }> o和 {q 。}》。同时成立
,

这一点可以通过迭代加以实

现
.

迭代的基本原则是
,

对于I的某一分解式 (3
.

6)
,

当求得的解不能满足{。
。

}> 0和笼q
。

}》。

时
,

则对I的这一分解进行修正
.

修正的原则是
,

王、
。

}中非正元 素的下标应 从 I
。

中剔除划归

I。
,

同样笼q
。}中负元素的下标应从I

。

中剔除划归I
。 .

注意到有限元法所得到的系数矩阵所具有的稀疏
、

带状和对称的特 点
,

【A 〕矩阵一般采

用一维压缩存储形式
.

为 了不破坏〔月」的上述特点
,

具体求解时并不采用初等变换改变 「A 〕

的结构
,

而是对方程 (3
.

2 )进行约束处理
.

即对〔A 〕和{介进行约束形成〔助和 {升
,

对应关系

为

a i , =

昆‘浦=

q ‘J =

当i
,

j任I
。

当i任I。

其它

当‘〔I
。

当i〔I b

} (3
.

1 1 )

了
‘
= f

‘

了
‘
二 o } (3

.

1 2 )

按此约束形式
,

刘
一

应于 (3
.

幼式的解可写作

{u }一 [互〕
一 ’

{了}
,

{ g ! 一 巳
{

{川 一笼了}

由 (3
.

1 1) 和 (3
.

1 2 )式
,

不难得出

(3
.

1 3 )

〔p 〕「“」巨尸〕
,
一

〔
三

)
“

: _ _ 。
f

a 、

J
,

[尸] {了}一定
。

少

因此 (3
.

1 3 )式表示的 {。}和 {g }满足
r u a 、 。O 、

[尸] {“ }= 嘴 卜
,

〔尸」{q } ~ 飞 卜
、

0
子 、

q 吞
矛
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因为初等变换矩阵满足 [尸」
少 LP」一 仁们

,

沂 日 有协}
,

笼。、~
几 .

可见扭 }
,

{听是 (3
.

2 )式的解
,

从而可得 出求诬好 》。和笼时》。的迭 {丈算法如下
:

l) 对指标集I一 { 1 , 2
,

⋯
,

呀车刊 始分屏
:

f 一刀 }J 行
,

取 几
1 一 r

,

几
1 一 价 (空从)

幼 置二 一 l ,

迸行达于屯
:

¹ 按 (3
.

11 )不fl(3
.

12 )式形放 j 〕和仔冬;

º 解方程j 〕笼u
“ }= 佗j}求得笼;

“ };

¹ 计算笼q
“ }一 〔过」{。 “ }一 {f };

¼ 若
; }特足扭

“ {
一

》 , 和 {q “

}》 转 :;) ;

½ 置k ;
一 态十 1,

对指标集I 重新分解 I 一 I 沪 U I
一

。“

I a 七 = ·

笼i〔I ; u ‘“少> 。或 q ‘“ < o }

几
“ 一 、汇几

“‘“

簇。成叭
“ > 〕}

.

转¹

3 ) 结束迭 r七,

偷
。: }王, : }= 笼: : 无 }

对这一算去乍以 下三点说 明
:

!
.

算法所需的存储觉约
:
不脚、 。

一

卜翔 (二 。

为平均半带览 )
,

因〕幻和 j 」不是同时需要
,

若内存不够可把
: 卫」移成 后光存 入斗存 中

,

这洋 可节约一半 月 存
.

2
.

每次迭代听花费的 汁算 凳主要消耗
二l三解方程 上

,

听需计算量约为
”。至/ 2 + 1 1。。。/ 2

次乘除运算
.

3
.

若几正好为空集
,

则 {时 ~ 。,

算法不需迭代直接可解{
_

{去{ : }> 。
,

这一点在实用 中有

很大意义
.

例如对滑动袖承
,

它由几块轴瓦构成
,

每决 瓦可能有完整的油膜也可能产生油膜

破裂 , 采用本算法就
一

可对祈有的轴瓦统一处理
,

提高了计算效率和通用性
.

四
、

数 值 结 果

、||、了2|1

nU卜U当

考虑如下 自由边值问题
“ (%

, , ) > o 于幻一 ( o
, l ) 火 (一 1 , l )

(4
.

1 )一
义n一一一

、.,Z绍刀口口
尸口尸

产

l
、

口即十
、,,了“一义口口

了

l
、

口
�

叙

u
(x , , ) = 0 ,

于口口

它源于具有油膜破裂区 (雷诺边界条件) 的流 沐润滑 问题
,

宽比
,

白和。分别为轴径中心的偏位角和偏心率 (
‘〕< 。< l )

,

上述问题的等价变分不等方程为
’

了二 :
求 “〔K

,

使

其中、
_

为无量纲压力
,

卢为轴承径

几一 1 + “C o s ( x 一口)是油膜厚度
.

a 、: , 。 一 “ , 》{!
: : in 、:、一 。) 、。 一 , ;

)、
、、。

,

丫。。、

其 中

K 一 {。〔H 孟(口 ) ; 。
》。于口圣

rr
, 。

j 口“ d J
‘

、 Ju 口口 、
, ,

“ 又“
, ”’一」)

。 ““

气厉
一

饭
-

十尸一

万
一

万 ,
“

xa “

取刀一 2 ,
口一 5 二 / 6 , 。一 0

.

5
.

考虑到 , 向的对称比
,

仅取口的一半 (刀一 。的自然边界条件

口u/ 口夕= 0)
,

把仁。
, 1」x [。

, l」划分为。一
。只 ,个 4节点等参单元

,

用有限元方法离散化后 以 本文
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算法进行 了计算
.

图 1对采用不同单元数的结果作了比较
.

从图中可以看出
,

40 x s个单元与20

x s个单元的计算结果 几乎没有差别
; 2 0 x 4个单元的计算结果也相 当好

; 但采用 10 x s 个单

元的计算结果稍羞
.

可见
,

沿川句少划分一些单元仍 可保证足够的精度
; 而沿州句

,

为了保证

足够精度
,

则需多划分一些单元
.

这一点对提高计算效率非常有利
,

因为沿 刀 向少布置节点

可以降低系数矩阵的半带宽
,

从而减少解方程的计算量
.

为了比较算法的效率
,

以投影点松驰法 (松驰因子取为 1
.

6) 对同一 问题作 了计算
.

二种

算法的迭代次数和计算时间 比 (以 2 。又 4个单元 的本文算法为标准 ) 列于表 1
.

从表中可以看

出
,

本文算法优于投影点松驰法
.

应该指出
,

对
一

解方程而言
,

本文算法属直接方法
,

而投影

点松驰法属近似方法
,

每次迭代二者所 需的计算览不同
,

对于大带宽的方程组
,

本文算法效

率将会有所降低
.
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