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摘 要

本文利用无限域上单根弹性夹杂和单根裂坟产生的 位移和应力
,

将裂纹与弹性夹杂 的 相互影

响问题归为解一组柯西型奇异识分方程 水后用此对夹杂分枝裂坟解答的奇性性态作了理论分祈
,

并求得了振荡奇性界面应力场
,

对于不 泪交
1

公夹杂裂纹问题
,

具体计算了端点阴 应 力强度因子及

夹杂上的界面应力
,

结果令人满意
.

关妞词 夹杂 与裂纹 夹杂分枝裂纹 应力强度因子 界面应力

一
、

引 言

关于平面刚性线夹杂问题
,

已有许多作者对其作了研究
【’, 2 二,

其结果是完全精确 的
,

它

在外力作用下
,

刚性线夹杂两侧的界面应力同时存在法向应力和剪应力的间断
.

对于弹性线

夹杂问题
,

由于数学上的困难
,

现有文献还无精确的计算模型
,

目前存在的都是一些近似模

型
.

此时假定夹杂仅有抗纵向变形的拉伸 (压缩 ) 刚度
,

而它抵抗横向变形的弯曲刚度
,

则

完全忽略
〔3 , ‘’,

因而夹杂两侧的界面应力只有剪应力 间断
,

它的法向应力则是完全连续的
.

这种模型只有在夹杂类似于一根无抗弯 刚变的绳子时 才有较好的精度
,

对于更一般的具有足

够抗弯能力的线夹杂
,

贝日上述模型的精度值得怀疑
.

头际上
,

若令夹杂的剪切模虽趋于无限

而成为刚性夹杂
,

则以上夹杂法向界画应力仍为连续
,

显然
,

这与 刚 性 夹 杂的理论解不一

致
,

因而必有较大的误左
.

所以现有文献中的弹性线夹杂模型应该进行修改
,

使之具有更好

的精度
.

本文采用 与现有文献 不同的方法
,

进一步考虑了夹杂的弯曲刚度
,

将夹杂视为材料

力学的一根细杆
,

并用材料 力学的拉伸相弯 曲理论进行分析
,

从而为弹性线夹杂建立了一种

新的计算模型
.

进向求得亏
’

无限平面上由浮注

夹杂产生的位移和应力
.

然 污与 单 裂坟缝本

解t “’结合
,

将图
1 所示的夹杂裂纹问题归为解

一组柯西型奇异积分方佳
.

这组方程可使用奇

异积分方程的数值法进行求解
L 。’,

从 }}}了使 卜述

问题获得解决
.

应该指出
,

若在图 l 使夹朵退

化为刚性夹杂
,

而裂纹不出现
,

则以上方程便

精确地退化为文献中给出的刚性线夹杂的积分

.
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方程
.

夹杂两侧的界面应力同时具 有法向和切向应力间断
,

这与理论结果一致
.

因而这里的

计算模型与现有文献的模型相比
,

必具有更高的精度
.

本文使用以上获得的积分方程
,

通过

适当的渐近分析
,

获得了夹杂分枝裂纹的奇性性态及振荡奇性界面应力场
.

这一结果对于研

究夹杂端点的裂纹扩展是有用的
.

此外
,

对于不相交的夹杂裂纹的相互影响也作了分析
,

获

得了界面应力和应力强度因子
,

结果令人满意
.

二
、

单 夹 杂 基 本 解

若在图 1 中无裂纹 L
:
= (

“ ,

d) 存在
,

则问题便成为无限域上的单夹杂问题
,

记夹杂 L l =

(a
,

b) 的法向和切向界面应力分别为a 吉, 怀
,

士0)
, a 吉,

(x
,

士0)
,

则它们的间断为
:

P (x ) = a ; ,
(
% ,

一 o )一口奋
, (X

,

+ o ) (2
.

2 )

g (% ) = a 奋, (x
, 一 o )一 a 右,

(x
,

+ o ) (2
.

2 )

根据文献〔了〕
,

单夹杂L ,
在区域口中任一点产生的位移为

:

“ ‘’
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.

3 )

” ‘ (x
,

(2
.

4 )

相应的应力为
:

a 二公
, (x

,

功 一 2 二。、}
+

城[;ln
一

(

瑙
、

、
/ + 、练弋

f

」
。(

·)“

+ 、

耐、
)

一

芡之寻粉
, (·)du

,
卜

2、(
{、城

(

娜路
一

。

刚
·+ : 面
击

、

J:〔
一

誉‘
· 、二一

。

{
2

+ 、
:

+ 、二二

蔚
至

刁」
, (

·
)、

·

。)一

{:
: ,

, :

(X
,

。 ; ·
)。(· ) + J

. 二

(X
, 。; ·

), (
·
): 、

·

(2
.

5 )

哟扒
x ,

功 -卫
〔‘

, ,

(、
,

, ; ·)。(·) + J
, ,

‘X
,

夕; u )P (
u )〕d “ (2

.

6 )

a :

;
、

(X
, ,
卜I:

〔‘
· ,

(
X ,

。; ·)。(·) + J一 (
/ , 。; ·, , ‘

·
, 〕d

·

(2
.

7 )

式中 拼为基体口的剪切弹性模 量
; 河 = 3 一 4v 为平面应变

; , = (3 一 v) / (l十v) 为平面应力 , v

为泊松比
.

积分核由以下公式确定
:
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J
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式中 B l = 1/ 2 二 (、 + l) 为基体口的材料常数
.

此外
,

假定夹杂 L l
具有厚为 无的材料力学的细 杆

,

且 满 足 万/ (b一 a) 《 1 ,

并 令 E 长A

= E 略 二 常数
、

E 关J 一 E 崛
3

八 2 ~ 常数分别为夹杂的拉伸和抗弯 刚度的等效值
.

则夹杂 L l的

纵向和横向位移(沪
,

尹)为
:

u 铃 (x )~ 百i沙万
一

J
。 L入一 “ , g 气“) 。 “ (2

.

14 )

v 苦 (x ) = (x 一 a )日
。一 {:

(X 一 ,
3
p (·’““

式中
, 拼苦为夹杂的等效剪切弹性模量

; 二 = 3一 4尹 为 平面应 变
,
沪 -

面应力 ; , 苦
为夹杂的等效泊松比 ; 日

。

为夹杂L ,
端点

a
的倾角初参数

.

(2
.

1 5 )

(3 一卢) / ‘1 + v 赞 ) 为平

以上得到的区域 口 中的位移 (2
.

3 )~ (2
.

4 )和应力 (2
.

5 )~ (2
.

7 )
,

及夹杂 L l 的变形位移

(2
.

14 )、 (2
.

1 5 )即为单夹杂的基本解
,

本文将用此建立图 1 问题的积分方程
.

三
、

单 裂 纹 基 本 解

若在图 1 中无夹杂 L I ~ (a
,

b) 存在
,

则 问题便成为无限域 上 的 单 裂纹问 题
,

记 裂 纹

L
:
= (

c ,

d )的位错密度函数为
:
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,
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:
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:
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:
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可以指出以上位移 (3
.

3、、 (3
.

4) 及应力 (3
.

1幼 、 (3
.

14 )都是在局部坐标系信
,

功 中的分量
,

它们可使 用弹性力学 的熟知公式容易地将其转化为 L
,

的整体坐标系 (x
,

川 中的相应分量
,

以上所得的位移和应力分量即为单裂纹的基本解
.

四
、

积 分 方 程

现在考虑 图 1 所示的夹杂和裂纹问题
.

假定夹杂 L l 和裂 纹L
:

无外力作用
,

但在无限远

处的应力为 (。百
: ,

叮
, , a ; , 夕

,

则此夹杂和裂纹将产生相互干扰
,
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时 由 (a ;
, , a 百
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) 及
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,
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如果公式 (2
,

1飞、‘2
.

2 )和 (3
.

1 )、 (3
_

2 )表示为夹杂 L ,
的界面应力间断及裂 纹 L :

的位错密度

函数
,

则区域口中的位移将由以上位移 (2
.

3 )、 (2
.

4 )
、

(3
.

3 )、 (3
.

4 )及 (4
.

1) 、 (4
.

2 )按适当

的坐标变换迭加求得
.

类似地
,

应力则由 (2
.

5 )、 (2
.

7 )
、
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.

1 2 )、 (3 1 4) 及 (4
.

3 )、 (4
.

4 )迭

加得到
.

此外夹杂L ;本身的位移仍由公式 fZ
.

1 4 )、 (2
.

1 5 )给出
.

令总应力和位移在裂纹表面
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式中各积分核 K ‘, (
·

,
·

)及非齐次项均列于附录 1
.

容易看出
,

以上所得方程是关于四个未

知 函数p (t)
,

创t)
,

州t)
,

从约及一个常数日
。

的标准的柯西型奇异积分方程
.

根据柯西型积

分方程的反演理论
〔吕’,

以上所得积分方程 (4
.

9) ~ (4
.

1 2 )在有夹杂的静力条件及 裂 纹的位移

单值条件为补充条件的情况下
,

是可解的
.
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:
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五
、

夹 杂 界 面 应 力

对于图 l 所示的夹杂一裂纹问题
,

区域口中任一点 (x
,

功的直角坐标应力分 量 (a’
, , a ”)

应由上面给出的几种应力公式 (2 6 )、 口
.

训
、

(3
.

1幼 、 咬3
.

1 4 )及 以
.

3 )、 汉
.

4) 迭 加 求得
,

容易证明它们为
:

a , , (二
, v)二 。奋二

)

(x
, 。) + 。

每瞥(省
, 。) s in

2
0 + a 易毛

,
(省

, : )c o o Z
口

+ 。七护(占
, 。) s in Z口+ 。

心(二
, 夕)

a
: ,
(x

, 夕) = a
.

犷(
x , v) + (a 七髻(省

, : )一 a 、护(省
, 。))s in ee o s 乡

(5
.

1 )

+ a ;护(睿
, 亏)(e o o 2

0 一 。in
2
0 )+ a

:

扩(二
, 夕) (5

.

2 )

令
x 任L , ,

并作极限 L im 夕

一
士。

,

则得夹杂L l在上岸 (+) 和下岸 (一 )的界面应力分 别为
:

a 吉, (x
,

士0) = J 言
,

(x )十
l se 从

2二 (l + 、 )
(5

.

3 )

a 奋,
(
x ,

士0) 一 a 盆
,

‘% )一
1 一 只

2 二 (1 + 又 )

一

芡召叹
~

、‘:
合

, (二)

芡
-

思 dtI 合
、。· )

(5
.

4 )

式 中a 盆
,

(x) 和 a 盆
,

(x) 在越 过夹杂线时连续
,

它们由以下公式决定
:

a 言, (X ) = a 考
爹(占

, 。)。in
Z
e + a ,

护(蜜
, : )e o s ,

口+ a ;专
,

(省
, 。)s in 2 0 + a下

,

(5
.

5 )

a : , (x ) = (。 ;
愁

, (雪
, 。) 一 a ,

专, (省
, 。))s in o e o o o + a 咨护(省

, 。)c 0 s 2 0 + a :
,

(5
.

6 )

式中言二 x C O s口
, 叮= 一 x si n o 且 x 〔L : .

由以上公式可以看出
,

在一般 的受力情况下
,

夹杂两

侧同时存在法 向应力及切向应力的间断
,

所以 现有文献的结果只是本文的特殊情形
.

六
、

垂直夹杂分枝裂纹的性态分析

在图 l 中令 0 二 二 / 2
, a = “= 0则得如图 2 所示的夹杂分枝裂纹

.

它的性态分析
一

可使用文

〔刘中的方法进行
,

在 目前的情形
,

积分方程的主部 可表为
:

图 2

耳
。

佗川
一
、, +

、

。
一

厂「
一 2 (‘ + 。)二

。一

人
一 4 、 2 一

尹
厅 J a 万一 大 二兀 H J c

L T 一

十 咒 一
a X

图

1

t Z
+ x Z

g (t)d t

拼 「‘「
.

。 ,
_ _ . 。 、

d 才 〕
, , . 、 , ,

一瓜
,

J
。

七一
‘ 、‘ 个 j , 了叮分

一 “万 d 二 产千又叼
”又r ’“ r

尸l , a < x < b (6
.

1 )
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二
一

卫碧全
、, + 一、
粉华

(一
、) ,

命
一‘

+

谈
、一

仃
一 2 、一

5 )、

命
十 4丫

一

轰

·

去
丁

命」
。、, , ‘,

命〕
、(, )、, 一 *

2

。< 义< b (6
.

2 )

1 户 g (t)
J ‘ , 1 f

o
r

, , 。 、

t , 。 ;
d t l

_ , ‘ 、 , ,

司
。

~

, 二万
“ ‘

, 一4五户 J
。

L又
H
宁 j ’万干看百 一

‘“
刁省

一

了不歹」“ 、
‘)“ ‘

一 fb F
,

_ _ 。 、

占
。 ‘ ,

d 1 1
_ / 二 、 J ,

。

甲 几而厂 J
。

L、
”一 。 ’

砂千乎 一
匕“一盯 了泛干醉」p 气不) a ‘

= IT ‘

c < 省< d (6
.

3 )

1 ra h (f)
, 二 .

1 户r
, . _ 、

占
. 。 ‘ ,

d 1 1
, , 、 , ,

牙J
。

万二歹
“ ‘-I- 一获不J

。

L、
执一 J 少一

丙奢 宁 乙“
一

刁歹万干蓄f 」q 气
‘) “丁

气二万仃
一 ‘一

, , 、

ha
+ 2‘

d 睿 产+ 睿〕
, (‘)d ‘一 “

4

‘< 省< d (6
.

幻

式中尸
1 ,

尸
2 ,

R
3

和 R
‘

为在积分区 }
、

司上的有限函数
,

未知函数p (t)
, g 0 )及 g (t)

,

h (t)在交点

O 的奇性性态为
:

P ( (6
.

5 )

g (t

p 朴 (t )
一 (t 一亩

‘ ,

g 朴 (f )
一 (t ‘ c)

“ ’

q (矛、=

h(t)二

q 铃 (t)

(才一 a、
o

h 朴 (才)

(t一 c )
“ (6

.

6 )

式中 a 称为奇性性态指数
,

满足 一 l< R e( a) < 0 ,

将 (6
.

5 )、 (6
.

6) 代入方程 (6
.

1) 、 (6
.

4 )
,

并使用文〔9 ] 的分析方法
,

则得决定 a 的特征方程如下
:

2 , e o s二a 一
二 ,

+ (3 一 Z a ) (l 一 Z a )二 o (6
.

7 )

2 二e o s : 二 a 一 , 2
+ (3一 Z a ) (1 一 Z a ) = o (6

.

8 )

可以指出
,

由旧
.

7 )、 (6
.

8 )求得的指数 a 可用于决定夹杂分枝裂纹交点的奇 性 应力
,

此后

该点的广义应力强度
; :

}子可使用文仁, 卫的方法定义
.

七
、

共线夹杂分枝裂纹的性态分析

在图 1 中令日~ 二及“ 一 “一 。,

则得 图 只所示的夹杂分枝裂纹
.

则积分方程 (4
.

9 )、 (4
.

1 2 )

的主部可表为
:

式碧
一

dt 一 拼

钉
‘、

芡
一

恶
* 一
式 《、

‘7
·

‘,

扰
一

晋dt+ 川沂
‘、

芡
~

恶
一 dt 一

Rz, 《、
‘7

·

2 ,

拨畏
一

* 一溉洽芡带
击一

Rs,
“<

卿
‘7

·

3 ,

只畏 dt+ 诺
一

仁
一

贵
dt 一
几

‘<

卿
‘7 .’)

式中R , ,
R

: ,
R
。

及R
4

均为有界函数
,

未知函数夕(t)
,

q (t)和 g (t)
,

h (t)在交点O 飞勺性态为
:
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j7 (t ) =
户关 (t)

矛一 a 、
q (才) =

h (t、二

g 爷 气t)
(t一 a )口

h朴 (艺)

(t一 c )刀

(7
.

5 )

g (广) =
g 爷 (t)
f才一 e )刀

’ (7
.

6 )

式中 刀为奇性指数
,

利用与第六节相同的方法
,

得到决定刀的特征方程为
:

e o s Z二刀+
(, 一 l)

“

4 掀
(7

.

7 )

由此解得
:

。 1
: .

In 父

D 二二二 ~ 二, .

节 . 0 〕. Q )= 一二一
-

艺 一 Z 汀
(7

.

8 )

且可证明
,

相应于表达式 (7
.

5 )、 (7
.

6 )的常数满足以下关系
二 , _ 、

_ 2拜 二 _ 、

二
二 , _ 、

q
“

戈a ) = + 于7 于二g
‘’

气‘)艺一 P
‘ ’

又“ ) = 工
入产 沉

一

肥
’

h’ (
“
)‘

(7
.

9 )

由 (7
.

5) 可知
,

指数刀是一复数
,

因而交点邻域的应力具有振荡奇性
,

这在下节给出
.

八
、

角点邻域中的振荡奇性应力场

为简单起见
,

这里假定 图 3 夹杂分枝裂纹仅受与
、 轴对称的载荷

.

因此夹 杂 L l
上只有

应力间断q( t)
,

而裂纹乙
2

上只有位错密度函数 g (t )
,

所以在交点附近的奇性应力 a’
,

(x
,

+ 0)

应由先前的公式 (5
.

1) 、 (5
.

2 )计算
:

a 一,
(
x ,

+ o ) =
1 一 父

2二 (1 + ,
)炙喂兴dt+

一

二

程
、
)
一

炙畏
一
“‘

(8
.

1)

将 (7
.

5 )、 (7
.

6 )代入 上式
,

并使用关系式 (7
.

。)
,

经作极限运算后得到振荡奇性应力为
:

l r一
、 .

In 只 , ,
‘

In 河 ,

、

a
. ,

(X
。

+ U ) =
一万一 嘴八 6 q (口 )S ln se ; In X 一 I n l口 (口 )

·

C O S we二二- 一
~

In X 卜 (8 2 )

呵 X 气 一 艺厅
一

’
‘

之兀 J

式中常数 R e q (a) 和Im q (a) 由函数 创约决定
.

类似地亦可决定振荡剪应力 几
,

(x
,

+ 0)
,

但

由于篇幅
,

这里不再给出
.

九
、

应 力 强 度 因 子

若裂纹与夹杂并不相交
,

则夹杂裂纹端点的应力强度因子可按文〔
二, , 、

火一 1
、 , _ _ ,

一
厂 -

一一
八 ‘气a ) = 一万酥下万廿男习 2 (x 一 “ ) q 戈义 ’

6 〕公式进行计算
:

(9
.

1 )

K
;

(b ) =
又一 1

? (欠+ 1、欺 斌 2 (砰劝
“(‘ ) (9

.

2 )

二
、 斌 一 1

: : _ , 一

一
,

八 ’ 、“ ’一 2吞 + 1 )黑
习 2 (‘ 一 “

, p ! ‘ ) (9
.

3 )

K ,
(b ) = 一

父一 l

2 (
、 + 1)概 斌厄而二厌了’(

“) (9
.

4 )

K :
(
c ) =

2拼

1 + 父 织斌呛
一 c) “(占) (9

.

5 )
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K
:
(d) = 一

2拼

1 + 只
Jim 斌 2口‘占)夕(省)
考, 心

(9
.

6 )

K
,
(
c
)二

- 2拼

l + 衬
h m 斌顶飞鹰二愁了h( 幻
g ~ O

(9
.

7)

K :
(d) =

2拼

1 + 河

一

织 双 {i反万二酌“(雪)

此外
,

对于夹杂而言
,

几
.

的奇性应力对夹杂端点的应力强度因子有更大的贡 献
,

定义了如下新的应力强度因子
:

(9
.

8 )

故此处还

‘互

(a) 一

鳃
、 、
、

)、 (X
, 。卜 诬

豁
1 )
想、

·‘ ·
) 。〔

·)

‘工
(b) 一

悠
、

、
。

一

、 (/
,

0) 一
、

高伙、
(’b 二

x)a
‘/ )

(9
.

1 0 )

另外
,

夹杂分枝裂纹交点处的广义应力强度因子亦可按文〔叫的 方 法 定义
,

但由于篇幅限

制
,

这里不再给出它们的表达式及相关的数值结果

十
、

敌 值 结 果

为了直接使用本文提出的方法
,

这里对两个数值例子作了计算
,

并将结果给出如下
:

例 1 共线夹杂裂纹的相互干扰
.

夹杂裂纹的位置及其几何参数 如 图 1 所 示
,

此 时取

0 = 二 ,

而夹杂裂纹 (
a = 。牛诉 b 一 d) 仅受无限远处的外应力u 下

,

作用
,

则应力强度 因子

K :
(
a ,

b) = K 贯(
a ,

b)斌 i万而了夕厄
a 下

, ,

K :
(
e ,

d )= K 亨(
c ,

d )M (d 一 c
)/ Za 亨,

及 戈 :
(
a ,

b ) = 叉犷(
a ,

b)斌必二 百)/ 互a :
,

关于参数拼匆拼和a/ (b 一 a) 的函数列于表 1
.

应力强度因子K 亨(a
,

劫
,

厂竿(a
,

b)
,

K 了(c
,

d) 随户 / 。
,

。

/( 占一 时的变化

0
.
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0
.
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一 0
.
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一
1

.
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1
.

000 1
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.
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0
.
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.
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.
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.
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.
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0
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玉
.
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.
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1
.

8 99 9

一 9
.
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一 9
.

9 5 6 6

1. 006 0

1
.

习000

5
.

9 7 8 8

5
.
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工
.

000 0

1
.

0 00 0
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例 2 刚性夹杂裂纹的界面应力
.

夹杂裂 纹 的 位 置 及 几 何 参 数如 图 4 所 示
,

此时

0 = 川2 ,

而夹杂裂纹 (b - 一 a > 0 , G斗 0) 仅受无限远处的外应力a 熟作用
,

则界面应力

a’
,
(
r ,

士0) 二 口扩(
二
)

·

a ; 和几
, 汀

,

士。)= a 扩(
: )

·

a乳

关于参数
T = x/ b的函数由图 4、 5给出

.

0
.

4

门;8宝均
l别

Jn

圈 4

6 二 ,

(: ,

界面应力a , ,
(二

,

士。)

d }y

n 连任
一_

四
二

二
.

」

y

4
r.

汀八U

a o 一 a

0 )

二二二二二 一一一
a 二 、

(: ,

+ O)

0
.

4

匕
_

_ _

声‘
’

/ l, = 刃
, v = 0

.

3

d
一

c ~ a 一 IOc

h 二 0
.

OZa

()
.

8 0
.

4 0

图 5 界, 应力。
. ,
(
二 ,

附 录 I

在本附录中
,

给出第四节中的积分核及非齐次项如下
:

0
.

4

士0 )

O 8

K 1 1(劣
,

t)。

鲤鱿辉乒
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