
应用数学和力学
,

第16 卷第 S期 (1 9 9 5年 5 月)

A P Plie d M a the m a t ie s a n d M e e ha n ic s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

滞时V ol te rra 积分方程数值方法

的数值稳定性分析
’

田红炯 匡蛟勋

(上海师范大学数学系
,

上海 2 0 0 2 3 4 )

(蔡树棠推荐
.

1 9 9 4 年 5 月23 日收到 )

本文给出数值方法解

性基于如下试验方程

。(, )二叻(。)+ (

摘 要

V ol t e r r a 积分方程的稳定性分析
.

我们判定可约积分方法的数值 稳定

(P g (
s
)+ q (s 一 r

) )d
s

J 0

g (才)“功(了)

其中
:
是正常数

,

P和 q是复值的
.

的稳定性
。

(0《t《X )

(才([ 一
r ,

0 ))

在上述试验方程的情况下
,

(0
.

la )

(0
.

lb )

我们研究e一方法及可约积分方 法

关钻词 V ol t e r r a 积分方程 滞时 稳定区域 可约积分方法 ‘方法

一
、

引 言

本文研究第二类具有滞时的 V ol t e r r a 积分方程

, (‘卜。(‘) +

J:
K “

, 。 ,

f‘。,
,

f‘, 一 , , d 。

f (t)= 劝(t)

(O《t《 X )

(t〔[ 一 r , 0 ))

其中 :
是一正常数

,

f (t )是未知函数
, g (t)

,

劝(t)
,

K (t
, v , 。 , v

) 是给 定函数
.

程在脉冲理论 “ 5 ’ ‘“。中具有一定应用
.

我们假设方程满足解的存在唯一性条件
.

直接积分方法数值解 (1
.

1) 可通过应用形如

(一 la )

(1
.

lb )

此类积分方

切 (
s
)d

s “ hE 功
。 , , 甲(t

, ) (t, 一 jh )

的积分公式来离散 (1
.

1) 而得到方程

f
二

一 夕(t
。

fa = 劝
: ,

+ h乙 。
。 , , K (t

, , t , ,

f
, ,

f
, 一 ,

) (n ) 秃》 1) (1
.

2 a )

来获得
,

f
二

近似f (t
,

)和f
, 一 ,

近似f (t
, 一动

.

(
s
《 o ) (1

.

2 b )

这里 h > 0 表示步长
,

并且 掩值依赖于希望的精



45 2 田 红 炯 匡 咬 勋

度
.

由于笼。
, , , }的选择决定使用的数值方法的精度阶及稳定性

,

因此具有实际重要性
.

当所

需的初始值j.
,
⋯

,

f0
,

了
l ,

⋯
,

f
。 _ ,已知时

,

值f
, ,

f
。 , 1 ,

⋯
,

可以通过【5〕中提出的方法

来获得
.

V ol te r r a方程与常微分方程 (O D E )的积分形式的相似性意味着用于 O D E 问题的主要

方法诸如R u n g e 一K u tt a 方法和线性多步法 (L MM )能被应用于 V ol 七e r r a 方程
.

本文中
,

我们研究这类积分方法
,

此类方法可通过收敛的
、

强稳定的L M M 来构造
.

权

{。
: , , }可 由 k 步 L MM 的系数来构造

.

L MM 的第一和第二特征多项式为

p (z )一 E al 尹
一了 及 a (z )= E 刀

, z 七一 J
(1

.

3 )

由L MM 构造的权{。
。 ,

对具有著名的性质
,

积分方法的构造 和分析在〔1 9」中给出
.

我们将利

用权。
。 , , (n > k) 的一个重要性质

,

即

森 f

念
“‘田

” 一‘, 一飞

(o《j《 n 一 k 一 l )

(n 一 k《 j《
n
)

(1
.

4 )
b
。 _ ,

这 里我们对 j> , 已定义 。
, , , 一 0

.

同时
,

我们假设 L MM (p
,

a) 满足相容性条件 川 l) ~ 0’

尸 (l) ~ 。 (1 )
,

井且 p 和 a 无公共因子
.

通过 (飞
.

4 )和L M M (p
,

a) 相联系的积分方法 (1
.

2 )被

称为(p
, a )

一可约积分方法
.

第二类 V ol te r r a 积分方程的可约积分法的稳定性分析在最近文献 仁1 6 」中巳引起广泛的

注意
,

但是关于可约积分方法求解第二类滞时 V o lt e r r a 积分方程的稳定性发表 的文 献 很

少
.

我们的主要 目的是分析 (p
,

a)
一可约积分法关于如下试验方程

。(‘卜 , (。)+

I:
(, 。(

·) + 。, (
一

) )d ·

夕(t)= 劝(t)
,

对q 二 o ,

试验方程简化为非滞时方程

(o《t《X )

(t〔[ 一 : , O)

(1
.

sa )

(1
.

sb )

。(亡卜 , (。) +

丁:
。(·)d

·

夕(t) = 势(t)

(。( t或X )

(t〔[ 一 : , o ) )

(1
.

6 a )

(一 6 b )

二
、

印
,

的
一

可约积分方法的稳定性分析

通过微分 (1
.

5 )
,

易见 (
‘

.

5 )之解等于一阶滞时微分方程的解

夕‘

(t) = P夕(t) + Q, (t一
:
) (O或 t《X ) (2 一 a )

夕(t )= 功(才) (t〔[ 一 : ,

o )) (2
.

lb)

让我们回忆一下
,

对于p
, q 为复数时 (2

.

! )的精确解的渐近性态已被许多作者所考虑
.

为简单起见
,

研究的稳定性通常约束于集 合 D 一 !(户
,

的任C
Z :

}引 < 一 R e( 川 }
,

它 包含于复

稳定城中
.

应用直接积分法 (卜 二)T 」试验方程 ({ 5 )得到方程

刀
。

二 劝(门)+ h乙
。 , , , 、(力z, , + ,l z, 无(t , 一 : ))

j
二

O

(2
.

2 )
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其中 犷 (t , 一r) 表示于勺一
:
处的数值逼近

.

设
: = (。 一占)h

, 6〔[ o
, l)

,

及m 是一正整数
.

我们考虑如下沪(t
‘+ 占h) 的插值过程

, 几
(t
‘+ 占h)= 艺 L , (占)v

‘+ , (对矢 [o
, 1 )

, ‘= 0 , ; ,
⋯ (2

.

3 )
, . 一 ,

其中 L,( 句一
‘

立侣)
.

t 今 矛

我们对递推方程 (2
.

2 )取权和
,

得到

E
a ‘

劝(o )士
a

艺 E
a ‘。

, 一 ‘, , , , + b艺 乙
a ‘。

, 一 ‘ , , , ,

(t, 一 :
)

介 = 0 ‘= 0 夕二 D ‘二 0

其中 a = hP
,

b一 hq.

注意到等式 p (l) 二 乙
a , 一 。和 (l

.

、
)

,

我们得到
夕二 0

a

艺 刀
‘g

” 一 。+ bE 刀
‘夕(t

, 一 、一 二 ) (2
.

4 )

(2
.

3 )代入 (2
.

4 )
,

得

E 刀
‘夕。 一 ‘二 a

乙 刀
‘,

: 一 ‘
+ b乙 刀

‘

E L J (d )刀
” 一 , 一 。 + ,

‘= 0 ‘= 0 ‘二 O J 二 一 ,

(2
.

5 )

我们注意到若 }q !< 一R e( P)
,

则 (1
.

5 )之解州 t) 超于 。
.

当 t、 co
.

理想上
,

数值解应该

保持精确解的性态
.

由此引出下述定义
.

定义2
.

1 (p
,

a)
一可约积分方法应用于 (1

.

刀被称为于 (a
,

b) 处稳定
,

若对于
a 和 b (2

.

5 )的

数值解夕
。

趋于 。当n、 co
,

V d〔〔O
, 1 )

, m > : + 1
.

定义 2
.

2 (
“ ,

b)
一平面上的域 S被称为 (p

, a )一可约积分方法的绝对稳定域
,

若该方法对

所有 (a
,

b) 〔C
Z

是绝对稳定的
.

定义2
.

3 (p
,

a)
一可约积分方法应用于 (1

.

5 )被称为稳定的
.

若D 三 5
.

三
、

稳 定 域

若分方程 (2
.

5 )的特征方程刀

P 。
(
z
) = z 价 十 r

(p (
z )一 a a (

z
))一 ba (z )

a (z
,

d )= o (3
.

1 )

其中 a
(
z ; d )一 乙 L , (d ) : ’+ r

(、!
一

z 〔C
, 。气d <

:

)
.

我们将 (3
.

力之左端 (即尸。 (z) )称为方程的稳定多项式
.

由定义 2
.

1
,

可证方法于 (a
,

b)

处绝对稳定当且仅 当尸
。 (z) 是一个S c h u r 多项式

,

衬
一

丫 d〔〔o
,
1 )

,

。》S 十 1
.

应用 [ 10 川
, 得到的一个关于P 。 (z) 为S c h u r 多项式的定理

,

我们有

引理 3
.

1 (p
,

a)
一可约积分方法应用于 (1

.

5 )于 (a
,

b) 处是绝对稳定的当且仅当
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p (
z
) 一 a (

z
)是S e h u r 多项式

.

(3
.

Za )

1ba (
z
)a (

z ; 占) }《Ip (z )一 a a (
z
) , 当 12 }= l ,

d〔[ o
, l ) (3

.

Zb )

P .
(
:
)铸 o 当 }z }= l ,

占〔[o
, 1 )

, m > S + x
.

(3
.

2 c )

众所周知L M M (p
,

a) 关于O D E 是A 一稳定的当且仅当 风z) 一万a( z) 是 S c h u r 多项式
,

V R e (万)< 0
.

最后
,

我们重点考虑多项式a
.

考虑条件

}a (
z ; 占) }《 l (当 12 1= l ,

d〔〔o
, l))

.

(3
.

3 )

引理 3
.

2 【
“’
条件 (3

.

3 )等价于条件
r
(

s
《

r + 2 ,

而且
,

若 r + s > o , r
《

s
《

r + 2 ,

12 1= l ,

0 < 占< 1
.

则 }a (
z ;
句 }= 1当且仅 当

z 一 1
.

下面的定理是本节的主要结论
.

定理3
.

1 设
r
《

s
《

r + 2
.

则 (p
,

a)
一可约积分方法 (川 l) 二 0) 是稳定的当且仅 当 L MM

(p
, 。)关于 O D E 是月一稳定的

.

证明 (i)假设 L MM (p
, a )是A 一

稳定的且 p (l)= o , r
《

s
《

r + 2 ,

设 (
a ,

b)〔D
.

我们 有

p (z) 一 a a (
二
)是S c h u r 多项式

.

若对某个
z ,

}zl 一 l时a (习 一 。,

则p (习笋 0
.

从而

P . (
二
)铸 0

.

_
_

,

一 广 P了2 、 、
_

着对“ ,

}’ }一 ‘时口 (“ )手 “,

贝u 扰e

气
~

戒荀
一

夕》
0 ,

所以我们有

]ba (
二)a (

二 ; 占) {《 {ba (
z
) }( 一 R e (

a
)}a (

z
) I《 !p (

z
)一

a a (
z
) 1

.

从而 (a
,

b) 〔S
,

这意味着D 至5
.

由定义 2
.

3 ,

我们得到该方法是稳定的
.

(11) 假设D 三 5
.

则由引理 3
.

1
,

当R e (
a
)< o时p (

z
)一

。a (z )是S e h u r 多项式
.

立即可

得 L MM (p
,

a) 关于O D E 是A 一稳定的
.

注 D a h lq ui st
〔, 〕已证明任何关于O D E是A 一稳定的 L MM 最高可达阶为 2

.

因此采用逐段线性插值是

合适的
。

四
、

e
一

方法的稳定域

8一方法
‘’‘’应用于 (1

.

1 )有

f
。

一 g (t
。

) + h (卜 0 )艺 。
。 , K (t

。 , t , ,

f
, ,

f
, 一 ,

) + h 0 E 。
, , , K (t

, , t , ,

f
, ,

f
, 一 ,

)

(4
.

1 )

其中 n = 1 , 2 ,

⋯ 及8〔[ o
, l〕

.

应用 (4
.

1) 于试验方程 (1
.

5 )给出方程

夕
,

= 劝(o ) + h(l 一 e)乙 。
。 , , (p 夕, + g 夕几(t , 一 :

)) + h0 E 。
, , ,

(即
, + g 刀h

(t
, 一 r

))

(4
.

2 )
利用(2

.

3 )和 (1
.

4 )及p (! )= o得

乙
a ‘夕

“ 一 ‘ 0

{
“,

愈
刀
‘

一
+ 、“

鑫
刀
‘,

鑫
五, (。)

一
}
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+ (1 一。){
。,

云
,
‘,

。 一 ‘
+ *、

立方
‘

云
: , (。)。

。

一
。 * ,

}
, . 0 ‘ . 1 J . ~ ,

(4
.

3 )

差分方程 (4
.

3 )的特征多项式为

p (
z
)一 8{a a (

:
) + z 一 价 + 护’b a (

:
)
a (z , 占)}一 (l一 0 ){

a a (z )一刀
。a z 七

+ : 一 (价 + , , ba (
z
)a (

z , 占) 一b刀
。a

(
z , 己)

2 . } = o (4
.

4 )

(4
.

4 )的左端为e一方法的稳定多项式
,

且能写成形如

牙盆(
z
)= Pe. (

z
)一 Q e

(
z
) (4

.

5 )

其 中

P : (
z
)=

2 . 4 ’

{p (
z
) 一

a a (
z
) + (一 0 )a刀

。z 七 }
,

Q ,
(
z
) = ba (

: , 占){a (
z
) + (一 0)刀

。2 . }
.

类似于引理 3
.

1 ,

我们有

引理4
.

1 0一方法应用于 (1
.

5 )于 (
a ,

b) 处是绝对稳定的当且仅当

p (
z
)一

a a (
:
)+ (1 一0 )

a
刀
。z 七 是 S e h u r 多项式 (4

.

6 a )

1ba (z , 占)(a (
z
) + (一 0)刀

。z 七

)l《 }p (
z ) 一 a a (z ) + (l 一口)a

刀
。z 专 } (4

.

6 b )

当 12 {= l ,

d〔[o
, 1 )

,

附盆(
z
)笋 。 当 }z != 1 ,

占任仁。
, 1 )

, 。 ) s + l ,

]P票(
:
) }= 旧

e (z )】 (4
.

6 e )

注意到对0 二 l ,

我们可见 0一方法与(p
,

a)
一可约积分方法具有 相同的绝对稳定域

.

下面
,

我们特别分析e一方法的绝对稳定域
,

特征多项式p 和 a分别 为

p (
z
) = z 一 l (4

.

7 )

及

a (
z
) = 0 2 + (1 一 日)

,
日〔[ o

, 一丑
.

为简单起见
,

我们定义a( 幻的一山 + (l 一句
.

由定义 (4
.

7 )
,

0一方法的稳定多项式为

不只(
z
) = P票(

:
)一 Q e

(
:
)

= : 杭 [ z 一 1 一 (1 一日+ 8日z )a

卜 b [乙z + (一 占)〕[ (l 一日) + 日02 〕
.

对任意固定口〔〔0
, 1 ]

,

我们引入下述记号

p
一

, 一 (,

车
。)。

,

对 。专

南
,

且广义圆盘D 。 , .
定义为

D 。 , 。一 {z oC
:

{: + 、。 {< p 。

}
,

若 。《。< :

井
。 ,

! , 一口

D 。 , 。一 笼z 〔C
:

R e( z) < 叶
.

若日一
1

1 + 8

D . , 。~ {z 〔C :

设口D . , 。表示D e , 。的边界
.

注意到复变量函数

!· + 、· {> 一 p ·卜
,

若 ,
一

早
。< 。、 ‘

.

之 一 l

l 一日+ 日夕z (4
.

5 )

书
z 一平面士单位圆容映为 二一平面少之广义圆盘D

。 , 。,

我们看到 (4
.

6 b )等价于 (4
.

9 ) :
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定理 4
.

2

“}

{
。1

呱霎
‘ + , 一占

{
‘ , ? 一 ,

, 功‘口D 一

对任意给定8〔〔o
, 一〕

,

0一方法与L M M (户
, a )(由 (4

.

7 )定义)

(4
.

9 )

和线性插值应用

于 (1
.

5 )是稳定的当且仅 当

(1 + 0) ” ( 0 《 1
.

证明

不被满足
,

(1 1)

(i)
。( 。<

击
.

存在 (
。 ,

。)。D 使得
1 刁

~

U

‘+ (l 一 O )
a

1 一 OO a
> 生,

这意味着条件 (4
.

6a)

因此该方法 不稳定
.

。一

击
.

设。。 [0
,

)为任意给定
,

(a
,

b) 〔D
.

因为
i 飞 口

功〔口D . , 。,

我们得到

这意味着 (4
.

因为 (a
,

}
占2
书箭黔

+ (卜。)
}
、 l

.“}

l
占

一
‘

忽霜
望+ (卜。)

《 }b }< 一 R e (
a
)《 }。 一 a {

, 切〔口D
。 , 。.

6 b )和 (4
.

6 e )是满足的
.

b)〔D 意味着R e (
a
)< o ,

则

l + (一日)
a

l 一 8日a < 1
.

所 以 (4
.

6 a) 是满足的
.

所以该方法是稳定的
.

(11 1) (l + 0)
一 ‘

< 日《 1
.

该方法的稳定性类似可得
.
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