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摘 要

夹芯梁与普通梁的本质区别在于剪切引起芯层横截面严重的而又 不均匀的翘曲 变 形
.

其应力

分布已远非初等理论所能描述
.

而正在广泛应用的经典夹层理论却都建立在平面假设 基 础上
,

尤

其不能正确反映弱芯的轻质夹层结构的行为
.

本文放弃了不合理的假设
,

将 夹 芯梁视为一般层状

弹性体
.

严格按弹性理论导出了既满足控制方程又同时满足全部边界条件
、

层间的应力及 位 移的

连续条件的封闭解
.

它可确切地反映夹芯梁为位移形态和应力分布
,

并从不同角度
,

包 括 多种实

验和F E M数值解
,

弓断正了它的正确性
.

关健饲 夹芯结构 弯曲理论 截面翘曲 非均匀 封闭解 精确解

引

长期以来
,

人们对夹芯结构进行了大量的研究
,

提出各种夹层理论
.

它们的共同基础均

建立在梁的初等弯曲理论之上
,

即假定弯曲后整个横截面或各层的横截面仍保持平面
,

由此

引出轴向应变的线性分布规律
.

如 4 , 年前相继提 出的R ei s s n e r 理论
、

H O ff 理论
、

n p y ca
‘
如

-

杜庆华理论等屯‘, .

前两种理论已广泛应用于结构分析 和 设计
几“, 〔“’.

由 于 在 这 些 理 论 中人

为地限制 了芯层截面的翘曲
,

它们尚不能正确地描述以 弱芯一强面板为特点的现代 夹 芯结构

的行为
.

因此有不少研究者致力于对原有理论进行修正
.

程华等考虑芯层的弹性支承作用
,

提出了修正的 R ei s s n e r 理论 飞 ’; 剑持 洁则将 多层组合梁理论 用于分析 建 筑 用简 支厚 面

板夹芯梁的中点挠度
万“’, D r y s d al e 等在分析不对称厚面板的夹芯梁时

,

仍假设轴向应变在

横截面上分区呈线性分布
,

但计入面板抗剪能力
,

应 用能量方法导出特 定夹层梁的挠度表达

式 : “’, s c h o u t e n s 把问题限于跨高比很大的情形
,

以 降低剪切 的影响
,

同时计入芯层抗弯

刚度及弯 曲应力a
: ,

导出了中性层位置随芯层的相对刚度变化而改变的关系
〔‘’.

显然
,

这些

研究工作都仍未超出平面假设的范畴
.

关于芯层的作用
,

上述研究者大都认为它对抗弯刚度的贡献主要在于保持面板的间距
,

类似于工字梁的腹板
,

但因其E
。

值很低略去其弯 曲应 力。
二 ,

而又保留它的抗剪刚度
.

又因为

与E
。

相关的 G
c

值也甚小
,

于是很多人引用文献 仁8 〕的方法
,

即按芯子全断面均匀 剪 切 的 模

式
,

对挠曲线作线性修正
,

以期缩小最大挠度与实验值间的差距
,

并认为所获解答有较好的

精度
: ” 二“, 二。, 二‘。, .
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然而工程上常用的弱芯轻质夹芯结构
,

在弯 曲试验 中均可观察到明显的局部反向弯曲现

象
—

一种不寻常的弯曲形态
,

如图 1所示
.

我

们称之为
“

海鸥型弯曲
” 。

这正是芯层 不均匀

的剪切变形导致横截面显著翘曲的结果 (见图

6 )
.

夹芯结构的这一弯曲特征
,

各经典理论 及

其修正是无法反映和解释的
.

因此
,

本文放弃了以往所 引用的不合理假定
.

将夹芯梁视为一般层状弹性体
,

严格按照

弹性理论导出既满足控制方程和全部边界条件
,

又同时满足 各层之间的应力及位移的连续条

件的封 闭解
.

它可确切反映各种不同的芯层刚度的夹芯梁的真实位移形态和应力分布
,

适用

范围广泛
.

并从不间角度
,

包括 下同的实验和 F E M 数值解
,

验证了它的正确性
.

因此
,

我

们认为它是一个精确解
.

二
、

分 析 与 解 答

取图 2 所示梁作为讨论的典型 问题
.

(a )

图 2 受力简圈

它可演化成多种荷载作用方式
:

三点弯
、

满布或间断的均布荷载
、

纯弯 曲的简支或外伸

梁
.

由于对 称
,

可取图 2 (b) 所示的分析简 图
.

面板的材料和厚度可以是不对 称的
,

但各层内

部均为各向同性的均质材料
.

采用图 3 所示的

局部坐标系
.

t Z 戈

2
.

1 应力函数

将图示梁作为弹性力学平面问题
,

按应力

求解
.

采用级数形式的应力函数
,

因它对边界 图 3 局部坐标系

条件的适应性较好
.

鉴于文献〔1 1」指出经典弹性力学所用的级数存在明显的缺陷
,

本文采用

了文献 〔1 2 3中提出的完整的级数应力函数
,

即

, , ~ 乙
c o s a o x (月

, 。C h a 。夕, + B , 。 S h a o g , + C , 。 , J c h a 。 , ,

仇 = 1

1
.

飞 _
,

尸
+ D , 协夕声h“ 。夕, ) + 厄

一

月‘。夕歹+ 万万
, 。夕, 一
瓦

一 “- (2
.

1 )
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式中
, a , = 2 切二 / L ; j= ! , 2 , 3 为 各 层层序标志

,

分别表示上
、

下面板和芯层
.

为方便计
,

以下简记艺 为兄
,

与此相应
,

分别将 a 二
.

A , , ,

B , 。 ,

C , 。 ,

D , 。简记为 a
,

A , ,

B , ,

C , ,

D , .

仍 = 1

2
.

2 应力与位移

、.

1
、、

、,声

;J万a+

.

了......./

a
二 , = E

a e o s a 、 e h a :, , 〔刀 , 。 十B
, a 七h a 万, + C , (Z th a y ,

+ D , (2 + a , , t h a 万J
)弓+ A , 。 + B , 。万z

。, j 二 一 E
a ’e o s a x e h a 夕, 二刀 , + B , th a 夕, + C

‘

, 刀,

+ D J万, 七h a刀 , 三一 P / L
(2

.

2

r : , , 二 乙
a s in a : e h a 夕, [刀 , a th a 刀, + B , 。 + c , (, + a 夕, th a 刀, )

+ D ,
(th

a 夕, + a 刀,
) ]

代入几何方程和物理方程
,

有

鲁一会
(a

: ,

一
Ja , , )

会一 若
, (·

, ,

一
, 。

二 , )

因而

、l,.....eseseseses.eses
/

⋯
夕

“ J =
l + v 了

E ,

一

E
。‘n a x

·

e h a 。,

I
A , a + B , 空‘h a 。,

门J ...、../
一梦

Q山一
.

卜+ C ,

(
a 。, + 2

1 + v ,

‘h a ,

小
D ,

(
a , , ‘h a 。 , +

十一

咨
一
「(, , 。十。, 。。, )二 + , ,

琴
二

1
+ ,

, (。 , )

上二 了 L JJ 」

(2

一导
E

C o s a X 二h ·。,

!
A J a ‘h a o J + B J·

刁.IJ、.,Z““,‘”·”, 一

牛试 )
+ D ,

(
a 。厂 1 一 v j

1 + v J

一

th a g 了
/‘.、
、

‘,JC+

l
一、..了尸

万g J + ”J (
, , 。, , +

;
B , 。。: + g , (x )

一
lee
.�1

一E,

由于对称
,

有

从而可得

“ , }
: 。 。= o

f
,
(刀

,
) 二 。

又 由 夕
: 夕J =

2 ( l + v , )
E j

T 苦夕j =
6“,

即
,
十矽芜
口口,

可得
。,
‘X , 一“, 一

斌
B , 。X “

( 2
.

4 )

各层的轴力
、

弯矩为
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, *夕/ 2

a
: , bd 夕, = b乙 Z e o s a x e h T , 〔A , a th T ,

一 t , / 2

+ D ,
(th T , + T ,

)」+ bt , A , 。

/2.

I
J

M
j ~ a

二 , 刀, bd , , ~ b 乞 Z c o o a x c h T ,
(2

.

5)

·

[
B J
‘T厂‘h T J , + C J

愁
T J‘h T

小粤(兮)
3
: , 。

式 中
,

T , 一 a t刀2 (a
,

T ,
为a 。 ,

T 加 的缩写 )
.

2
.

3 边界条件及层间连续条件

将上下边界的外力展成富氏级数

q , 一

登
+ E 尸J c o s a / (j 一 l

,

2 )
.

(2
.

6 )

式 中 P j一尸j 二 =
2尸

阴兀 a J

c o s

(
a

夸)
s in

(
a 一几

相应的边界条件可写成

(汀)
‘。
一

( (j= l , 2 ) (2
.

7)
一 q j

其 中脚标 tb 表示上下边界
.

层间界面的应力
、

位移连续条件为

(汀)
, : 一

(汀)
‘:

(::)
‘: 一

(::)
‘:

(2
.

8 )

(2
.

9 )

其中脚标 il 表示界面
.

梁的端部边界条件应 有

。
二 , }

二 _ : 2 2
= O (了= l

,

2
,
3 ) (2

.

1 0 )

由于本文采用单三角级数形式的应力函数
花‘2 ’,

不能严格满足式 (2
.

1 0)
,

若 将 其放松
,

以 各

层端面的等效力系代之
,

即

N , !
: 一 : z :

= o ,

M
, i卜

: 2 2
= 。 (2

.

1 1 )

由于面板甚薄
,

可应 用圣文南原理
; 芯层虽厚

,

但其相对刚度甚小
,

az 值本身很小
.

这样的

简化应是合理的
,

况且就梁而言
,

端部是次要边界
.

将 式 (2
.

5 )代入式 (2
.

1 1)
,

简化可得

、.声
O自1�9�

了..、

、..t...、..r..尹

�!..J
、.矛了

.

夕

“J 。一 乙 ‘一 ‘,
’ “才

手
C h T J〔A J·‘h T 了 + D J

“h T J + T ,
) :

B J。一 乙 ‘一 ‘, 仇
· ‘3

(
,

吞)
3 ·h T J

〔
B J

(T
J 一 ‘h T 了

) + C JT J

弩
‘h T

式 ( 2
.

7 )
、

(2
.

8 )
、

(2
.

9 ) 提供了 1 2个方程
,

据此对于级数中任一项 m 的 系数A , . ,
B , , ,

C , 和刀, (共4 x 3一 12 个 ) 均可解出
.

然后代入式 ( 2
.

1 2 )即可求得A , 。和B , 。

这 6 个系数
.

再代回式 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )便是该夹芯梁的应力
、

位移解答
.
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将上述过程编成程序后即可刘
一

具体问题实施计算
.

三
、

算 例

算例 1 矩形截面均质梁
.

其受力 与支承如图 ? ,

几何及物理参数见表 1
.

视该梁为三层

材料性质相同的特殊夹芯梁
,

按本文方法求解
,

以检验方法和程序
.

表 1

LLLLL L 111 L 222 口1 = 口222 才i = t ZZZ t 333 E l一 E Z一 E 333 下 i = v Z = 1
,
333 P / bbb

(((口口 ))) (m m ))) (m m ))) (In m ))) (m m ))) (m m ))) (G Pa
))))) (N / m m )))

666 2 000 4 6 000 5 4 000 555 555 3 000 21 000 0
.

333 2 0 000

计算结果表明
,

对处于纯弯状态的中段 (如 }xl 《 1 80 m m )
,

用本文方法所得 结果与弹

性力学多项式解答
t ’3 」
完全一致 (计算结果从略)

.

算例 2 弱芯层夹芯梁
.

参数列于表 2 中
,

L , 一。表示 四点弯已退化为三点弯
.

同时用本

文方法和有限元法 (8 节点等参元 ) 求解
,

进行结果对照
.

表 2

LLLLL L 111 L
,, Q l = 0 222 ti = ttt t 333 E l = 百 222 E ,, r i = 护2 = 1 , 333 P / bbb

(((In m ))) (m m ))) (m m ))) (m m ))) (m 二 ))) (m m ))) (G P a
))) (G Pa ))))) (N / m m )))

2223 000 000 18 000 1000 222 2 444 2 1 000 0
.

2 111 0
.

333 4 000

图 4 给出了芯层的挠曲线
.

显然
,

它的形态与均质实体梁存在着本质的差异
.

尽管梁的

跨间总弯矩全为正值
,

然挠曲线曲率却仅有中点附近的一段才是正的
,

出现了拐点
.

这与实

验现象完全一致
.

图 。 中的虚线为按文献 口
一
t

〕计算的结果 (R ei s s n e r 解)
,

它明显背离了夹

芯梁挠曲后的真实形态
.

图中还同时给出了有限元数值解
,

它与本文解吻合良好
.

本文解还可正确显示上下面板曲率的差异
,

即承力侧面板的局部曲率明显增加
,

反映 了

该局部的面板具有弹性地基梁的特征
.

IU0 x (11
: r; 1 )

支座置位

_
牛

_

之帆

一 一 一 按 文南戈

子厂比元‘

l {n 飞TT I )

圈 4 挠曲线

图 5 为面板应力二
:

的分布图
.

显示 了a
:

与梁的总弯矩的线性变化规律全然不同
,

两块面

板在施力点附近的应力本应出现的剧烈变化
,

也得到清晰的 描 述
.

图 中 虚 线 为 H o ff 理

论
〔‘, ’
的结果

.

夹芯梁之所以会呈现前述弯曲特征
,

原 因在于其芯层抗剪刚度甚低 (尤其是弱芯轻质夹

芯结构)
,

它在剪力作用下横截面发生 了严重的且很不均匀的翘曲
.

图 6 给 出一系列横截面
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图 6 橄截面水平位移
” ‘祖 曲情况 )

图 了 上面板奄矩

的翘曲形态及其变 化
,

它清晰地描绘 了夹芯梁 内各点的水平位移分量
“ 分布的复杂韦牙况

,
一

可

以说它与平面假设
—

。
(x

。 ,

功 的 线性规律毫无相似之处
.

因此
,

经典理论及其各种修正理

论所引用的假设
,

显然是不合理的
.

对于弱芯梁其解答更不适用的原因就在于此
.

图 7为由式 (2
.

5 )算出的面板弯矩图
,

它与梁的挠曲线相吻合
.

因为面板较薄
,

尽管它自

身的弯矩与截面总弯矩相比甚小 (除支反力作用的局部之外)
,

但其弯曲应力 a
:

却相当大
,

尤其是在承力点附近
.

这应引起足够重视
.

因为各经典理论未能计及这一点
,

更严重的是在

此局部面板常处于压一弯 组合状态
,

极易损坏
,

且一般的修补措施无济于事
,

必须有良好的

过渡区
.

顺便指出
,

有的文献在分析中引用的关系 d M / d x ~ Q (或薄板的平衡表达式 ) 在此不成

立
.

因为此处的面板或芯子均非独立的杆件或平板
.

此外
;

从图 6
、

了可见
,

跨 间的截面翘曲影响还会传至外伸部分
,

引起外伸段的弯曲和剪

切 变形
,

尽管这段梁 的合弯矩和合剪力均为零
.

各层的内力直至临近端部才衰减为零
.

四
、

试 验

试验梁的面板材料为 L Y 比 (合金铝板)
,

芯层为有机玻璃
,

有关参数列于表 3
.

荷载增

量A尸= 2 。。N
,

加力点安放有比 m m 宽的有机玻璃衬垫
.

用电测法量测表面应变
.

图 8 和图 g 给出了二
:

沿面板表 面各测点的实测值和
.

r 二 ,

在x 一 60 m m 截面上三个测点的实测

值
,

以及按本文解对该实验梁应力变化的预测曲线
.

显见二者有良好的 吻 合关 系
.

作为对
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表 3

LLLLL L 111 L 222 口111 (Z 222 fi = tZZZ t333 bbb E I一 E ZZZ E ,, 梦 1 = V ZZZ 护333 尸尸

(((rn m ))) (m 扭 ))) (m m ))) (m m ))) (m m ))) (m r , ))) 一(m
, n ))) (m m ))) (G Pa ))) (G Pa ))))))) (N )))

333 5000 000 3 0000 1 333 555 222 4 777 1 1
.

777 6999 3
.

444 0
.

3 333 0
.

3 8 555 2 0000

照
,

图中以虚线给出R ei ss n e r 解
.

图 8表明
,

当芯层比较刚硬时 (此梁K 一 E , / E
。

一 2 0
.

8 )
,

除了受力点附近
,

R ei 。“n e r 解

尚有一定的精度
.

即使在这样的条件下
,

两块面板受力仍无对称性可 言
,

加力点附近应力变

化仍很剧烈 (弹性地基效应 )
.

图 9 显示
,

即使远 离加力点
,

横截面 土 的 几
,

也 有明显的变

化
.

此外
,

还用本文方法对文献〔4 〕所列试验梁进行计算
,

结果表 明 在 K ~ l , 4
.

7 , 1 2 。和

5 63 四种条件下
,

本文方法的结果与实验值相对误差小于5 肠 ( ,扫点挠度值
,

文献 中仅给出它

的实测结果)
.

10

:
二

(M l
, a )

lO

2 0仁
—

本文解
,

灾润l怕

y (m m )

图8 面板应力a
;

分布 图9 芯层剪应力
r : ,

五
、

结 语

( 1 ) 本文解答是一个满足了弹性力学控制方程和所有边界条件与连续条件的封闭解
.

在 E ,/ E
。

~ l、 10 0 0 范围内
,

其正确性和广泛的适应性巳被弹性理论经典解
、

有限元数值解

及不同的实验所证实
.

(2 ) 由于承力后芯层的翘曲和局部压缩变形
,

上下面板的应力已失去对称性
,

在施力

点附近它的曲率骤增
,

局部弯曲应力a
二

和界面的。, , : : ,

值随之急剧上升
,

此处的界面连接以

及处于弯压联合作用下的面板极易破损或因屈曲络折而失效
.

对此
,

设计和修理 中极端的局

部增强措施不能奏效
,

只能使失效区转移
.

须谨慎设置有效的过渡区
.

( 3 ) 本文揭示了常用的弱芯夹芯板板条弯曲中复杂的结构引为
.

由此可知它与常规梁

之间存在着本质的差异
.

由于面板与芯层材性差别悬殊
,

且相互联系与制约关系复杂
,

致使

结构的抗弯
、

抗剪
、

抗横向挤压三种性能之间发生较强的祸合关系
.

梁的刊等弯 曲理论不计

挤压效应并对抗弯
、

抗剪效应所做的简单解藕处理
,

对普通梁有 良好的近似
,

在 此 却 不 适

用
.

这正是夹芯梁 (或板 ) 的经典理论及其修正之所以 不可能正确反映弱芯结构弯曲的基本



508 郑 世 赢 金 尧

特征的原 因
,

因它源于梁的初等理论
.

由于变形后的横截 面已远非平面 (或直法线) 假设所

能模拟
,

因而中性轴
、

惯性矩
、

抗弯 刚度 (E l或D ) 等概念
,

在此也失去了原 本 的 前 提和

定义
.

( 4 ) 夹芯梁的弯曲问题是夹层板
、

壳
、

柱的弯曲
、

振动和屈曲理论 研究与结构设计的

共同基础
.

因此
,

对它的结构行为的再认识是有必要的
.

建议在精确解的基础上研究和发展

新一代的实用算法
,

以促进夹芯结构的 设计水平的提高
,

减少某些盲目性
.
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