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摘 要

本文在考虑外载和温度的缓慢变化下
,

提出了一个新均运动安定定理
.

同时
,

在此 基 础上
,

又导出了既简单又适用的增量破坏准则
.

文末也以实例说明 了它叼应用
.

关幼词 塑性变形 增量破坏 运动安定定理

一
、

引 言

一个弹塑性结构
,

在外载荷和温度的交变作用下
,

可能会导致两种塑性破坏
,

即塑性累

积破坏 (增量破坏 ) 和低周疲劳破坏
〔‘〕,

此时我们称结构为不
“

安定的
” .

反之
,

当结构承受

在一定范围内变化的外载和温度作用时
,

如果引起了一个有利的残余应力分布
,

致使结构在

经历一定的循环次数之后
,

其响应变为完全弹性的
,

即塑性变形保持为常值
,

这时的结构便

称为
“

安定的
” .

在文献〔2〕中
,

我们提出了一个运动安定定理
,

当时是通过建立虚设屈服 面 而导出的
,

在那里温度被隐含在定理的表达式巾
;
现在我们导出的运动安定定理

,

虽然在同样条件下
,

但并没有首先要建立虚设屈服面的概念
,

而是根据经典的运动安定定理的数学表达式 中各项

的力学意义
,

借助于载荷一温度系数
,

直接提出来的
,

温度也被显含于公式 中
.

尤其重要的

是
,

文中在考虑了屈服应力随温度变化的倩况下
,

又导出了既简单又适用的增量 破 坏 准 则

(见文中式 (4
.

9 ) )
.

此外
,

还应指出的是
,

在应用本文的结果求解问题时
,

再不必 如 文献

[ 2 〕那样
,

还得借助于较复杂的数学规划方法了
.

因而
,

本文的方法和结果均具有 更 大的实

用价值
.

二
、

基 本 方 程

设有一理想弹塑性材料构成的物体
,

感体积为犷
,

在给定面力乡
、

和位移 。‘的表面分别设

釜
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、‘J.声、J..声、J..、.J
1191乃J4

.

⋯
29臼n乙
q自

2.、
声. r、、了f、
廿

了.、

为 S , 和S
。 ,

而体力设为F ‘,

则基本方程和边界条件为
。‘, , , + F ‘= 0 (犷内 )

“‘, = (“‘
, , + “ , , 。)/ 2 (犷内)

口‘, ”, = 乡
‘

(S
,

上)

“ ‘= 口‘ (5
.

上 )

设在整个变形过程中
,

忽略粘性效应 (蠕变
,

应力松驰 )

即
。‘, ~ 。

几+ 。

乙+ 。

忍

全部应变匀
,
由以下三部分组成

,

其中
:

几= 击
, 。: a * ‘

为弹性应变
,

从
, 。 :

为对称正定的弹性张量 , 喻为塑性应变 ,

热应变
,

T为温度
,

它是从没有变形时量起的
,
山 ,
是热膨胀系数张量

.

屈服条件与流动法则
: 屈服面方程为

F = f (二
‘,
)一 K (T )一 0

(2
.

sa )

。

乙= a ‘, 犷 为

(2
.

6 )

它是应力空间的凸曲面
,

f二沂
,
)为山

, 的一次齐次函数
,

K (丁)为屈服应力
.

而流动法则为

端一访F /而
‘, 、

、
、

.

_
_

口f
.

d K ‘

当 户 一 O , 万 全
~

a ‘, 一 二两 了 =
。 U ‘夕 “ 1

0 时
,
几> 。

(2
.

7a )

当尸< 。 或 二一 。但

瓷
亡‘, 一

器

, < 。、 ; 一 。

{
即有

凡》o ,

凡F = o (2
.

7 b )

而塑性比功率为

D = a ‘, 应乙= D (应几
,

T ) (2
.

sa )

令
K (T ) = K

o
h(T )

,

K
。= K (o )

,
h (O) = 毛 (2

.

9 )

则根据 (2
.

8 a )
、

(2
.

7 a )
、

(2
.

7 b )
、

(2
.

6 )与 (2
.

9 )式可得

D 二 D
。

(户几)h(T ) (2
.

sb )

此处
,

D
。

是相应于丁= 。时的塑性比功率
.

根据实验结果
,

多数金属在大多数温度段呈现口h/ 口T

< O的特性
.

全部应力 沂
,
可分解如下

:

。‘, = 。几+ p ‘,
(2

.

loa )

此 处
, a 几是热弹性应力

,

它是原结构承受同样的外载和温度作用时
,

把结构视为完 全 弹性

的情况下所引起的
.

而 p ‘,
为残余应力

,

是一个 自我平衡的应力
,

它由结构内的瞬时塑 性应

变场所唯一确定

p ‘, = L (
。

几) (2
.

lo b )

其 中L为某一确定的线性积分算子
.

为使问题简单起见
,

我们仅考虑准挣态过程
,

且假定载荷和温度场是载 荷一温 度 系 数

aa 【“’
(
“一 1 , 2 ,

⋯
, ”
)的线性化形式

,

于是有

a 乳(;
,

*) = 乙
a ,

(t )a 即(; ) (2
.

l x)
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于

、,
了、

,
、

、
、了飞.声

b432
亡Jl
, ,,且

其中 a 仃(幻为当以
a 。
二 1 , a , 一 。 (j 今s) 时的热弹性应力场

,

而 g 是空间坐标
, t 为时间

.

是总应变
。‘, 又可写为

。‘, = A
‘, 。: 二f

‘+ 。

孔+
。

乳+ A
‘z , , p , :

(2
.

其中

A
‘, 。乙 a君

‘
+ 。

几= (u f
, , + 。

萝
, ‘

)/ 2 ‘2
.

。

几+ A ‘s, : p , ‘= (
“

六
, + “

苏
‘
)/ 2 (2

.

。‘= 。

犷+
。

犷

式 (2
.

14 )中各项位移的力学意义分别类似于对式 (2
.

IOa) 中各项的解释
.

位移场 衅是热弹性问题的解
,

它也可表示为

。
犷(多

, t)二 E
a .

(t)u
犷
夕 (; )

口= l

(2 1 5 )

此处
“

犷
“

(幻为当
a , 二 1 , 。, 一 。(]’今 s) 时的热弹性位移场

.

总之
,

采用这样一种描述
,

系数a. 的变化范围不仅规定了外载的变化界限
,

而且也规定

了温度的变化界限
,

即

户‘(;
,

t)二 乙
a ,

(*)乡贯(; )
, ; 〔S (2

.

1 6 )

F . (;
, t) = E

a 。
(t)F 至(; )

,

口 . 1

T (;
, t) = E

a 。

(t)T
a

(; )
,

省〔犷 (2
.

1 7 )

多〔犷 (2
.

18 )

三
、

运动安定定理

现设在周期性外载和温度作用下
,
户灯 为运动许可的塑性应变率循环

,

它是在一个周期

t。, t。+ 约内的塑性应变率
,

而在此周期内的塑性应变增量

、‘‘沙
、,声

.
..

.了

rf
。+ r

_
_

_ 1

一 J
, . ,

‘扩 d ‘一言(u ,
, , + “

, (3
.

1)

其中
“
犷一 O (S

。

上 )

运动安定定理可叙述为
:

如果在 (t
。 ,

t。 + 约内存在某个载荷一温度路径
a 。

(约〔‘ 和塑性

应变率循环 云扩
,

使得

(a ) 式 (3
.

1)成立
,

(b ,

几
‘ r

‘

{E o ,

(t、「{凡
。拟 : +

{
。

鲜 。洲 :
’

1
+

{
。 ‘,

郑 :
, :
科dt

L J V J ) P J J V J

日
。+ T r _

_

_

>J
、

)
;

D(
‘7,r, T) “

姗 (3
.

2 )

则结构将不可能安定
。
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其中
: ‘为

。维空间内所给定的载荷一温度系数
a 。的变化区域

, p r
,
表示与塑性应变场

。
誉军相关

联的残余应力场
.

此定理的证明可 参考文献〔4 〕或其它有关文献
,

在此从略
.

值得指出的是
,

不等式 (3
.

2 )

的左端已明显的含有表明存在热作用的附加项
.

下面将式 (3
.

2 )进一步化简
,

为此先将 (2
.

11 )式写成

。
乞= a

泞+ p儿= 艺
a ,

(t) [ a 分
,

(; ) + p rja (; )〕 (3
.

3 )
口 ‘ 1

此处 a
琴是弹性的 (注意是非热弹性的 ) 应力

,

它是由外载 p
‘,

F ‘通过式 (2
.

16) 与 (2
.

17 )所

唯一的确定
,

而热应力 p乙 (对应于九
,

F
‘

等于零 ) 由式 (2
.

10 b) 来计算
,

即

p几= L (
。

乙)= L (a
‘, T )

式 (3
.

3 ) 中的 a臀
刀

是由于外载尹
‘,

F ‘
所引起的

,

在 a , = 1 , a , = o (j 寺的 时所确定的弹性应力

场 a
泞

,

而 p :ja (幻是 由温度了引起的在
。。一 1 , 。 , = o (j 今 s) 时所确定的残余应力场 p乙

.

借助于虚功率原理
,

式 (3
.

2 )左端第三项可变为如下形式

I
; 。
仰。dV 一

介脚。“犷一I
;

哈助
。 ! ,
制

犷一

妙“‘价
犷

而式 (3
.

2 )中
,

左端前两项也通过虚功率原理
,

并注意到式 (2
.

8a )
、

(3
.

3 ) 和 (3
.

4 )
,

(3
.

2)可写为

(3
.

4 )

于是式

r to + r r
_ _ r犷。+ 了 r _

J
, 。

J
: 口乳 (‘

, ’)‘万 (‘
,

‘)“犷d ‘> J
,。

J
FD (‘万

,
了)“犷d ‘ (3

.

5 )

往意到式 (2
.

8 b )
,

并为简单起见
,

仅考虑h (丁 )为T 的线性函数
,

即令

h (T )= 一 B T

此处B > O为材料常数
.

则

D (户扩
,

T ) = D
。

(户扩)h (T )= D
。

(户扩) 一 B T D
。

(户扩)

于是
,

利用式 (3
.

5 )
,

式 (3
.

2 )最后变为

(3
.

6 )

r t o + r r _ _ _ _
广to + 丫 r _

j
, 。

}
;

仁J 几(‘
,

‘) ‘粼 (‘
, ‘) + B 了D

。

(巨扩)〕“犷d ‘> J
, 。

J
: D

。

(户扩)“V d ‘ (3
.

7 )

从上述安定定理
,

立即可得结构安定的必要条件
,

即如结构实现安定
,

则对任一个 aa 〔G 和

亏扩
,

都有

r 才。+ r r _ _ _ r t o + r r

刃
, 。

}
。

[仃几(‘
,

‘)‘粼 (‘
, ‘)十 刀T D

。

(‘粼)〕“V d ‘钊
, 。

J
; D

。

(‘万 )“犷d ‘ (3
·

8 )

其 中刀> l为安全系数
‘5 ’.

四
、

增量破坏准则

根据式 (3
.

1)
,

显然

△￡扩(多)=
。

扩 (多
, t 。 + r )一 。

扩(;
, t。)

根据增量破坏的过程
,

按其概念
,

女目果存在标 量函数凡(多
,

t)
,

使得
。

丫(;
, t )= 凡(;

, t)A
:

汀(多)

其中
,

(4
.

1)

(4
.

2 )
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几(公
, t)> o ,

几(苦
, t。) = o ,

几(;
,

t。 + :
)= 1 (4

.

3 )

我们注意到塑性比功率D
。

(应扩)是塑性应变率云?,P的一次齐次函数
〔e ’,

并利 用 式 (4
.

2 ) 和式

(4
.

3 )
,

于是
r to + r r to+ r

J
, 。 D

。

(‘扩)“‘一 J
,。 D

。

(““
“

扩)“‘一 D
。

(“·扩) (4
.

4 )

根据式 (2
.

1 1)
、

(2
.

1 5 )及(4
.

4 )
,

并取 叮= 一,

式 (3
.

8 )可写成

{
‘。+ r

{
护 to “ V

E
a ,

(r) [a 打
“ , ‘扩‘:

, ‘, + B T
·

‘; )D
。

“扩, 〕d 犷d ‘、
上

D
。

‘△
·

r,P , d 犷 “
·

5 ,

考虑到式 (4
.

2 )
、

(4
.

3 )与D
。

( △
。

扩) = 又D
。

(△
。

扩)
,

则式 (4
.

5 )左端积分可写成

E
a .

(‘) [a仃(; )几(;
, t)△

。

扩(; ) + B T
‘

(; )几(;
, t)D

。

(△
。

r,P (; ))〕d厂d t (4
.

6 )
F一 玉

.

!
‘

杜户气

另一方面
,

对于给定的增量破坏机构△
。

1,P (幻
,

如函数几(;
,

t) 按以 下方式选取
,

即在
“,

(t) 的

变化区域G 内
,

仅仅使当表达式

艺
a .

(t) [a 分(多) △
e

扩(莎) + B T
,

(g )D
。

(△
。

扩(; ))〕
母 . 1

(4
.

7 )

获取可能的极大值的那些时刻
,

方有几(;
,

t) 沪 。
,

则式 (4
.

5 )的左端
,

就可取得其最大值
,

于

是
,
令

f (多
一

禁{鑫
二“)〔·仃(·)△

己

: ‘·) + B T
·

‘·)D
。

‘△
·

扩‘·, , “
} (4

.

8 )

与 D
。

(△￡扩(幻 )相等
,

就得到了增量破坏准则
,

从而增量破坏准则最终可表示为如 下形式

上
, ‘; )“厂一

上
”

。

‘“
·

扩, “厂 (4
.

9 )

现把给定的载荷一温度系数
a ,

的变化区域 G 定义为一组不等式

叮簇
a ,

《。
言

那么
,

式 (4
.

的可被写为如 下形式

(4 一 o )

J
;

户
”

·

‘·, 。
·

‘·, “犷一

Jv
D

。

‘△
￡

扩, “厂
(4 一 1)

式 中刀
,

(幻 与 , 。

(幻分别由下式给出
,

即

,
,

(; )一 { a 二
,

(4
.

12 )

, :

(; ) = a
灯(; )

当g 。

(g )> o

当 , .

(省)< o

△:

扩(多) + B T
’

(多)D
。

五
、

实

飞
(△

。
: (; ))

{

例

一厚壁圆筒
,

其内外半径分别为
a ,

b ; 承受内压为P
,

内温度化为O
,

考虑其增 量破坏的情况
.

设筒身很长
,

两端用刚板封闭
,

其轴向应力 由下式给出
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(s.l)
。 :

= Pa Z

/ (b
Z 一 a Z

)

两边界条件写为

二f }
_ 一 。

.

a f 一
。, a ; {

- 。; }
一 。

(5
.

2 )

如果温度变化是缓慢的
,

那么
,

瞬时温度场可由下式 给出
。

In (b / r )
, 、r) 一 。 1司牙动

- (5
.

3 )

而 热弹性应力
「7 ’
为

、..eelse、zee

!
护

,
I

J

力a Z / b
Z \ E a 2

0 a 「 b
Z

J

, r
习 1 . . 卜

一

一
. 节 .

_
, 1 _

u 7 、‘ ’一 b
Z 一 a ,

、
‘

一 r Z

产 乏石二司i夕二石币L
‘

一 r恋

(b
Z一 a “

)In (
r / b )

a Z
ln (a / b)

(b
, 一 a Z

)(1 + In (
r / b))

a Z
ln (a / b)

(5
.

4 )
护尸

十
rlseL

一内

力a Z / b
Z \

畔 (犷)一夕二了L’+
:

刁
E a 2

8 a

一 , ,
、(b

’
一 a “、

白a Z
E a 2

0 a 「 (b
Z一 a Z

) (1 / 2 + In (r / b)、〕
a 宝又r 、一 了万一 ~ 亏- 一 万几一 一一干几 八一

~

下下 1 1 十
-

—
一 不厂几二 下 几 , 了 一 ~

.

一 l
o -

一 “ 一
、l 一 v ) 又O

-

一 a 一

) L u 一 1 1 1 欠u / O ) 」

其中v 和a分别为泊松比和热胀系数
.

设材料服从 T r e s c a 屈服条件
,

且屈服应力随温度线性减少
,

即

m a x { 1。
,

l
,

!a
,

!
,

{a , 一 a
,

j}= ZK (T )
,

(K = a a

/ 2 ) (5
.

5)

K (T ) 二 K
。

(一 B T ) (5
.

6 )

其中K
。

和B 为材料常数
.

现令P和0在以下范围内独立地变化

O( P( 尹
,

。《0( 夕 (5
.

7 )

为简单起见
,

我们设 (a)
, 一 l/ 2

,

(b 、小变形
,

了c) 。: ~ 0
.

于是
,

可得轴对称状态下的径向速

度公(r) ~ 亡/r
.

从而在考虑增量破坏情况下
,

我们有

r十八目八以
孟己
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一
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上式是在考虑到变形状态 (5
.

劝式与屈服六边形的一边 a , 一 a , 一 ZK
。

相关联情况下而获得 的
.

为计算增量破坏准则 (连
、

1 1 )的左端
,
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半径
r 。满足以下方程



弹塑性结构在外载和温度作用下的安定分析 7 4 3

2 b2 bZ 一 a Z

一

甲
’

。 Z
ln (6两一

1 2 )
,

4 B K
。

(l 一
v
) (b

Z 一 a Z

)In (b /
r 。

)
r
急

根据式 (4
.

E a a Z
ln (b / a )

(5
,

一2 )

“
,

‘
·
, 一 , , 局 ‘

·
, 一

{
当a《

r< r 。

当r0 < r
《b

于是增 量破坏条件 (4
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这个解在b/a < 3的情况下是足够精确的
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后者对应B 一 O的情况
.

这两个卜 珍关系也被画在图 }
_
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