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摘 要

本文首先证明方程

△“一 叻 : u + f(x , 。
)二 0

, 、〔R
” , n

》3
,

m > o

存在衰减的正整解
.

然后重点证明这种解的唯一性
.

关匆饲 弱上解 弱下解 单调收敛定理 非增

局部 L ip s e h it z

连续

引

非减 局部 H 6 ld o r

连续 强极值原理

「习

近年来许多中外学者对半线性椭圆型方程是否存在正的整体解 (简称正整解 ) 给予了很

大关注
,

文献【l] 、〔4〕讨论了这一问题
.

然而
,

关于这种方程正整解的唯一性的文章则不多

见
.

本文则在文【5〕的基础上首先使用另一种方法证明方程

△。一。
2。+ j(x

, 。)= 0 , x 〔R
, , n》 3 , 。> o (1

.

1)

存在衰减的正整解
.

然后构造方程 ( 1
.

1) 的弱上解
、

弱下解运用广义的上下 解 方法导出这

种解的唯一性
.

为此
,

先给出必要的预备知识
.
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则分别称V
,

万为方程 (1
.
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、

弱上解
.
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证明唯一性
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。《I , 二
{

_

(。
,
△u Z

一 “:
△。1), , (二) 、x

护 R
”

一

J
.
二
}、2 ; 〔一 v一 v (一 , ·

) + v · 1
·

、 (
·2

, ,
, :、

二

一

1
.二 , 、Zp 〔一v一、,

一
Iv ·:

·

、, , 〕、·

一
f 二

_

[“
Z
v 。:

·

v , , 一 。 l、u Z
·

、 , , 〕d x

, p 〔 l义〔 1ZP

(3
.

x 7 )

(I ) 验证

( i ) 。‘〔L 爹
。。

(砂)
,

(‘= l , 2 ),

(11 ) A“‘〔 L
‘

(R
”

)
,

(‘= z , 2 ) ,

(111) lim 1 lu ‘(jx ) }、x 一 。,

(‘一 1, 2 )
.

, , 为 J l〔 l二 J
: 一2

证 (i) 显然成立 ,

(11) 由方程 (1
.

1)知

{
_

l△
。‘
一‘x.= {

_

lm
Z。‘一 , (x

, 。‘)一d
、

J R
几

J R
.

《。
Z

f l。‘ld 二 +
{

_
F (}二 }

, 。‘
)、

x

J R
” J R

”

(3
.

18 )

“‘> 。, “‘〔c
’‘“”

,
.
王{少

二
升“x , 一 0 ,

(f= 一, 2 )

〕: 。> O ,

使 !
。‘

(x ) {《
T 。, x 〔R

” ,

由条件 (A
:

)知

F (IX !
, “‘)《F (lx l

, r 。

)
,

于是

(i= x , 2 )

(i= 1, 2 )

r 二 (l二 !
, 。‘

)、x 《 f : (r二 }
, : 。

)、x

J R
月 J R

“

、一

J厂
‘一

‘
F (‘

,
一 , d ‘< - (3

.

19 )

由 (3
.

18 )

(111)

、

(3
.

19 )两式得△
u ‘〔L ‘

(R
,

)

lim
夕~ ) ) )丁

, 、 :二 }
.

、 2
1“

‘

(jx )Jd x = lim j
一”

, - 争 之二。 J
, 、 }。,

: 一
2 , }一 (, , ,、。一 。

于是引理 7的条件全部满足
,

故有

Iv u ‘I〔M
” ‘ (” 一 ‘)(左

”
)

,

(i = 1 , 2 )

根据第一节的定义
, ,

取 P一 。/ (: 一 1少(厂 一 。: ,
日一 王二〔 R

”

{户( 1州《2P }
,

则

{ 二 jv 。 ‘]、x
、 !j、。 ‘!z, 了

一
(m e a s。)

’/ ·

J P呀 }劣 !万 Zp

= J}V
u ‘JJ万

·

/ 、
, 一 ; ) c 3p (

e :

是与p无关的正数)

~ d 沪 (d ‘= c 3

IIV “‘11何
·

z、
, 一 ; )与 p无关 、



7 2 2 田 很 宝

因此
,

当p ” oo 时

{ 二 }v 。。l、x 一 。(。)
,

(‘一 , , 2 )

J P 杯 }劣 ! 灯 ZP

(3
.

20 )

(工) 刁N > o ,

使

{
}V 沪(x ) l《N

,

}V 功(
x
) {= O ,

1《 】
x }( 2

其他

于是

{
}V 叻(x / p ) 1《N / 户

,

{V 沪(x / p )卜 。 ,

}V 功,
(x ) ! “ }V 劝(二 / p )】

p 《 !x l《 Z p

其他

二 O (l/ p )
,

当p , co 时 (3
.

2 1)

(开) 由 lim “‘
(二)二 o , ‘= 1 ,

}川冲伪

由 (3
.

2 0 ) 式 ~ 今
卜

日K , > o ,

2 ~ 令 当防1, p > M
l
时 {

“‘
(x ) , < 。, f= 1 , 2

.

当 }x }三 p > M
Z

时

{ 二 z、u ‘}d x < K lp (‘一 ‘, 2 )

J P〔 {劣】断 ZP

由 (3
.

2 1) 式 二特势 日K
Z

> o ,

当】x 】三 p > M
a
时 }V 叻

,
(x ) }< K : / 户

.

于是 从 (3
.

27 ) 式有

。( , , 三
{

.

[ u
:
v u l

·

v , , 一 。 Iv o Z
·

、, , 〕、x

J P 犷 l川 ( ZP

、 { 二 〔r
。 :

}一v
o l

}Iv , ·
{+ 1

0 1 , }、。
2

, :、, 一 d x

砂 P‘ }x }f ZP

< Z oK IP
·

K
Z

/ P

= 2 oK 1’ K
Z

由。> o的任意性得 h m l , 二 。,

从而

(当 p > m a x (M
: ,

M
Z ,

M
3

) 时)

P es ) 。。

{ (
。 l o u Z

一 。2 八。 l
)、二一 lim { (

。 1△u Z 一 。2
△。 1 ), , 、x

J R
嗯

P峥沉 砂 对
一

,

= lim l , = O

即 (3
.

16 ) 式成立
.

(B ) 证明
。 ,三 。2 ,

证 令班 = m in (。 l ,

连续的
.

并令

x 任R
” .

“ :

)
,

由引理 5 知W 是方程 ( 1
.

1)的弱上解
.

易知此牙是 L ip s e hi七z

犷‘x) 一

{
刀e o s x le o s x : ⋯ e o s x , ,

0 ,

{x ‘}《二/ 2 ,

(f讼 l , 2 ,
⋯

, n
)

其他

其中刀为待定的正常数
,

并取充分小的刀使得

(i )

(11)

犷(义)( 班 (x )
, x 〔R

”

f少
,

均 / 犷> f(x
,

W )/ 研 > 。 + 耐
, x 〔口

(3
.

2 2 )

(3
.

2 3)

其中日
, 三 {x 〔R

.

{{x ‘
1< 二/ 2 ,

f= 1 ,

(3
.

23 )式可由条件 (A
‘

) 实现
.

2 ,

⋯
, n }

f (x
,

犷)> V
·

(
n + m Z

)
,

由 (3
.

2 3 ) 式

x 〔口 l

由 (A
Z

)知f (x
, “)在五

”
x (C

,

oo )土是正的函数
,

由 (A
4

)知f(x
,

川关于
。
非减

,

故可定
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义f (x
,

的 一 h m f (x
, 。

)
.

于是f (x
,

0) > 。, u〔R
” .

又八犷(x) - 一 n 犷 (x)
, x 〔口 1 ,

于是
胜 - ) 0

△犷一 m Z
厂 + f (x

,

犷) = 一 (n + m Z

)厂 + f (x
,

厂 )》。
,

x 〔口 1 (3
.

2 4 )

对任意非负的叻〔C百(R
.

)
,

因为当x 任R
”
一 g , 时犷一 。

,

所 以

犷△必一 m Z
犷功+ f(x

,

V )功= f(x
,

犷)叻> o , 二〔R
”一口 1

于是

l
_

(v △。一 。
2
: , + f (x

,

。), )、
二

J 刀
”

>

鸟
1

‘犷△‘一
2
犷‘+ ‘(x, 犷,‘, “·

一

丁
。

:

〔‘犷△功一‘“犷, + ‘“犷一
“
厂 + “ X ,

犷 , ,‘〕d ·

一

瓜(
犷

器 一功毓以 I‘

口犷一

)d
: +
「(八: 一 m Z

二+f (x
,

即村
、

J 口 1

》

瑞(
厂

器
一‘

翻
ds 一

瓜
(
⋯

器 !
{二 , !一

二 / 2 《 0

)

口厂
一功

~

长; d s

忆少 T ‘

(3
.

2 5 )

根据第一节定义 l知 V 是方程 (1
.

1) 的弱下解
.

V 义〔R
“ ,

V 占
, 刁〔(o

,

co )
,

占> 叮,

则由条件 (A
4

) 有

[一 。
2

雪+ f (x
,

占)〕一 [一 。
2 , + f (x

, 专)]梦一 m Z

烤一 , )

取引理 6中的函数 尸 (劝 三 。
2 , x 〔R

” ,

则引理 6 中的条件全部满足
,

. (x )
,

使得

厂 (x) 《公(x) 《不 (x)
, x 〔R

”

根据强极值原理保证了云(x) > o , x 〔R
” .

由于

。(x )《万 (义 )= m in (
“ l , “2

)
, 戈〔R

ft

故由 (A ) 的结论得

云(x ) 三
。 1

(
x )三 u Z

(x )
, x 〔R

”

从而方 程 ( 1
.

1) 有正解

证毕

四
、

应 用

先举一例说明定理的应用
,

然后再给出定理的推论及其应用
.

例 1 考察方程

△“一。
2。 + q (x )(一+

u
)
’

= o , x 〔R
” , n > 3

其中常数 m > O , o< v < 1 , q (x )> o ; x 〔R
几

且局部H 6ld e r连续
.

若设

(4
.

1)

g 朴(t) = m a x q (x )
, q , (r, = m i

!
、
}= 才 !

、
}

n g (x )
, 才》 o

= t

且g 朴 (t)满足

J
s ” 一 ’g 赞 (s )d s < co

,

1im g “ (t)一 。

则方程 (4
.

1) 存在唯一的衰减正整解
u .
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证 只需验证f(x
,

树二 q (x) (1 +
。
)
’

满足第二节定理的 5个条件 (A
〕
)、 (A

6

)即可
.

(z ) f扭
, 。

) = g (x ) (1 + “
)
’

满足条件 (A 、
)是显然 的

,

(2 ) 取F (r
, 。

) = g 势 (t )(1 +
“
)
’ ,

G (t
, u ) = 口.

(t)
,

(t
, u

)〔[ o
,

co ) x (o
,

co )
.

则 对每

一 t〔[o
,

co )
,

F (t
, 。

)关于
。
非减

,
G (t

, 。
)关于

“
非增

.

且满足

G ({x }
, u )《f (x

, u )《F (}x !
, u )

,

V (x
, u )〔R

” x (o
,

co )

故条件 (A
Z

) 成立 ,

(3) 对每一t〔[o
,

co )

F (r
, 。

) 一 。, (, )(只万十书= 厂

、
’

一
‘

、 “
一 ’

对
一 ’

-
一

/

因为 0 < v
< 1 ,

lim g 赞 (t)= O ,

所 以

lim F (t
, 。

) = lim g ,
(t)(一+

。
)
’

= o

故条件 (A 。) 亦成立 ;

(4 ) 对每一
x 〔R

” ,

f (x
, “)
封

f(x
, 。) = q (x )(1 + 。

)
,

关于
。
非减

.

一“‘
·

,(击勺箭)
’

关于
。
严格减

,

对任一有界区域口C R
” ,

因q (x) 是R. 上正的连续函数
,

故 m in q (x) = m : > 。
.

于是当“” 0时

f (r
, 。

) (1 + “ )
’ 、 (l + “)

’

= q 气X )

—
Z > 阴 1

—
- ) C ‘ ,

朴 材

条件 (A
‘

) 成立 ,

(5 ) 由假设
丁一

。·(·)d
·< 一 即条件 (A

S

)成立
.

从而根据第二节定理即得方程 (4
.

1 ) 存在唯一的衰减正整解
.

定理的推论
:

设方程

△卜
。, u + f (I二 I

, 。)= o , x ‘刀
” , , > 3 (4

.

2 )

其中, > o ,

f(】x 】
, 。

)满足
:

(B I
) 在R

” 又 (0
,

co )上局部H 6ld e r 连续
,

且关于
“局部L ip o e h t z 连续

;

(B
Z
) 对每一 t任〔o

,

oo )
,

f(, , 。
)关于

u
非减

,

f (t
, “

)/
。
关于

u 严格减
,

且 lim f(t
, 。

)/ “

二 0
.

对每一
u〔(o

,

co )
,

[o
,

b」一致地有 lim f(r
,

lim f (t
, “

) = 0
.

对任一有界区间 [ o
,

b〕
, u , oo

,
b) o ,

关 于 t任

。
) /

u = OO ,

(B
s

) 存在正的函数 G (t
, 。)在 [o

,

co )义 (o
,

co )上连续
,

对每一t任[o
,

co )关于
。
非增

,

且满足

f(!
x
】

, 。
)》 G (! x }

, u
)

,
V (x

, 。
)任R

” x (o
,

co )

尹
一 ‘

f(
s , ‘)ds < co

, 。
为某一正数

.刀
月

!
‘

4B
Z‘、

则方程 (4
.

2 ) 存在唯一的衰咸正整解
、
(x)

.

证 只需取第二节定理 中的

F (艺
, 。

)“f (才
, , ;

)
,

弋t
, 。)〔〔o

,

OO ) X (O
,

co )

即可
.

满足定理的条件 (A
, )、 (A

。

)
,

故命题成立
,
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例 2 考察方程

八。 一 m Zu + g (}x J)(一+ 。)
’

= o , x 任R
” , n

> 3 (4
.

3 )

其中。> o , o< , < l , Q (t)在 [ o
,

co )上为正的且局部H 6ld e r连续
,

并满足

lim q (t) = o ,

心一 争仁洲j I一
’“‘·, “·< -

则方程 (4
.

3 ) 存在唯一的衰减正整解
.

证 容易验证f (! x !
, “

) , g (}x }) (1 +
。)

’

满足定理的推论中的条件 (B
;
)、 (B

‘

)
.

根据推

论即得方程 (4
.

3 ) 存在唯一的衰减正整威(x)
.

例 3 考察方程
A u 一 州

2。 + (
a + ‘义 {

“

)
“

(b +
。
)夕= 0 , x 〔R

” , 。
> s (4

.

4 )

其中。> 。, a > l ,
b > 1 , a < 一 (

, + 约 / 2 , 。
为任一正数

, 0 < 刀< 1
.

则方程 (4
.

4 ) 存在唯一

的衰减正整解
“
(x)

.

证 取

f(}x }
, 。)= (

a + }x 1
2

)
“

(b + 。)夕
,

(x
, u )〔R

件 只 (o
,

co )

易证它满足定理的推论中的条件 (B I)
,

(B :
)

.

取 G (t
, 。

)= (
a + tZ

)
“ ,

则f (lx l
, 。

)> g (}
x }

, u
)

,
V (

x , “
)〔R

” x (o
,

co )
,

条件(B
。

)

成立
.

再注意到
a > l , a < 一 (n + 。

)/ 2 , 。> o ,

则

￡” 一 王
￡

一 (·+ 一)
。

< 而塌恭
石孙 <

台

!一
‘

, (
一)d一 ‘“+ ·

)“

J一
“
·+ ·“

,
“
d ·< -

从而条件 (B
‘

) 成立
.

故根据定理的推论知方程 (4
.

4 ) 存在唯一的衰减正整解
.
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