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摘 要

本文对向量值和矩阵值函数的不确定结构的静力响应和可靠性进行了研究
.

基于 K r on 代k e r

代数和摄动理论导出了随机结构的有限元分析方法
,

随机变量和系统导数很方便地排列到Z D 矩阵

中
,

给出了一般的数学表达式
.

关扭饲 随机结构 响应 可靠性 一般随机摄动法

一
、

目lJ 舀

到目前为止研究得相当成熟的是确定参数结构的有限元分析理论
.

然而
,

在工程结构的

设计阶段
,

由于许多信息的不确定性
,

使结构的许多设计参数具有不确定性 ; 再者
,

由于工

程材料特性的离散性以及制造
、

安装误差等因素的影响
,

使结构参数也具有不确定性
.

因此

研究随机结构参数对结构响应和可靠性的影响对工程安全分析尤其重要
.

近20 年来
,

不少文

献提出解决这一问题的方法
,

如随机有限元法
〔” ‘ r“’,

随机摄动法
【7 ’
等等

.

本文给出了向量值

和矩阵值函数的随机摄动法
,

使用 K ro n ec k er 代数和矩阵微分理论以及摄动技术系统地发

展了随机摄动法的一般公式
,

使具有随机参数的一般随机结构的有限元分析成为可能
.

二
、

响 应 分 析

线性有 限元方程为

K “= 尸

其中刚度矩阵为

(2
.

1)

K 一

丁
Q“

·
D B d “

(2
.

2 )

式巾B (x)
,

D (x
,

R )
, “

(R )
,

尸 (R )分别为广义梯度矩阵
,

材料特性矩阵
,

节点位移向量和

节点力向量
, x 为空 司坐标

,
口为积分域

,
尸 (劝 为

了
个随机参数组成的向量

,

其中包含随机
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结构参数和随机载荷参数
,

这些随机参数的概率特性是已知的
.

上角标 T 为矩阵转置符号
.

把随机参数向量 R
,

刚度矩阵 K
,

位移向量研口载荷向量尸表示为

R = R ‘+ 。R
,

(2
.

3 )

K = K ‘ + 。
K

,

(2
.

4 )
“= “。+ ““一

(2
.

5 )

P == P ‘ + 。P
,

(2
.

6 )

这里
。
为一小参数

,

下标为d的部分表示随机变量 中的确定部分
,

下标为
r 的部分表示随机变

量 中的随机部分
,

且具有零均值
.

显然
,

这里要求随机部分要比确定部 分 小 得 多
.

对方程

(2
.

3 )
、

(2
.

4 )
、

(2
,

5 )和 (2
.

6 )取数学期望
,

有

E (R ) ~ E (R
‘) + sE (R

f

) = R ‘ = 兀 (2
.

7 )

E (K ) = E (K 的 + 。E (K .) 二 K ‘一 笼一 K (卿 (2
.

5)

E (
。
) = E (

。‘、+ 。E (。
,

) = u ‘ = ”二 。
(月) (2

.

9 )

E (尸 ) = E (尸动+ 。E (p .) = 尸‘ = 户 = 尸(刀) (2
.

10 )

同理
,

对方程 (2
.

3 )
、

(2
_

、、
、

(2
.

5 )和 (2
,

a )取方差
,

根据 K r o n e e k e r 代数
, . ’及相应的随

机分析理论
‘。’,

有

V a r (R )= E [ (R 一 E (R ))〔
2 ,

卜
。Z

E [R
r 【2 , 〕 (2

.

1 1 )

V a r (K )= E [ (K 一 E (K ))【”〕= 。Z
E [K

, 【2 , ] (2
.

1 2 )

V a r (
。) = E [ (

u 一 E (
。
))

’2 , ] = 。Z
E [”

f , 2 ,〕 (2
.

1 3 )

V a r (P ) = E [ (P 一 E (P ))
【“,

卜
e Z
E [P

, 「2 , 〕 (2
.

14 )

这里 (
·

)
‘2 ,一 (

·

)À (
·

) 为 K r o n e e k e r 幂
,

符号 À 为 K r o n e e k e r 积
, V a r (

·

) 包含有

方差和协方差
.

将 ( 2
.

4 )
、

(2
.

5 )和 (2
.

a )式代入方程 (2
.

1) ,

有

(K ‘+ 。K
r

) (。
‘+ 。“ , ) = P ‘+ 。P. (2

.

1 5 )

展开此式
,

并比较
。
的同次幂系数

,

略去O (扩 )的以上的高阶项
,

有

K ‘。d = P ‘ (2
.

16 )
。‘: K ‘。,

= P
,

一 K r 。‘ ( 2
.

17 )

由方程 (2
.

16 )可 以解出响应的确定部分“‘ ,

即响应的均值
.

显然在仅给出随机参数的前两阶

矩的情况下
,

不可能由方程 ( 2
.

17 )确定出响应的随机部分
,

也就是与方差相关的部分
,

必须

变换形式后加以求解
.

根据向量值和矩阵值函 数的 T a y lo r 展开式’8 ’,

当随机参数向量 的随机部分要比确定

部分小得多时
,

可 以把K
, , u ,

和尸
,

在E ( R ) ~ R ‘

附近展开
,

有

,

一

黔
*

·

一

黯 R.

( 2
.

18 )

(2
.

19 )

尸
, 二

把方程 ( 2
.

18 )
、

(2

K ‘

口尸

湍
.

R
·

(2
.

20 )

.

19 )和 (2
.

20 )代入方程 (2
.

17 ) ,

然后展开
,

有

舞
一

会
一

禽
二 又2

.

2 1)
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由方程 (2
.

2 1 )可解出口
“‘/ 口R ‘,

从而可获得

力
. 。

r 口
‘。

乃
_

.

夕 ~
J

里竺 一 ! 兰丝
~

望卫生 ⋯ 卫丝
~

}
口火

T
L口R 2 d R

:
d R

,

J
(2

.

2 2 )

把 (2
.

19 )式代入 (2
.

13 )式
,

就可 以求出位移响应的方差

V a ’‘·’一
’
E 〔二〔‘”一

’
E

〔(黯
R

·

)
〔2 ’

〕
一

!黯]
〔”V 二 ‘“,

把 (2
.

22 )式代入 (2
.

2 3 )式
,

就可确定出位移响应的方差

确定出来了
.

单元应变和应力向量为
。 = B (x )“

e

。 = D (x
,

R )。

这里
“,

为单元节点位移向量
.

同理可获得应变
e和应力。向

.

量的均值和方差矩阵

E (
。
) = 。d = B u 了

(2
.

2 3 )

.

这样位移响应的均值和方差就完全

(2
.

2 4 )

(2
.

2 5)

v a r ‘
·
, 一〔

B 里哩1
口R

T

J
V a r (R )

E (a )= a ‘= D ‘。‘= D ‘B “咨

v a r (。卜l黯〕
【”v a r (R )

一

【黔
(,

, À。·: ) + 刀‘B

黯}
〔”v a r ‘R )

(2
.

26 )

( 2
.

27 )

(2
.

28 )

( 2
.

29 )

这里 Ia 为 : x :
阶的单位矩阵

.

=
_

可 竞 性 朴 析
一

, J 闷 户 一 月 j / 廿 口, .

在可靠性分析中的一个基本问题是估计结构的可靠度R ,

R 一

上
(二 , ) 。

f·‘X ) d X (3
.

1)

式 中 fx( X )为随机变量X

用以表示结构的两种状态

g (X ) ( o

g (X ) > o

(响应和门槛值等 ) 的联合概率密度函数
,

川X ) 为状态函数
,

可

为失败状态

为安全状态
} (3

.

2)

这里川X ) ~ 0为极限状态方程
,

代表极限状态表面
,

也就是失败面
.

根据可靠性的干涉理论
,

随机结构的可靠 性分析的首次通过问题定义为

g ‘(X ) = JA ‘I一 12 ‘}

式中A ‘

为相对于随机响应 (位移
、

应变或应力 ) 向量Z 一 (Z , ,

2 2 ,

⋯
,

Z
,

) , 的第

Z ‘

的 门槛值
.

状态函数g ‘(X ) 的均值和方差为
E ( g ‘) = E !刀‘}一 E }Z ‘}

(3
.

3)

个随机变量

( 2
.

4 )
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V a r (g ‘)= V a r (A
, ) + V a r (Z

‘

)

可靠性指标定义为

(3
.

5 )

月一 丽
E (g

‘

)

V a
‘

r (g
‘

)
(3

.

6 )

这样
,

一方面可以利用可靠性指标直接衡量结构的可靠性
; 另一方面在随机响应向量 z 和门

槛值向量 A服从正态分布时
,

可 以用失败点处的切平面近似模拟极限状态表面
,

可获得可靠

度的一阶估计量

R ‘= 巾 (刀
‘

) (3
.

7 )

式中中 (
·

) 为标准正态分布函数
.

如果随机变量X 不服从正态分布
,

可通过 R o s e n b la七七 变换
〔’。’把相关的非正态变量变

换为不相关的标准正态变量
,

即

y
‘一 巾

一 ‘

〔F 刃 . , x ;
,

⋯
,

戈
一 ,

(X ‘!
Xl

,

⋯
,

Xi
一 1)〕 (3

.

5)

式中F x( X )为 X 的联合分布函数
,
犷

‘

为零均值
、

单位标准差的独立的正态变量
.

把状态函

数川X )变换为由Y 一 (丫 , y ; ⋯ 犷
。
) ,
所张开的标准空间的状态函数G (Y )是计算可靠度所必

需的
,

这种变换关系如下

夕(X ) = G (y ) (3
.

9 )

四
、

数 值 算 例

例 1 平面析架结构如图 1所示
.

在节点 4 受一铅垂力

所示
.

材料强度
r 的均 值为 2 3 0

.

3 (M P a)
.

随

机材料特性的均值如表 1 所示
,

随机参数向量

R = (尸
,

E
,

A
,

r)
r

是独立的服从正态分布的随

尸
,

其均值为 9
.

8 (k N )
,

方向如图

丁
�

.

|土
机变量

,

其方差系数为 0
.

0 5
.

计算结果
:

» 单元应力
、

可靠性指标和可靠度分别为

E [ a ( 3 ) ] = 154
.

9 5 (M P a ) ,

以V 石不矛万
一 = 39

.

5 0 (M p a )

刀
s = 1

.

8 3 1 , R 3 = 0
.

9 6 6

表 1 单元号

饰一
50 e m

上
网cm十

50 cm 一
10 0c m

州

田 1 平面析架

单单 元 号 横 断 面 积积 弹 性 模 量量

eee 月 ( ‘ ) ( e 功, ))) E ( , ) ( G P a )))

111 2
.

000 196
.

000
222 2

.

000 196
.

000

333 1
.

000 19 6
.

000

444 1
.

000 19 6
.

000

¼单元应力
、

可靠性指标和可靠度分别为

E 〔。“’卜 一 2 0 7
.

8 9 (M p a ) ,

斌而可孙万
二 5 3

.

0 。(M p a )

口
‘= 0

.

4 13 , R ‘
二 0

.

6 6 0

因为斑结构提静笼结构
,

所以从¼单元来看
,

此结构是不安全的
,



静力分析的一般随机摄动法

例 2 悬臂梁如图 2所示
.

在节点 1受一铅垂力尸二 78
.

4 (N )
,

如图所示
.

横截面积A
,

弹性

模量E
,

剪切模量G
, 1节点 g 方向位移的门槛值 仔的均值为E (A )一 3

.

。(c m
“

)
,

E (E )一 196
.

0

(G P a )
,

E (G )= 75
.

4 (G P a )
,

E (H ) = 1 3
.

0 (e m )
,

随机参数向量R 二 (A
,

E
,

G
,

H ) , 是独

立的服从方差系数为0
.

0 5的正德分布的随机变量
.

图2 悬臂梁

计算结果
:

一节点位移
:

E 勿; )二 9
一

2 } 6‘ (c m )
,

斌 V 畜Fi幼)一
。

.

7 9 8 2 了e m )

司靠性指标
:

刀~ 3 6 7 5 7

可靠度
:

R 一 。
』

9 9 9 8 8

因为 l节点挠度最大
,

因此以挠度来度量
,

此结构是安全的
.

五
、

结 论

由于实际结构的制造误差
、

测量误差
、

统计误差和模型误差等不确定因素导致结构材料

和几何特性等的随机性
,

而结构所承受的载荷多半带有随机变化的性质
,

这样就必然导致具

有多随机参数的随机结构系统
.

本文应用 K r o n ec k e r 代数和矩阵微分理论 及摄动 技 术系

统地发展了向量值和矩阵值函数的随机摄动法
,

得到了一般的数学表达式
,

且获得了理想的

数值分析结果
.

从本文的理论分析和数值算例 可以看出
,

本文研究的是二维矩阵函数的随机

摄动理论
,

比通常的一维矩阵函数的方法更一般
、

更完整
.
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