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摘 要

本文计算了具有耗散接头的一般非共线的欧拉一伯努利或铁木辛柯杆系结构振动特征频率的

传递矩阵
。

将允许结构是三维的
,

因此
,

一定要同时研究各种振动模式
,

包括纵向和 扭 转 的 振

动
.

这种结构一般可以看作是由许多杆件首尾相接构成一条链条
.

允许有各种不同沟减振器
,

甚

至有些减振器是本结构内部形成为
.

我们也允许在结构中采 用不同材料
,

杆件也可以是不同宽度
.

本文证明了可以利用渐近估计方法来求得近似的特征频率
.

关健词 渐近值 藕合杆系 特征频率 欧拉一伯努利 铁木辛柯 共线接头

一
、

引 言

在建造像大型通讯卫星或空间平台等大型空间结构 中
,

一般都在杆件接头 处采用各种不

同的减振装置来抑制振动
.

如果不采用这些减振装置或减振器
,

微小的振动会在结构中长期

延续不停
,

甚至逐渐增强以致引向灾难性的后果
.

因此
,

像这样一类杆系组态的结构稳定性

问题和寻找该结构的 自振频率密切相关
.

在决定如何抑制这些振动时
,

包含着对这些振动的

严格分析
.

美国宇航局 (N A S A ) 所建议的空间平台为了满足这种构造的要求
,

竟要求采用

40 根杆件的结构 (从N A S A 工作研讨会上获悉 )
.

最近为了做出这样一个结构的模型
,

已做

了不少工作
,

但不少工作是在二维空间上进行的
.

本文考虑了一切三维空间的
,

和一切可能

的杆件振动形式
,

包括纵向和扭转振动
.

我们也允许杆 件有不同截面尺寸
,

甚至也允许同一

结构中用不同材料的杆件做成
.

本文提供了工程师们在决定某一结构发生振动问题时的一种

办法
.

本文所研究的杆系结构为一组直杆首尾相连接所组成的一条链
.

在杆 与杆的连接点都有

减振器
.

一杆的中间部份也可以有减振器
,

它可以看作为一杆分为两短杆来认识
.

这样一条

三杆 组成的链的例子见图 1
.

所有三杆的杆长为 1
.

该链的两端都是固定的
.

第一第二两杆 和它

们之间的减振器都在一个平面内
,

而第二第三两杆 和它们之 间的减振 器则在另一平面内
,

而

且这两个平而相互垂直
.

这一例子只显示了本文所妄讲到的四 种减振器 中的一种
.

我们不采用把杆标号的办法
,

而采用把结构分区标号的办法
.

某一而分包括杆件的长度
、

一个减振器
、

和一个质量
,

这一质量具有或不具有转动 质毫
,

.

戎两杆
.

之 i] 的夹 角
.

以 图 二的汗

系为例
,

它有 9 个分区结构
:

三根杆 件
,

两个夹 角
.

两 个 :成振器
,

两端仟 件的 周定端也可以
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作为一个分区结构
.

这些部份可以逐一从。到
,

标出
,

通常标成 j二 o
,

l
,

2
。

一
,

8
.

于是
,

用
“

j‘“

杆
”

表示这一结构的第了分区
,

这一规定使文中

的矩阵显得非常简单
.

设E ,
表示每一杆 的杨氏模量

,
G ,
为 剪切

模量
, P ,

为其密度
,

并设在每一杆 中
,

它们都

是常量
,

但不同的杆可以 各不相同
.

这里必须

指出
,

上述量只有当 ]’f 弋表杆长时才是有效 的
.

其次
,

我们还假定在每一汗件上
,

截面积A , 在

杆长各点都是均匀的
,

而且通过杆 轴 的 任 意

平面的惯性矩也是常数 (指在杆 上各点不变 、
.

这只有而且仅在下列 各条件下才是正确的
.

即

于一口

图 1 三杆链
,

两个平面

乐
, (x 一 , ;

湘
一

{{
R ,
、一 ; )

Z

dA 一 。和
{{

R , ‘一
, , (。一 , 、翻 一 。

其中R ,
为杆件的截面区域

,

上述条件只有在圆截而和正方截面下才 是有效的
.

杆件 截面 的 极

惯性矩一般用10 表示
,

在这里它等于 21
, .

如果像工字杆件那样
,

不同的平面的惯 性 矩 不 相

等
,

则除了方程式更加复杂外
,

本法仍属有效
.

二
、

一 般 背 景

铁木辛柯的杆件方程为

。
r ; ,

. J 二

/
,

百 、
.

⋯

乙 J v
‘

’

十 P d ”一 P月 1 十 L万
一

于”
“

一
、 代 弋 了 ,

P
一 J 三:

万乙
.

粉

其中。< x < L
, t> 。

.

这是单一杆件的一种典型数学模型
.

见〔2 0
, 4 33 页]

.

其中k为和截面形状

有关的一个数值系数
.

如果式右诸项的和为。
,

我们得到欢拉一伯努利杆件模型的振动方程
.

铁木辛柯模型包括了转动惯量效应和剪切变形的效应
,

而欧拉一伯努利方程财不包括这些效

应
.

在适当的边界条件和初始条件下
,

有唯一和稳定的解
〔‘“’.

杆端的边界条件决定各种特 征

频率久
.

每一特征频率有一相关的特征函数咖
, (川

.

利用适 当的格林函数
: ‘“’,

初始条件可以分

解为特征函数咖
, 仁x) 的线性组合

.

于是
,

只要我们找到特征频率
,

这一问题是可解的
.

在 [ 5
,

16 6 8 页] 中
,

处里了用一种特殊的耗散接头把相交 180 度的两根相同欧拉一伯努利杆

件连接在一起
,

结构的一端 固定
,

而另一端自由
.

对角位移采用了线性近似
.

同时
, p

,

A
,

E

和 I假定在整个结构中都是常量
.

尽管采用了这些简化
,

所得的决定特征频率的方程仍然非常

复杂
.

不过
,

把高频特征频率有关的项作为小项略去后
,

仍能求得渐近的解析解
.

这一结构

的频谱可以写成两种序列
,

或两种特征频率
“

串滴
”

(s 七r e a m )
:

几, 、双万万万万 丈4 寿二 一 二 )
“一 E l [ (k全k ; + c , c Z

)/ Zk r〕￡

及 几, 、研 E l / p
J

哎 (1寿二 + 二 )
2 一 [ 4 / 户A 掩;〕i (ko co )

其中 k
l ,

k
Z , ‘1和 c Z

为常数
,

其位和接头处的减振器相关
.

在 〔13 〕中
,

一般的
n杆共线结构系在相同的假设下的频谱一般有

n
个特征频率串滴

,

每一

串频 率都趋近于某一垂直线
.

本文主同一结构允许有 3 种设计的耗散接头
,

和多种不同类型

的减振器
.

在共线连接的杆件中
,

有4种不同减振器
〔弓’ p

‘

’e 日7 ’:
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I型
:

接头上不受外力作用
,

在振动时
,

位移矢量和杆件夹角可 以变化
.

I 型 :
位移矢量在跨越接头时是连续的

,

杆件夹角可以变化
.

接头上受有外力作用
,

但

不包括扭力
.

l 型
:

位移矢量和杆间夹 角是固定不变的
,

但接头上允许有各种外力作用
.

丁型
:

杆间夹 角是固定的
,

但位移矢量在接头上可以不连续
.

在接头上所受外力互相对

消
,

但允许有扭力作用
.

论文 〔13 〕推出了一个计算特征频率
“

串滴
”

的新方法
.

对于结构的每一杆件
,

根据杆件的

长度和杆件端点的减振器类型建立一个 2 x Z矩阵
.

把这类矩阵连乘在一起
,

在其左端乘上一

个 1 X Z矩阵
,

在其右端乘上一个2 x l矩阵
,

这样就得到一个标量函数
.

这个函数的各个零点

都给出这类特征频率的渐近展开式
.

这一技术在后来由〔1 7 〕和〔1 8 〕推广到处理二维杆 系结构的在本平面内的振动问题
.

为了

简单化起见
,

纵向振动根本上完全略去了
.

即使这样简化
,

渐近近似计算中还需要用 20 x 20

矩阵
.

这里也证明了
,

假如杆长是整体的
,

而且总长为T
,

则我们可以找到ZT 个特征频率的
“

串滴
” .

三
、

基 本 思 路

对于结构的 ]’f “
部份而言

,

不论它是一段杆
,

或一个减振器
,

或一个质量
,

或一个夹 角
,

我们可以转动坐标轴
,

使这一部份结构在静止时
,

这一点上的杆件和 x 轴一致
.

当结构 的 j‘“

部份是杆长为l‘的杆件时
,

我们设。, (x
,

t)
, 0《

x 砚l, , 才> o为定义在
x 轴向的位移函数

.

同样
,

。,
(x

,

t)
, 。 ,

(x
,

t) 分别为g 轴向和
z 轴向的位移分量

.

设0 ,
(x

,

t) 为转动位移
,

当0为正时
,

从 g

轴转向
z 轴

.

当结构的j’h部份不代表杆件长度时
,

我们可以令l, = o ,

而u ,
(x

,
t)

, 。,
(
x , t )

, 。 , (x
, t)

,

口,
(x

,

t) 还都表示相应的位移
,

但这些位移和 x 无关 (或即是说
,

只在 x 一 。那一点是定义的

函数 )
.

因为我们将考虑扭转和纵向振动
,

我们将采用铁木辛柯形式的偏微分方程或其它形式的

偏微分方程
.

对于均匀杆件的纵向振动而言
,

我们有 [ l镇
, 8 1页」所给的运动方程

E j“
了一 p , 。, = 。 (3

.

1)

对于均匀杆 件的扭转振动而
一

言
,

其运动方程为

J , G , 0了一 21 , p ,
夕

, = o (3
.

2 )

其中‘,
为剪切模量

,
J ,
为抗扭刚度常数

.

对于圆轴而言
,

臼月
, 9 云页〕给出了较简化的方程

,

这时
,

J , 一 21
, . 。 3 2 )式对一切均匀杆件都是通用的

.

扭矩等于 一 G , J , 0 ;
.

铁木辛柯方程中的 p “
I铆 kG 是二级小量

,

为水得特征频率的初级近似
,

我们可 以略去该

项
.

其结果仍考虑 了转动惯量和剪切变形
,

但不考虑这两者间的相互作用
.

振动的4 个方程为

E , I, 。 }
v

+ 户, A , ”, = p , I,
(1 + E , / k , G , )刃了

E , I, 二 }
”
+ 户, A , 功 , = p , I, (1 + E , z k , G , ) 功丫

E , u
了一 尸, “, = O ,

J , G , 0了一 三I
, 户 ,

J = 。 { (3
.

3 )

上述方程 中有几个可以用矢量合 在一 迢
.

设用D ,

衍
.

幼表示位移矢量<“, , 。, , 二 , >
,

于是速度可

以用D J (x
,

t) 表示
.

设取外力矢量



6 80 威廉 H
.

包尔森

F ,
(
x ,

t )= <E , A , u
:

,

p , I , ( l + E , / k , G , )”, 一 E , I, v

了
‘,

p , I , (l+ E , / 掩, G ,
)动 l

一 E , I , 功了
’

>

于是 (3
.

3 ) 的前三式可 以写成

F : 一 伪A , D ,

转动一般用 3 只 3的正交矩阵来表示
,

我们也将用一种矢量来表示
,

其方法见 【15
, 2 37 页〕

,

一- - 斗

矢量 R = <a ,
b

,

c> 表示绕O P 轴的转动
,

它表示从尸点的一端看
,
尸二 (a

,

b
,

c)
,

在反时针方向

转动一个角 }R I
.

这一转动的 对应的正交矩阵为

O 一 c b

0 一 0

一 b )
/

11
PXe

a “
+ (b

Z
+ c Z

)e o s d

a b (1 一 e o s d )月
一

d e s in d

a c (一
e o s d ) 一 bd s in d

a b (l一 e o s d )一 d c s in d

b
z
+ 又a

“
+ c Z

)e o s d

be (l一 e o s d 、+ a d s in d

a c
(l一 e o s d ) + bd s in d

bc (l一 e o s d )一 a d s in d

c Z
+ (a

“
+ b

Z

)e o s d

(3

{
其中 d = 斌护 + b

Z

+ ‘“ ,

而 e x p 代表这一矩阵指数函数
〔’5 , ”, “2 8 ’.

正负号规则如下
:

当 a > 0时
, 夕轴转向

z 轴 , 当b> c时
, z
轴转向

、
轴 ; 当 c> o 时

, x
轴转

向y轴
.

于是
,

每一杆件的转动矢量是 R , 二 < 0 , , 一功季
, 。

{>
.

扭矩也同样可 以用一种矢量表示
.

绕x 轴的扭矩为一 G , J ,
火

,

而对夕轴或
z 轴的弯矩分别

为E ,

几功了
, 一 E ,

几
。
了

.

于是扭矩矢量为T , 一 <一 G , J , 口;
,

E ,

Ij 、了
, 一 E , I , 。

丫>
.

现在让我们推导每一杆 件所有的总能量
.

由位移造成的动能为

丁犷省
p , A , 「(“, ,

2
+ ‘”,

”+ “
, ’

2

〕“·

由绕三个不同轴转动所造成的总动能为

丁了;
p , (2‘, 、‘”

J )
2
+

么
p 了‘J (” : ,

’
+

1
p J‘, (‘ , ,

’
d X

从 [ 20
, 4 3 6页〕杆件弯曲所得势能 (初步近似 ) 为

{:
’

雀
一

E , ‘, 〔(·了”+ (田了’
“

〕“x

有关剪切变形的势能为

(l
,
生 p , I , E ,

J
。 Z k , G , [ (公l)

2
+ (劝 {)

“

〕d 大

伸长和扭转所造成的势能分别为

J:
‘

借
二 , , , (。 : )

Z
d x

及 {
‘,

告。
, , ,

(。: )
2
、x

J O ‘

j’“杆件在才时的总能量为

‘ , (,卜合丁:
’ 〔p , A J (“了,

’
+ p , A , ‘”, ,

2
+ p , A ,

“
, ,

“
+ 2” , ‘, (“, ,

“

+ 户,
I , (, : )

’
+ ”; I , (“ )

2
+ E , I , (”了)

2
+ E , I,

(“了)
“

升拭
夕(” ;
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+

赞
(‘ : )

2
+ E 了A , ‘· ; ,

2
+ G J‘,

(“{,
2

〕d ·

现在我们可以计算跨过这一结构每一部份的能量变化率
.

利用 (3 3 ) 式
,

我们得

含
‘ ,
“, 一

丁:
’ ‘E 了A J”J·

: + 户J‘J。: 。
J+

钳
J。; 。

, 一 E J‘J。了· ;
·

+ 、 , , ,‘。 ; 。
,

+

赞
。 : * 了一 : J‘, 。 J ? ;

·

+ 。, , ,
”

, 。: 十 、, , J。 ; 。 :

+ ”,‘, ‘ ;‘ ; + “办了”了十“
J‘J切 : ‘了+ p

荀势
产。产

+

案
场

, 。 /
十二两

· ; 。: + G , , , 。:”: )dx

一

I:
’

去
(“

,
·

F , 一 *
,

.

T , )、、

因此
,

这种能量变化只在杆件的端点显示出来
.

如果结构的这一 j‘” 部份不是一条杆 件的长

度
,

则I, 等于零
,

其能量变化不可能大于零
.

它给出

D 丁
·

F 了一 D 亨
·

F 亨+ R 亨T 亨一 R 砂 T 丁《。,

V t> 。 (3
‘

5 )

四
、

分 离 变 量

现在我们采用分离变量法
,

把这种分离变量法略加修正
,

从而把 (3
‘

3) 式 中 的方程式

合在一起求解
.

设几为某一特征频率
,

则用分离变量法
,

对欧拉一伯努利模式进行经典处理
,

得
v , (几

, 戈
,

t) = [A , (几)e , ’ + B , (几)e ‘, ’

+ C , (几)e 一 ”’

+ D , (几、e ‘”’〕e x p [久矛斌 万刀政 ]

(4
.

1 )

其中 刀二 (l一 约澎 I / 2
,

即几一 f犷
.

于是我们可以从 (4
,

i) 中把一切不同频率 元的表达 式的

和作为微分方程的一般解
.

由于对于各个杆件
,

我们可能要遇到不 同的 E , ,

几
,

A , 和 p ,
值

,

而且
,

也 要用铁木辛

柯模型
,

因此将用一个特殊的常量在经典处理中来替代创
.

而万万)
.

我们也将用冲而不用几来

进行计算
,

实际上
,

我们用了久~ ‘犷
.

设。是一个 固定的物理量
,

它的量纲是 (长度
2

/ 时间 )
.

它将于后面的计算决定
.

采用了分离变量法
,

我们可以规定

。 , (刀
, x , t) = 公, (刀

, x )e x P [‘。 , Z t]

切 , (叮
, x , t) = 功 , (刁

, x )e x P [f。, Zt〕

u , (刀
, x , t) = 泣, (叮

, x ) e x P [‘。叮
2 公〕

口, (叮
, x , : ) = J

,
(习

, x )e x p [i。刁
, tl

代入 (3
.

3 )
,

我们得常微分方程组
, }

v

(刃
, x ) + 拼 , 。, 亏‘”了(叮

, x 一 拼, , ‘”, 又叮, x ) = 。 、

。 }
v

(刀
, x ) + 拼

, : ,刁4 功了(刀
, x )一 拼, , ‘劝 , (刁

, x
) = O

忍了(叮
, x ) + ? {.

, 又叮
, x ) = 。

J了(。
, x ) + ? 毛乙{J

, (。
, x )一 。

(4
.

2 )

其 L】,
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拼夕-

p , A , 。 2

E jl
j

I
; l

6 , “ 一f
~ 一

住 l十
直 j \

E ,

寿, G j )
: , 一

了了
,

匀、
之龄

应该注意到
,

如果所有杆 件都相同
,

则我们可以选用 。一 斌 万刀户万
,

而且对一切杆件而言
,

拼, 二 1
.

又有
,

如。, 一 0 ,

则这些杆件都是欧拉一伯努利杆件
.

于是
。,
可以 看作是 把这两种模

型联系在一起的摄动参数
.

我们首先将从纵向振动方程开始
. 。, 又粉

,
x ,

t) 的一般解可以表示为
u , (刁

,
x

,

t) = [K : s in (丫, 刀Zx
) + K

Z e o s (? , 刀’x )] e x p [‘。刃
Zt〕

我们也可以解出 (3
.

2) 式
,

得

oj
(,

, x , 才) = 仁K
3 s in (下, 占, 刁

2二、+ K
; e o s (, 、占, , Zx )〕e x p 〔‘。刀

’t〕

在求解微分方程 (4
.

2) 式 中
,

我们得其解为
。 , (叮

, x , 才) ~ {A , (叮)e o s [ x 刃P
。了刀)〕+ B ,

(叮)s in 〔x 叮P , (刁)]

+ C , (刁)e o s h 仁二叮q , (刀、〕+ D , (专)s in h [x 刁q ,
(刁)] }e x p [ i。叮

Zt〕

(4
.

3)

其中

p ,
(。、一 “飞砂甭弃疥不飞丙耳再

, 。 , 。2

)/ :

和

、,
(。)一 斌了万下升{。

‘
+ 4。,

一。J : , 。2

)2 2

我们暂不采用上述基础来处理波动
,

我们将 采用 (4
.

2 ) 式的特解
,

它是下式递推定义的
:

g , , 。

(刀
, x ) 二

P , (刁)
芯

q , (明 汀万拜{万耳面巧
5 in h [ x 粉g ,

(刁)〕

q , (刃)

九 (树 v 刃 研不4吞子
“i“ [‘“p , (。)」

d
g , , ‘

弋叮
, x ) =

~

舀无
-

g j , ‘一 ‘L叮, x ) / 灯
, ‘簇 , 乓 6

且 g , , 。

(刀
,

州 的各级
一

导数在
x = 。处的解如

一

凡

。, , 。
(。

, o )二 。歹:
。

(。
,

0 )一 。乡:石、。
, 。、一 。只

。

(。
,

0 )二 。I:
。

(:
, O)二 。I{急

,
(。

, 0 )二 o

g {
, 。

(:
, o )一 : , g , , 。

(。
, 0 )一 , ‘, 。5 , 、J:;(:

, O)
一

。{
e , 。。

任一顺序的 4 个函数都是线性无关的
,

但它们有 卜列关系

夕, , 。= :下
‘g , , ‘

+ 。j , 2 9 , , : , g , , 。= 拼,夕j , : 一 “, 。, 刀“g , , 3

和 g , , 。
= 拼, 夕j , : 一 拼, 。, , 2 9 , , ‘

所以
,

所有 7个函数都可以用 g , , l , g , , 2 , g , , 3

和 g , , 4

表示
.

由于 g 的许多导数在 x = 0处都是零
,

所以我们可以用它们作为波动的基础
.

但是首先我 们

应该确定杆件的初始位移
、

初始转角
、

初始扭矩和初始外力决定的所有常数
.

为了进行这一

工作
,

我们将引用另一物理常量劝
,

它的量纲为 (质量
·

长度s/ 时间
“

)
,

其数值可以 稍后决定
.

每一杆件的抗弯刚度可以 用价来衡量
,

我们可以假设

功, = E 厂
, / 劝

于是必
, 是 j‘h杆件抗弯刚度的无量纲度量

.

现 在及 义
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D
,
(粉

, o
,

t) = <d , , , ,

d , , , ,

d , , 。

>e x p [i。 , 2才]

= <。,
(冲

, O , t) 。, (刀
,

o
,

才)
, 、 , (刀

, o , 才、>

F , (,
,。 , t )= 劝叮

“

<f
, ; : ,

f
, : ,

f , , 。
> e x p 〔f。刁

Zt」

= <E , A , 。
; (,

, 几 ,

t)
,
p , I , (l十 E , ‘

k , G , )。{ 、叮
,

o
,

t)

一 E , I , 。
了
‘
(叮

, o
,

广、
;

p , I , (l + E , / 寿, G , )功 ; (叮
,

o
,

t)

一 E , I ,切丫
‘

(刀
, o

,

才、>

T , (, , o , t) = 功, ,

<t‘
, ; , t , , : , t ,

.

3

> e x p [‘。刁
, r〕

= <一 G , J , 0 : (夕
,

o
,

t)
,

E , I , 山了(粉
,

o
二

r)
,

一 E , I , 。
了f专

,

o , t))

R ,
(, , o , 才) = 刀<

r

川
, : , , : , r , , 3

> e x p L‘。叮
Z t〕

= (0 ,
(叮

, 0 , t)
, 一 切 ; (,

, o
,

t)
, 。

: (刁
,
。

,

t)>

(4
.

4 )
我们设计d , , ‘,

f
, , ‘, t , , ‘和 : , , ‘

使它们都是长度的单位
.

这就使我们把这 4 个矢量 组成一个

i2 维的矢量
:

. , = (d
, , 1 ,

d ,
, : ,

d , , 3 ,

f
, , 1 ,

f
,

,

: ,

f
, ; 。 ,

t , , , ,

t , , 2 , t , , 。 , r , , l , r , , 2 , r , , 。

)〔R
’2

在采用了这些新的变量以后
,

我们可以看到下列关系

·,
(。

, x , , )一l
d , , 2 9 , , 1

(。
,
X ) - f

, , 2 9川 (叮
, 、)

拼了必
,

_ tj , 。夕, , 。

(珍
,
x )

, r , , 3 夕, , ‘

(粉
, x )1

一

—
十一

—
一一

—
!

拼J尹夕 拼J J

e X p 仁f。刀
“t〕

功, (。
, 二 , , )一

f
d , , 3。 , , 1

(。
, X ) - f

, , 。g , ; :

(, , x )
拼,
功

J

+ 丛丝坦(夕
少

目
拼Jp j

犷J , 2 9

“ ,
(。

, 二 ,
, ) 一「、

, , ; C 。。(。
Zx : , 、+

一奋卫岑
L 甲j拼J

扩
·且〕

·x p 「‘。”
2 ‘〕

f
,

、

10 5 ‘n ‘。“、 : , )

〕
e x p :‘。。

2 , 〕

“,
(。

, x , , )一

〔
·, , 1 , 。0 5 (。

Zx “, : ,
) - J,

2功
, v ,

‘, , 15 ‘n (。
Z x 占, , ,

)]
e x p 〔‘。。2 , 〕

(4
.

5 )

五
、

传 递 矩 阵

(4
.

5 )式是以几为特征频率的波动的一般解
.

这些方程还必须利用边界条件来求得一 个 ,

的方程
.

我们可以用 12 x lZ 矩阵把 , J和. , + 1
串联起来表示这种边界条件

.

我们称这种矩阵为

传递矩阵
.

在每一接头上有这样一个矩阵
,

为了简单起见
,

我们让每一矩阵 M
, 代 表结构的

一个部份
,

可以是整段杆长
,

也可以是两杆中的夹角
,

或一个质量
,

或某一减振器
.

这样做

法见〔1 7〕和〔1 8〕
.

由于 刃是一个行矢量
,

把传递矩阵乘在这种矢量的右边
.

我们得

, , + 1二 . 厂M
,

为了简化符号
,

我们用 D
, 表示 D , 咬l, , : )一 D , (o

, t)
,

同样
,

我们用 D , + ; 表示 D , 十、(o
,

勺
.

也用同样的办法简化其它的矢量
.

对于两杆间的夹角而 言
,

我们实质上用一个止交矩阵A , 术变换坐标系
.

我们假 设 左 ,
是
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某些内
,

b , 和勺所组成的表达式 (3 4 )
.

在新的坐标系中的位移矢量可以用D j + ; 一 D ,
·

月 , .

同

样在转动后的新坐标系中
,

新的矢量F , 十 1一 F ,
·

A , .

因为 R ,
为老坐标 中的 转动轴

,

所以在

新的坐标 系中
,

这一轴
一

可以写为R ,
·

月 , .

轴动量 也相同
,

所 以 R , 十 1一 R , 月 , .

同样还有T , 十 , =

T ,
·

A , .

于是
,

关于 两杆 间夹角的传递矩阵为

五 , 0 0 0

{
。 A , . 0 , 0

M 梦
” g ‘“一 l—

一一一
—

}-一 l

卜巴上
}
一

州
一

今!
0 【0 1 0 { A ,

虽然传递矩阵是明正交矩阵月
, 表示的

,

我们一般用矢量<a , ,

b , , ‘J>来表示两杆 问夹 角
.

所以

A , 是用 (3
.

4) 式给出的
.

减振器的传递矩阵也很简单
.

我们在 卜面只研究四种类型接头
:

I型
:

F 和T 连续
,

但 D 和 R 可以不连续

I型
: D 和T 连续

,

但F 和R 可以不连续

l 型 : D 和R 连续
,

但 F 和T 可以 不连续

W 型
: F 和R 连续

,

但 D 和T 可以不连续

还有如某一种矢量的某一部分连续
,

但另一部分不一为;连续的许多类型
.

把所有这许多排列

计算在内
,

共应有64 种不同类型
.

当然除了上述 4 种类型以外
,

其它60 种都不很有用
.

它们

的传递矩阵在需要时也是容易建立的
.

现在让我们
一

首先考虑 生型接头
,

’

已的传递

矩阵是很易 设计的
.

图 2 为皿型 接头的一个特

例
.

阻尼系数为K 的单个减振器装在杆件上 夕

点
,

并且该减振器的一端能自由转动
,

另一端

固定如图
。

在静止位置
,

从原点到接头P 的矢

量用 r 表示
,

减振器的方向为 几
,

它 的大小为

澎灭
.

我们将确定由球的转动和位移的影响沂

应有的边界条件
.

‘赶 入

.

因为不论位移和转动在跨越接头时都是连续的
,

我们有 D , 一 D , 十 , ,

丑 , 一 R , 十 : .

当接头

以 D ,
为位移速度运动时

,

接点p 的速度为亡
,
私

/

心肠 当球的转功速度为丘
, 时

,

则p 的运动

速度为久
“ r

.

于是减振器的压缩速度为 即 (介
, x r ) ,

、兀 一 丘
,

·

、r x 旬 / 斌尤
·

减振器所受

总力为仁D
,

·

“+ “、
(r 又 旬〕刚 K

.

这一总力 可以分成 两部份
:

接头中点所受 的 力 权D
,

·

“

+ R ,
·

(r x 旬 〕
,
川一卜扭矩 一 (r x 旬 L力

,
·

k + 宜
,

·

拼 K 旬 」
.

于是
,

跨接 点的力和扭矩的

方程为

F , 十 l = F , + 掩(D ,
·

掩+ R ,
·

(r x 介))

T , 十 , 一 T , 一 (r 欠 花)((力) ,
·

花+ 豆
,

.

(r x 介) )

利用 (3
.

5 )
,

我们 可证跨接头的能量变化为

一 (D ,
·

几+ R , (r 只 几))
“

《o

如来我们采用 3 只 3 0
.

1: 阵

X J一

了
“’

·

“
,

Y J一

获
、r 米 “, 二“
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Z , 口
, 、

,

丽一 Lr X 只 , - (r K 介)

我们很易看到这些方程的一种型式
.

上式中花爷为矢量几的转置
.

接头的边界条件为

D , + l = D , ,

R , 十 l = R ,

F,+
l一二 , +

兰b
,

·

x , +

兰‘
,

·

y ,

{
T , 十 ; 一 T

, 一

荟。
,

.

: : 一

答*
,

.

2 ,

!
(5

.

1)

对于一般 I 型接头而言
,

当由多个减振器组成时
,

其边界条件 和 (5
.

1
一

) 相同
,

但X
,

y
,

Z

必需是这些减振器的对应矩阵之和
.

能量必然是耗散的
,

这是所有这些矩阵的共同条件
.

用

(3
.

5) 式
,

我们求得跨越减振器时能量变率为

一

黔
‘,). (拭{川篡)

对于所有矢量D J ,

R , 而言
,

上式必小于零
, 6 沐 6矩阵

L , 一

(
X , Y 贯

Y J Z , )
一定是正对称的

.

这就是说

L , = L节和叨L ,
叨

关》。 (对所有矢量叨任R
“

)

我们称L , 为减振器的常量矩阵
.

利用 (4
,

4) 式
,

我们求得 l 型减振器的传递矩阵
.

(5
.

1) 式可以 写成矩阵式

(5
.

2 )

\

l
-

l

!lI }生 X
, 一 iY 节 。

,

刀

0 1 0 0

11
.....,/

。

一
了

一一M

.

\ 0 Y , 一 i刀Z ,

其中
,

I为3 x 3单位矩阵
.

对于其它类型的接头而言
,

用类似的方法处里
.

1型的一般接头有下列边界条件

F , + 1 = F , ,

T j + z = T ,

力
,

一 b
, +

管
F ,

·

X , +

蛋
‘ J

·

y
,

(5
.

3 )

、11.、.zeses少

反
、‘ : 一宜

;

一月
功

F ,
·

y节一耸T
‘ .

2
、

必

还有 (5
.

2) 式也是适用的
.

传递矩阵为

1 0 0 0

M {

一 i刀X ,

一 iy j

fy节

了i/ , )Z ,
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对于 I 型接头而 言
,

边界条件是

D
, 十

一 D , ,

T , + l = T ,

F , + 1一 F , +

若力
,

·

、 , + T ,
·

Y ,

(5
,

4 )

瓦一瓦 一
玩

、
y , 一

釜
T 厂 Z 了 )

还有 (5
.

2 ) 式也适用
.

这种接头的传递矩阵为

一 Y兮

杏z ,

�

一Z

,

n�一�

M

)
最后

,

对丁型接头而 言
,

其边界条件为

F j + l = F j ,

R , 十

一 R ,

D
, , 1一
玩 +

纂
“ ,

·

X , 十瓦
y ,

T , + 1一 T , 一 F ,
·

y卜若宜
,

·

Z ,

还有 (5 2) 式也适用
.

这种接头的传递矩阵为

(5
.

5 )

、‘

!
、

r....夕刃

一一o
一 ‘叮X , I 一 叮y 萝

一
。M 了一

,.
、
J尸‘‘, ,

}
一一

_

刃Y , } o
‘

一‘刃Z , I

现人让我们计算有关某一杆 长的传递矩阵
.

我们可以利用 ( 4
.

5 少式
,

建立 D , 十 , (叮
, o

、

t) =

o , (。
.

1,
,

、夕,

F , 又刀 l, ,

才少
,

T , 、

: l, ,

护)
, R J 失叮 l, t , 和 D ,

(。
, o , t )

,
F , (刀

,

o
,

t , ,

T , (。 。,

。)
,

和 R , 勿
, 。

.

约之间的关系
,

我们得到下列方程

“J

一
“J 一 c o s 戈: J‘J“

2 、+
一

溉f
J , 1 5 ‘n

·

: J‘J。
“、

d J + 1
;
2 一 d , , Zo J , 1 了。

,

‘J ) 一

六
一

‘
, , 2 。, , 2

‘。 ‘, ) 一、氛
, ‘J

, 3 o J , 3
、:

,

‘, ,

+
一
t

.

i j 。g , ,

“刀
,

z, 、

户J

d , · 1
, 2 一 d , , 3 o J ,

卜 : ‘/
、

一
六

‘
J 夕艺、夕 2 、。 ,

‘,
) +

疏
‘, , Zo J , , :。 ‘

J /
.

l

一
22丁

一犷 , , “g , , 4 犷。
,

幼j / ,

J j + ;
,[ - 一 二一瓜

, j 夕J

〔
了

,
、

。i 、l ‘护 ; l、刁
2

) 咔
一

j
, , e o 。

、

护; l, 7] 匕
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f , , ; , : = 一拼,价, d , , 29 , , 。

(叮
,

l,
) + f

, , 2夕, , 1
(叮

,

l,
) + , , , 39 , , :

(叮
,
l ,
)

一价, r , , 3夕, , 。
(叮

,

I, )

f
, 十、, ,

= 一拼,
功

, d , , 3 9 , , 。

(叮
,

l, ) + f
, , 。g , , ,

(冲
,

l, )一 r , , : 夕, , :

(,
,

l, )

+ 价, r , , : g , , :

(刀
,

l,
)

t , , ; , ; = t , , le o s (v , 占, l, 叮2

) +
2功, 夕s刃

d ,

r

川 s in (下, 占, I, 刀“)

, , + , , : 一功, J , , : g , , :

(。
,

, ,
) 一牛 ,

, , : g , , 4

(。
,

, ,
) + 李

, , , : g , , 。

(。
,

, , )

尸J 户J

一

李
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这些关系可以写成矩阵形式
,

M {
。“
“ ”
传递矩阵为 (见下页)

为节省篇幅
,

下标j均未写出
.

系统中刚体质量的传递矩阵是很易计算的
.

设作用在某一点的质量为阴 , ,

12 个方程式中

的 9 个是由下式决定的

D , + z = D , ,

R , +

一 R , ,

和 F , + 1 = F , + 阴 , D 了

正如通常在杆件中处理质量一样
,

假定对于通过梁轴的任意平面
,

该质量具 有 相 同 的惯性

矩
.

于是
,

设A ,
为质量的截面面积

,
I ,
为通过任一这些平面上的惯性矩

,

则其极矩为 2几
.

对

x 轴而言
,

扭矩为

: , + 1 , 1一 T , , 1

一会
,

, , 1

对于其它两轴而言
,

还应该考虑由于杆件的质量在接头点上产生的剪力
.

于是
,

我们有

: , 十 1 , 2 一 : , , 2

一盖:(
, +

贵)户
夕 , 2

: , 十 ; , 。一 : , , :

一贵(
‘+

杂
, 一

)”
J , 3

其中E , ,

勺
,

G ,
为把质

.

量连接在杆件的材料常量
.

在许多情况下
,

这一项是可以略去 的
.

从这 些关系式中
,

我们求得某一质量的传递矩阵为 (见68 9 页)
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其中。, 二 1 十E , / (气G , )
,

是由质量和杆件的接头材料所决定的
.

最后
,

结构的两个端点条件应该写成矩阵
,

其内容视终端是 固定
、

自由或铰支而定
.

在

三维问题中
,

铰支可以看作杆件的端点是一种球和承窝相连接
,

这样的结构终点条件为

, 。
·

M
。

二 0

其中

() ! O

旦1旦
0 1 1

飞 {立
_

哟 犷
_

I
_

}卫 飞

;
,

““
护 ’ e

一

!否鱼{
,

M“
‘n n 。‘ 一

{鳌
⋯
_

呈{
j

、
勺

、

。 夕 又
、

0 0 少

一一
mM

还有一种终点边界条件是终点和减振器接在一起
,

边界调节器在〔1 2〕中就是一种联合的

终点条件
,

其中可以用 l 型减振器紧接着一个自由端
.

把所有矩阵合在一 起
,

我们得

, : (M
工

·

M
Z

·

M
3
⋯M

,

) = 0

这些方程是有 1 2个待定量的 6个方程
.

其余 6个方程来自初始端点条件是 固定的
,

这一条件可以

写成 , ;
·

M二
, a m p , d = 0

.

这就是说
,

D , = R 工二 0
,

这说明
,

只有 (M
,

·

M
Z

·

M
3
⋯M

。

) 的 F J 和

T , 的有关纵列才是重要的
.

可以用下式表示

M““ m ’e ‘一

(号⋯丢{了{号)
于是

,

当且仅当

d e t (初
。

·

M
;

·

M
:
⋯M

。

) = o

时
,

波动方程有非平凡解
.

设 G 二 M
。

·

M
,

·

M
: ⋯M

, .

于是
,

只要刀是 d e t (G ) ~

征频率
.

(5
.

6 )

的一 个解
,

则几= ‘犷一定是结构特

六
、

渐 近 估 计

我们从G 的行列式等于零的计算中
,

经常得到复杂的超越函数
.

除了最简单的情况外
,

我们很难得 到精确解
.

于是
,

可以采用渐近技术求得 {引较大时的近似解
.

我们可以用d e t又G )的特性来研究矩阵M
, :

引理6
.

1 假定结构并不具有任何 F型接头
.

如刁。是 d e t (G 一 。的一序列的解
,

并有 }刀, }

, o的性质
,

则Im 伪
: )二 O (l勿

。
)

.

证明 我们应该注意到
,

杆长矩阵
、

角矩阵和终端矩阵等矩阵
,

只要 叮是实数时
,

都是

实数矩阵
.

我们可以表示为M
,
(动 =

瓦而歹
.

这对于接头矩阵并不适用
,

但是对 I型
、

I 型

或 l 型接头的矩阵而 言
,

只要叮是实数
,

最高阶叮的接头矩阵不是实数就是纯虚数
.

于是
,

如

果结构中只有三种类型的接头
,

而且只安叮是实数
,

则最高阶粉的 G 的行列式就也是实数的
.

所以
,

方程式 d et (G ) ~ 0在用刁除所得商可以渐近地写成

f (, )、h (刃)/ , 当}叮}” co

这里 f份) = f(哟
,

而且 h(哟和f (哟同阶
.

最高阶的叮
。是f (哟的诸根

.

设d e t处G j 一 。的解组成一个序列
,

而且 Im 勿。)》 1 / 叹
, .

于是
,

f (哟 的有关根的虚数部份》 ;
‘

刃。
.

不过
,

f气树的根 是成对的共扼数
.

假如f 气明 有一个带正虚

部的根
,

则也必有带负虚部的根
.

由于虚数部份的大小应》 , /叭
,

则 d e 七(G 、一 。必有一对
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的负虚数部份的根
.

假如这是一种情况
,

则特征频率 几二 ‘犷必有一正实数部份
,

这是 不可能

的
,

这是违反减振器是耗散能量的假定的
.

所以
,

d et : G ) ~ 。的解必有

Im (刀
,

) = O (l/ 叮
,

) 口

由此引理
,

几, 二‘叭的实数部份的量级为 1
.

所以对于一切特征频率而言
,

必有一个M值
,

它满足 一万( R e 扭
,

)( 0
.

这表明。in 灸下, IJ o
Z、

.

e o s 即 , l, 。2

)
, s in ‘下广

, l, 。2

)
, c o “ (: , 占, l,。2

)

都是以 1为量级的
.

由于杆件长度的矩阵是用g , , 。

幼
,

l, 、和它的导数来表示的
,

自然我们应研究在叮较大时这

一函数的渐近状态
.

显然
,

在 , 较大 时
,

它有两种可能的渐近状态
,

其一是当 {引 , co 时
,

价》

l/ 。愁脚
,

另一是 当 }引 , co 时
, 1《护《 1 / 。 {拼

, .

这 两种形态之间有一层 边界层
,

在这边界层

中刀
‘= O (l/ :

愁拼
,
)

.

函数。in (v , l刃
2

)
, e o s (? , l刃

2

)
, s in 〔, , 占jl, : 2 )

, e o s 汗
, 占, l刃

2

)是否有渐近状态的变化
,

完全 取决于 }引 、co 时
,

是不是有矿《 1 / , , l, 的性质
.

我们将称当 !引” oo 时护》 t/ 。粤拼
, 的情况为很高特征频率

.

在这一范围的频率中
,

我们有

可能对g,
, 。

(刀
,
I,
)进行渐近估计

,

用这一估计办法
,

我们可以大夫简化杆长矩阵
.

我们还要定义高特征频率
,

这是当 }引 , co 时
,

丫一 O
、

卜 。
}户

,
‘ .

这些频率可以作为两种不

同频率范围中的一个边界层
.

让我们定义中特征频率
,

它们是 当 }引 、co 时
, l《护《 】/ :

{脚
,

但 叮2

协l, 并不很小
.

在这

个频率范围内
, 。,

对决定频率的初步近似值不产生影响
.

所以
,

我们可以让
。, 、。,

这一举措

相当于用欧拉一伯努利方程替代铁木辛柯方程
.

因为 , z

协l,
并不小

,

所以扭转振动和纵向振

动仍然影响在这一频率范围内的频率计算
.

我们还要定义低特征频率
,

在这一频率范围内
,

当 }刀
l

, co 时
, l《护《 ! / 为l, .

这相当于

说护《 1 / 。孚内
,

所以
,

在。, , o时
,

也相当于用欧拉一伯努利方程替代铁木辛柯方程
.

但是在

这一范围内
,

我们有叮
2

均I, 《 1 ,

于是刁
Z

vj 匀l, 《 1 ,

所以我们可以 让 , , , 。
.

这相当于可以略去

扭转振动和纵向振动的效应
.

在 〔13 」和 【1 7」中
,

这一范围中的特征频率是以多种特征频率
“

串滴
”

形式出现的
.

我们发现当进入较高频率范围时
,

这种
“

串滴
”

形式的特征频率逐步消失

了
。

最后
,

在刀二 O 以) 中
,

我们定义很低特征频率
.

在这种频率范围内
,

我们找不到渐近特

性
,

所以在很低特征频率范围内
,

我们只能用数值计算法求解方程 (5 创 式
,

从而求得精确

的频率值
.

幸运的是
,

不能用渐近法求得近似值的
,

只有一两种频率
.

很显然
,

在各种不同的频率范围中
,

只能采用不同办法进行分析计算
.

这里应指 出
,

在

较低和中间的特征频率范围内
,

p , (叮 、 q , (叫、刀厉
,

于
一

是有

“, 一 戈”
,

一
。丁“

‘

(鲤吵塑
,

艳业恤
”郑勺

采用〔1 7 ] 中所用符号
,

这可以写成 g , 。

(。
,
x , 、川

’“H y d (。邵州
‘,

.

矩阵M梦
“ g ‘”

可以 简化为

三维形式的矩阵
,

见 〔
, 8 」

.

在这一文献 中
,

进行了大量的分析计算
,

包括使用 了外矩阵
.

当

然
,

这种外矩阵都是很大的
.

对很高特征频率
,

可以进行很不相同的分忻
.

:初
4
》 1 / 。洛衡而 言

,

我们有

。了好。一
: “
蔽

弓
~

下万叹)履不;一 、。
7

分硕不万
+ 。

佑了而
;

一

)
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的负虚数部份的根
.

假如这是一种情况
,

则特征频率 几二 ‘犷必有一正实数部份
,

这是 不可能

的
,

这是违反减振器是耗散能量的假定的
.

所以
,

d et : G ) ~ 。的解必有

Im (刀
,

) = O (l/ 叮
,
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由此引理
,

几, 二‘叭的实数部份的量级为 1
.

所以对于一切特征频率而言
,

必有一个M值
,

它满足 一万( R e 扭
,

)( 0
.

这表明。in 灸下, IJ o
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.
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)
, s in ‘下广

, l, 。2

)
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)

都是以 1为量级的
.

由于杆件长度的矩阵是用g , , 。

幼
,

l, 、和它的导数来表示的
,

自然我们应研究在叮较大时这

一函数的渐近状态
.

显然
,

在 , 较大 时
,

它有两种可能的渐近状态
,

其一是当 {引 , co 时
,

价》

l/ 。愁脚
,

另一是 当 }引 , co 时
, 1《护《 1 / 。 {拼

, .

这 两种形态之间有一层 边界层
,

在这边界层

中刀
‘= O (l/ :

愁拼
,
)

.

函数。in (v , l刃
2

)
, e o s (? , l刃

2

)
, s in 〔, , 占jl, : 2 )

, e o s 汗
, 占, l刃

2

)是否有渐近状态的变化
,

完全 取决于 }引 、co 时
,

是不是有矿《 1 / , , l, 的性质
.

我们将称当 !引” oo 时护》 t/ 。粤拼
, 的情况为很高特征频率

.

在这一范围的频率中
,

我们有

可能对g,
, 。

(刀
,
I,
)进行渐近估计

,

用这一估计办法
,

我们可以大夫简化杆长矩阵
.

我们还要定义高特征频率
,

这是当 }引 , co 时
,

丫一 O
、

卜 。
}户

,
‘ .

这些频率可以作为两种不

同频率范围中的一个边界层
.

让我们定义中特征频率
,

它们是 当 }引 、co 时
, l《护《 】/ :

{脚
,

但 叮2

协l, 并不很小
.

在这

个频率范围内
, 。,

对决定频率的初步近似值不产生影响
.

所以
,

我们可以让
。, 、。,

这一举措

相当于用欧拉一伯努利方程替代铁木辛柯方程
.

因为 , z

协l,
并不小

,

所以扭转振动和纵向振

动仍然影响在这一频率范围内的频率计算
.

我们还要定义低特征频率
,

在这一频率范围内
,

当 }刀
l

, co 时
, l《护《 ! / 为l, .

这相当于

说护《 1 / 。孚内
,

所以
,

在。, , o时
,

也相当于用欧拉一伯努利方程替代铁木辛柯方程
.

但是在

这一范围内
,

我们有叮
2

均I, 《 1 ,

于是刁
Z

vj 匀l, 《 1 ,

所以我们可以 让 , , , 。
.

这相当于可以略去

扭转振动和纵向振动的效应
.

在 〔13 」和 【1 7」中
,

这一范围中的特征频率是以多种特征频率
“

串滴
”

形式出现的
.

我们发现当进入较高频率范围时
,

这种
“

串滴
”

形式的特征频率逐步消失

了
。

最后
,

在刀二 O 以) 中
,

我们定义很低特征频率
.

在这种频率范围内
,

我们找不到渐近特

性
,

所以在很低特征频率范围内
,

我们只能用数值计算法求解方程 (5 创 式
,

从而求得精确

的频率值
.

幸运的是
,

不能用渐近法求得近似值的
,

只有一两种频率
.

很显然
,

在各种不同的频率范围中
,

只能采用不同办法进行分析计算
.

这里应指 出
,

在

较低和中间的特征频率范围内
,

p , (叮 、 q , (叫、刀厉
,

于
一

是有

“, 一 戈”
,

一
。丁“

‘

(鲤吵塑
,

艳业恤
”郑勺

采用〔1 7 ] 中所用符号
,

这可以写成 g , 。
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