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摘 要

文中用一种新的方法分析了简支受压矩形截面杆的塑性初始后屈曲问题
,

求出了后屈 曲 摄动

展刃污弋中的高阶项 所用沟方法在某竺右面类似于  ! 的方法
,

但是由 于 避 免了一般

奇异摄动中所必需的坐标伸长
,

因此大大简化了分析过程 从整个求解过程可以看出
,

本文 所 提

出的方法可用于分析一般板壳结构的塑性初始后屈曲问题

关锐词 塑性后屈曲 摄动 矩形截面杆

一
、

引 言

结构在弹性阶段出现的后屈 曲问题现已得到了充分的研究 结构在塑性阶段 出现的屈 曲

和后屈 曲问题
,

由于弹性卸载的出现
,

显得极其复杂
〔 ’
建立了塑 性分叉的一

般理论 不包括光滑分叉 七
, 【 , ‘,在 理论 的 基 础上建立

了相 当广泛的初始塑性后分叉理论 他选用分叉模态的幅值作为摄动参数
,

整个理论基本上

类似于 的初始弹性后屈 曲理论 由于需要考虑弹性卸载区的扩 展
,

七 阳

引进伸长坐标来分析卸载区附近的边界层
,

所得到的后屈 曲展开式 中具有模态幅值的分数次

幂的项
,

整个分析过程相当复杂
,

而且很难得到更高阶的项
〔 ’
及

和 〔 ’引进广义标准材料法来分析塑性分叉和后分叉
,

分 析 过程相

对比较简单
,

但只能用于小应变的情况
,

而且要求出高阶项是相当困难的 苏旭明和卢文达

〔。’
提出了另外一种分析塑性初始后分叉的方法

,

用这一方法可以求出较高阶的项
,

但

是也需要引进伸长坐标
,

在求得内外场解后还需 要 匹 配
,

计 算 很 复 杂 用 和

。
、

苏和卢的方法求得的后分叉表达式都是时  参数的整数次 幂 级 数 形式

的

在塑性后分叉的实际问题研究中
,

讨 论 得 最 多 的 是 受 压 杆 的 塑 性 后 屈 曲 问 题

七
, 了 〔 , ’, ,

和 七 「‘’及苏旭明 〔 ’
都

讨论过这一 问题 他们都只求出后屈 曲展开式中的前三项

本文将通过分析简支受压矩形截面杆的塑性初始后屈曲问题
,

来介绍一种新的分析塑性

井
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后分叉的方法 显然塑性屈 曲开始后
,

弹塑性交界面的演化控制着整个后屈 曲过程
,

因此所

选择的时间参数必须能够描述弹塑性交界面的演化 尤其是弹塑性交界面的运动速度必须是

有限的 另一方面
,

外载荷必定能够表示成某一时间参数的正整数次幂的级数形式 当然应

力
、

应变和位移这些场量不一定能表示成时间参数的幂级数
,

因为它们的各阶率有可能在某

个曲面上是间断的 在一般 清况 下这种 间断面是运动曲 呵 所以要求出应力等的渐近表达

式
,

必须引进伸长坐标 但是位移的前几阶率有可能是连续的 如采我们只要求外载荷的渐

近展开式
,

就完全有可能避免卸 载区附近的边界层分析 本文正是基于这样的思想来分析受

压杆的后屈曲的 从后面的具体讨论可以看出
,

本文的方法是很简单的而且可以用于分析一

般的板壳塑性后分叉 问题 我们求得 了后分叉展开式 中的前四项

二
、

基 本 方 程

要讨论的矩形截面杆 如图
、

所示 为杆截面的宽
、

为截面的高
, “ ,

为杆长 所

用的坐标为随体坐标
,

坐标原点位于杆的形心 杆 两端简支受压力尸作用 形心轴上的点沿

纵向和横向位移分另用 和。表示 近似的拉

格朗 日应变可表示成
“ ‘一 二二 , 切 ‘

其中 夕表示对坐标 求导
。

杆两端简支且规

定下端的纵向位移为零
,

即

切 一 。 ,
一

艺

虚功方程可写成

舜时
‘

卜
,

性加载而

分划
“

一
尸

 
,

占。 占
,
一 占二

’
十 二 , 田 ,

其中月表示杆的参考构形所占的空间区域
, 。

图 简支受压矩形截面杆

为第二类 一 应力 假定受压杆在弹性阶段没有屈 曲 在塑性阶段的应力率

和应变率之问的关系为

云 杯

亡
二

当乙

当

其 中
‘

表示对时间 参数公求导
,

是弹性模量
,

是切线模量 假定 是常量
, , 是应力

的函数

三
、

临界载荷及屈曲模态

取屈 曲开始时刻的构形为参考构形 适 当选定某一时间参数 后
,

设尸
, 。和 ’

有如 下展

开式

尸 一 尸
。

一 尸
,
才
’‘

儿
。

尸
, 十 川 ‘

十
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切 一华
叨 。 , 。

十厂兴
二功

。二 , , 。 ‘
…

” 卞

“ 二 ,

刀

。 , 几 十 ’
…

在上面的展开式中
,

已经假定在屈曲开始的时刻 公一 。,
尸

。

是临界载荷
,

相应的临界应力记为
,

为正整数
。的具体选定应使高阶率边值问题的解存在

,

也就是说应使我们能 构 造 出

“ ” , 叨
二 , “。 十 ,

氏
十

等等 容易证明可以取
” 现在进一步假定

,

当应力在
。

附近
,

对塑性加载
,

可展开成

二 一 二

尝
。

一
‘一

,

百和 汀
。

分别表示应力为。 。

时的 和
‘

由 〔 二的分析可知
,

在屈 曲刚开始的时刻
,

杆中没有卸载出现 用 表

示 时的各阶应变率 由于
。 ,

对
, ,

所以 几《。 对虚功方程 的两边求关于时

间的 阶导数
,

然后令 一 可得

二 。。 。“ 一 二。叨
·

)
+
。 。二 ;。、

/
〕、。
一

尸
。
。。

{
J g ! ￡ = L I

。。
=
“
; 一

z田省

从方程 (3
.
5)及边界条件(2

.
2)可求出5阶率问题的解

功。
= a o c e o s

(
二x

/ L )

。。
= 刀

。

(
x
+ L /

2
)

尸
。
= 一K 刀

。

(
3

.

5
)

(
3

.

6
)

。

一合
aZE

(3.7)
(3.8)
(3.9)
(3.10)

aKl一3一一尸

其中
,

K ~ 4
bc E 蓄

,
a 二 二

c/ L
,
尸

。

就是切线模量载荷
,

(
3

.

1 1
)

a
。

和刀
。

是两个待定常数
.
弹性卸载无

论在
z= “

或
二 = 一 “

表面上的一条线上开始出现
,

分析过程都是相同的
.
在此假定卸载先在

z二 ‘
这面上的一条线上出现

.
由 H u切hi n son (;973)

〔3 二的讨论可知

m ax (
。。

)
=

(

u

盖一
c山竺) = 刀

。
+ a o a Z = o

(
3
.
1 2

)

取a
6
二 l

,

则由上式求出刀
。
= 一 扩

.

田。二 “c o s
(
二x

/ L )

u 。二 一 a
Z
(x + L / 2 )

尸
。
=

K 扩= 3尸
口

由式 (3
.
12)可知

,

卸载在
z 一气

展成一个体积有限的区域
.

所以最后得

(3
.
13)

(3
.
14 )

(3
.
15)

x = o这一条线上开始出现
,

然后卸载区随着 t的增大扩

四
、

6 到9阶率问题解的形式

在t大于零时
,

弹性卸载区和塑性加载区的交界面 (即中性加载面)的方程可以写成左二 。

或习尸一 0
.
利用式 (3

.2)和 (3
.3)得
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。一

韶
“
; 一二:)弓 、一

:), +

自、一
;)产

+
击
(· ;
一
;), 3 +

击‘
·

卜一公, “+
O
(“,

当t趋于零时
,

中性加载面缩成直线
x 一 o , z 一 “

.

当t大于零时
, ,扫性加载面 (4

.

面相交于两条直线 (见图 1)
,

记这两条直线的
x坐标分别为

x , 和 一 x :, x ,
> 0

.

( 4
.

1
)

l) 和
z= ‘ 表

固定
: 一 “ ,

把x
l
看成 时间t的函数

,

相对于t
,

对方程 (4
.
1) 两边求导数

,

利用 (3
.13)和 (3

.14)可得

;

!

l
士
(分)

“
一

(

s ‘n

等
一

)

, 1

」
+
么‘

·
:

一
曹, + 。 (‘, 一 0

(4
.
2 )

令矛趋于零
,

则由于t为零时中性加载面缩成直线x 二 o
, 2 一 ‘ ,

从上式可得

(
。
: 一、:)

{

_ _
一 。

杆载面
x 一 。和中性加载面 (4

.
1) 交于一条直线上

,

记这一直线的挫标为
二 1 .

看成t的函数
,

对(4
.
1) 求一次时间导数

,

令t, o ,

得

(4
.
3)

固定x 一 。,

把 幻

轰(厂)
’ ·* !

(
。) + 责(

·
:

一
省)
!

, _ 。
一 0

(4
.
4 )

从式 (4
.
3)和 (4

.
4)得

方: (O ) = O

由上面的讨论可知xl的阶是t
, 2 1的阶至少是尸

.
以口

“

表示已经卸载的区域
,

{

_

、。一。 (,
3
)

J 甜
。

(
4

.

5
)

则我们有

(4
.
6)

对方程 (2
.
3)求时间导数

,

利用本构关系(2
.
5)得

{
(二:。: + 二。

/
。、

/
) 、。一

{
(二
.
:。:+ 。 *

/
。。

了

)
、。

J 否了。 沙口
“

+

丁
。
( E

: !
’

d

·
+ a *

,
d
功 ,

)
d “

一
p占·

1

. 二 石/ 2

( 4
.
7
)

上式中第一个积分中出现的a 对t的导数若用云来表示
,

要用 (2
.
5)中的第二式

; 第二和第三个

积分 中a 对t的导数若 用艺来表示
,

则要用 (2
.
5)中的第一式

.
对方程 (4

.
7) 两边求 5 次时间导

数
,

令才, 。,

利用式 (3
.
1)

、

(

3

.

2
)

、

(
3

.

3
) 和 (4

.
6 )得

(
[二 ::

。

(。
u/一 二。叨

·
,、。 。。少

; 。二
/
:、。

一
尸
6
。。

{

_

鞠 一城 一 z二曹

(4
.
3)

、

(

土
.
8 ) 及弋4

.
9 )和 、

、
J

.

1 2

)

、

咬:
.
5) 及 (3

.
6) 是完全相同的

,

同
.
因此它们的解也至多相差一个常数因子

.
把t
s
/ 5! 看成模态幅值

,

足某一正交条件
.
规定下面的正交条件

(4
.
8)

(4
.
9 )

对应的边界条件也相

则功
‘

(
葱> 5 )和切5必须满

「L
/2 , 八 ·

一! _切5脚‘a 兀 = U , 忿笋bJ 一 乙l 芯

(
4

.

1 (

利用 (4
.
10) 可得

切。
=

u 。
= O

,
P

。
= O

(
4
.

1 1
)

对方程 (4
.
7)两边求6次时间导数

,

令t趋于零
,

可得

{
[二:。

7

(。
“ , 一 :。二

,

) +
二 。二 ;。功

‘

: J 。

一
尸
7
。。

}
J g } : = L / 艺

。7 一 “
; 一

z 翻了

(4
.
12)

(4
.
13)
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用边界条件 (2
.
2)及正交条件 (4

.
10)

,

可求出(4
.
12)的解为

。7二 o (4
.
14 )

。了
= 刀
?
(x + L /:少 (4

.
15)

P
?
= 一 K 刀

:
(4
.
16)

类似地
,

可求出8阶率和 9 阶率问题的解如下

叨a = 0 (4 一7)

。8 = 刀
:
(x + L /2) (4

.
15)

P 。二 一 K 刀
:

(4
.
19)

叨. = o (4
.
2 0 )

u
一刀

.
(x + L /2) (4

.
21)

P .= 一 K 刀
。

(
4

.

2 2 )

表达式 (4
.
14)、 (4

.
22 )中出现的刀

, ,

刀
8
和刀

。

是待定的常数
,

在下一节中我们将用更高率问题

的平衡方程来把它们确定出来
.
我们不打算去求解 叨 , 。

等这样的更高阶率问题的解
,

且按展

开式 (3
.
1) 、 (3 3)的形式也只能确定到尸的项

.

五
、

因子日
7,
日
8
和日
9
的确定

引入无量纲变量及参数

乙一卫葬
. :一 之

诬J
一

C

,

么 一

黯
,

气一

从红
氏一
箭孕 (5.1)

利用 (3
,

1 3

) ” (3 15)
、

(
4

.

1 1
)

、

(
4

.

1 4
)

、

(

4

.

1 8
)

、

(
4

.

1
5

)

、

(
4

.

1 7 )

中性加载面方程 (4
.
1) 可写成

。= 一 l + 刀e o s亡+ p
:才“ + p

s
t
3
+ p

。子4 +
o
(
t4
)

把雪
;一 二 x ,

/ L 展开如下

乙1= B It+ B Zt
Z+ B

3ts+ o (r
3
)

在式 (5
.
2)中

,

令叮= 1 , 利用式 (5
.
3)可得B

‘和p
‘

的如 下关系式

B ;= 以万瓦
~,

B
:

= p
s

/ B
l ,

B
。
=

(
p
。一 B 孟/ 2 + B 尹/4 1)/ B ,

在 (4
.
7)的前二个积分中

,

取6l’ 二 0 ,
d
。 = 叽

,

利用有关式子可得

叉4
.
2 0)和 (4

.
2 1)

,

又5
.
2 )

(5
.
3 )

(s d、

f 一
(

(二
·

。。+ 。*
,
。二

/
)、。一

[
(二

‘
、。:+ 。。 ,

。田
,

) 、。

J口
。

J g
。

一 (二一二:)
(

_
:。。、。+

。
(
, “

)

J
g

“

阳乙

l叮肉

!

已玉

矛�n

r
...J

4二召.3

a

b

c
Z

(

E 一 E 丁)
4!

(一 l + 叮e o s 雪+ p
7rZ+ p st3+ p 。才‘) 刃e o s亡d刀d 亡

(5

上面的积分 限刁
:
由式 (5 2 )确定

,

即

。2 -
丽翁
(, 一户7‘2一p 巴‘3一 p 。‘4) +

o (‘
4 ,

( 5
.
6 )

由此可算出f如下

bcZ(E 一 E 下)

36

a 3

{省
B,‘“ + Z B ’“

2‘’。
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+

(

3B :B ; + ZB :p一儿
B:)

‘’‘

}

+
o
“
‘’
)

(
5
.
7
)

取d
“
= o

,

占、 = 二。,

然后对方程 (4
.
7)分别求9次

、

10 次和 11 次时间导数
,

令t= 。得

r _
_ 。 .

…
…

、
‘

_ _

_ , , 月 . _

d

“

沪l

J
。
(石;“

‘

切了。功答+ 口·切孟
U切 弓) “‘J一 5 0 4七 ;”

c儿a
’

( ‘+ “,

一刁户
一~

}

二。

(
5

.

8
)

J

。
( E ‘

·’切‘
:功公+ a一‘

1田“,

丁
。
‘E ‘

·’
? ‘
:? 瞥+ a一“

:功 ;

J o d
‘,

f l

“ 山d 二二二二

-

一万万1下产 l

“ t
‘ “

l
。一 。

(
5

.

9
)

)
d 口 + 1584E fb

CL a
“

刀
,

(
I + 口) 二 一

d 11

旦二丈}
dti又 l

其中Q 一 (a
Z
/ 3 ) (d E

。
/ d

a
)
a = 。。 .

取占
。
= o

,

令J功 = 二‘
( f =

2 0
,

1 1
,

1 2
)

,

从方程 (3

J

。
( E :

2 2 ? ‘叨: + a
。
? ,田 ; , d“一 。

,

“一 ‘0 ,

“
,
, 2 ,

( 5
.
10)

5)可得

(5
.
11)

利用上式
,

可把式 (5
.
8 )

、

( 5

.

9
) 和 (5

.10 )简化成
_ _

一
‘

一 尹自
一 5 0 4七 ;。C石a

’

以 十q )一 一万分 I曰 否 I t
= 0

(
5

.

1 2
)

~

里丝}
dt‘ 0 1

d

, “

= 0 (
5

.

1 3
)

一一
, , 。 , . 、

d

, ’们
1584二 ;。c 二a

·

户, 、‘+ q , = 一沂诊.
‘. 。

(
5

.

1 4
)

借助于式 (5
.
7)

、

(
5

.

4
) 和 (5

.1)
,

从上面三个方程可求出八
,

刀
。

和刀
。 .

_ Z

f 里退;鱼丝工
一
-

1

‘
L 扩 2 (E 一百贾、 J

15一20
口

,
二

刀
。
=

6l4一...J。 5 1
,

内~ 一万 a
-

二
E 丁(1+ g )

斌丁 (E 一 E 补

(5
.
15)

(5
.
16)

(5
.
17)

求出上面3个常数后
,

可把 , 和P 的展开式写成

切一

去一
。8

(等)
,
6
+
。
( ,
。

)

、一

车
一 1 + 李,

6一

典
,

,
一

燕料训
、

J砂 o J 上 ‘:a 一 吕 二a -

记模态幅值为舀= 严/ 5!
,

则上面两式可改写成

(5
.
18)

(5 一9 )

民J民」了
.、z子‘、

vJ =
c c o s

(
“X

/ L )占+ o (占
’‘6

)

几二 P / P
。
= l + 3 占+ 几

2
占
7/5
+ 几3占

。‘5
+

o

(占
。/ 5

)

2 0
)

2 1
)

1 5 「
从

一
不L

一5二 E 丁(1+ Q )

下万了了万二 万幼

17「 一5 二E 蓄( l+ q) 1
九 一丽「百7 豆万百二百万」

一

〕
’‘“

4 / 6

(
5

.
2 2

)

(
5

.

2 3 )

式中 (5
.
: :、为 抢可 飞项 石

·

I 王u to h in so n (、, 了、)
〔‘’

的结果一致
,

但 H u 七e h in oo n 没 有求出

第 4项
。

后面我们将看到
,

在有些情况第4项是很重要的
.



实心矩形截面杆
‘)

勺初始塑性后屈曲

六
、

一些数值结果和结论

如果用式 (5
.
2 、) 中的4项来估计最大承载

,

则可得到

贵
一。、 “一 0

·

‘5 9 6

!

E 一E ,

E 蓄(1+ g ) }
(6
. 2)

兄。
a x

= 1 + O

2 3 8 4

【瓷蕊
犷
} (6

.2)

如果用式 (5
.
幻)中的前3项来估计最大承载

,

则

贵
一 0今‘一 。

·

1 2 0 0

〔寿籍] (6.3)
“。

一
‘+ 。

·

1
0

: 。

[

E 一 E 套

E 了(1+ q、
(6 4 )

两种不 同近似所估计的最大承载的差是随E 汀E 和q这两个参数变化的
.
而达到最大承载

时睿的误差是不变的
,

约为74帕
.
图川

飞画出了
,

q 一 。时
,

以 两种不同近 似所求 得 的 最大承

载
.
在这个图中同时也画出了折减模量载荷

.

q= 0

3‘

2

户
__

_折减模量载荷
/ 尸r/ P

准
二
-

--
一遭项近似

一- 一3项近似
书贝近 八
3项近似

最大承载

O口
4住0.

O 匕
_

一{l 气J
竺! 竺二=

二二r 六圣

冲
.
0 0

.
亏
三犷夸

、二二
尺/E

3
0
.
2 0

.
1 0

.
6 0 8

图2 不同近似所估什的. 大承截的比较 图3 对q一 5
,

E

,

c/
E 二 0

.
2 的情况

,

按两种不同

近似所画出的久一占曲线

图3和图4 中分别对两种不同情况
,

画出了

按3项近似和按4项近似所求得的载荷位移关系

曲线
.
对图4所示的的情况

,

两种不同近似的差

异是很显著的
,

因此展开式中的第4 项可能非

常重要
。

在前面式 (5
.
5) 、 (5

.
11 ) 中出 现了 断

。 ,

田1, 和、 , : 等函数
.
这些函数对

x的导数是不连续

的
.
相对于时间t

,

对方程 (4
.
勺 两边求9火导

数
,

然后令才为零
,

就可导出关于 、〕。的变分方

程
.
从这一方侄 可看出二 ;

。在x二 O处是不连续

的
,

并可从中导出川
。

在 x = , 处为兆跃条件
.

因 此为了使我们的运算成立
,

必须把二了
。

等理

0
.
0 2

.
硬) 4

.
0

图4 对q一 。
,

E 州E 二 。
.
1 5 的清况

.
按两种

不同近似所画出的久一舀曲线



尧67 6 程 尧 辩 卢 又 达 方 红程 舜 卢 文 方

解为广义函数
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所 以本文的方法可用于分析板壳初始后屈曲
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