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摘 要

以往偏微分方程时间步的数值积分主要由有限差分法来执行
,

然而当时间步长较大时会 引 起

数值不稳定性
.

本文给出的单点精细积分法导出的显式积分格式可证明是无条件稳定的
.

就 扩 散

方程与对流一扩散方程作出了本文方法与差分法导出的格式之间的对比
.

数值例题也表明 了单 点

积分法的优越性
.

关份祠 有限差分法 时间步积分 数值稳定性

一
、

子域精细积分及有限差分积分的格式

偏微分方程的求解法大体上由有限差分法
、

有限元法
、

边界元法
、

谱方 法 等所主宰
〔”

.

对于抛物型与双曲型微分方程
,

沿时间坐标的积分则主要由有限差分类的方法作出
.

然而
,

将微分算子化简为差分带来了稳定性与精度的问题
.

如标准的教材
『“’
所述

,

将偏微分方程化简并不必须对全部坐标都离散
,

例如对于扩散方

程
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·

口
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其中刀是一个常参数
.

对于均分的网格 x , ~ j
·

八x ,

了一 o , 1
,

⋯
,

J
,

在空间坐标离散后会导出

常微分方程组

公, = [D / (A
x
)

2

〕
·

(。 , + 1 一 2。 , + 。 , 一 1
)

,

(j= 1
,

2
,

⋯
,
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现在先对最简单的F T C S 格式作出推导
,

其离散的时间可表述为 t
,

一 。
·

△t , 。二 o , l
,

⋯ , 将

t”处的公
, 取近似为

公, 二 (u 蓄
+ ‘一 u

罗)/ At (1
.

3 )

于是方程 (1
.

2 )导向了
。
华+

‘二 。
牛+ [ (u丁+

: + u
梦
一 1
)/ 2 一

。梦]
·

ZD A t / (A x )
2

(1
.

4 )

这就是熟知的对方程 (l
.

1) 的有限差分F T C S格式
,

它的稳定性条件为

ZD A才/ (八
x
)

2

< 1 (l
,

5 )

方程 (1
.

2 )可用另外的方法求解
,

将它写成为
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公, + [ZD / (△x )
’

]
·

“ , = [D / (A
x
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〕
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只要将在右端的街十 l及。, 一 1当成为
: 丁十 l及衅

_ 、,

于是单点子域精细积分
〔“’给出格式

。梦+
,
二 [。了一 (。艾+

, + u 了
一 , )/ 2 」

·

e X p [ 一 ZD At/ (A x )
Z

j+ (u 丁+ , + 。丁
一 1 )/ 2 (1

.

6 )

用 v o n N e u m a n n 法 〔‘’检验其数值稳定性给出条件

}几+ (l 一 几)e o s (kA x ) !三 l ,

几= e x p [ 一 ZD 八t / (么x )
2

〕 (一 7 )

其中掩是一个任意的实参数
.

由于条件

o三几三 l (1
.

5 )

当 △t> o 及 }c os (掩△x) !三 1时总能满足
,

于是条件 (l
.

7 )总是成立
.

这样
,

格式 (1
.

6) 是无条

件稳定的
.

现要讲明格式 (1
.

6 )与 (1
.

4 )之间的关系
,

如将近似式

几= e x P (一占)二 l 一占
,

其中 雪= ZD A矛/ (△x )
2

(1
.

9 )

代入方程 (1
.

6)
,

立即便得到格式 (1
.

泛)
.

稳定性条件 (1
.

5 )就是占二 1 ,

就如条件 (1
.

5) 所要求

的那样
.

这样
,

有限差分的 F T℃ S 格式相应于近似 (l
.

的
,

正是它当占> 1时引起了数值不稳

定性
,

而这是不必要的
.

看得更清楚些
,

容易观察到
,

有限差分的F T CS格式 (1
.

4 )相应于在积分方程 (1
.

2 )时将

其右端的街
,

街+ l与均
一 l当成为

“梦
,

衅+ l与“了
一 , ,

其中对于
。, 的近似是不必要的

.

也许会感到几要作指数函数的计算不方便
.

对此可作有理式的简化

元= e x p (一省) = 1 / e x p (雪)二 (l + 舀+ 占
2

/ 2 )
一 ,

(l 一 。)

它仍能满足条件 几
.

8 )
,

从而保证 了无条件稳定性
,

因此仍比有限差分的F T CS 格式好
.

这个性质表明可以 采用显式格式
.

虽然也可以推导出类同于C ra n k 一N ic hol 的n 型的隐

式格式
,

但看来并无必要
.

不同的F T CS格式之间的仅有差别只在于参数 凡
,

显式格式 更为

方便而有效
,

因此下文将主要考虑显式格式
.

两个F T C S格式 (l
.

4 )与 (i
.

6 、皆为夕的一阶精度
,

因此还应当寻求较好的格式
.

蛙跳积

分格式具有二次精度
,

然而对于差分法导出的蛙跳格式

。梦+
‘
~ “梦
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+ (4D 八t/ △x Z

)
·

〔。梦
一 , 一 Z u 了+ u 罗+ , 」 (1

.
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运用 v o n N e u m a n n 法检验的结果表明它是无条件不稳定的
.

而单点子域精细积分给出的

蛙跳格式为
u 梦+

‘
= [ u 了

一 ’一 (u 梦+ : + u }
一 l

)/ 2 〕
·

e x p [ 一 4 D 么t / (A x )
2
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.
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v o n N e u m a n n 法导出其稳定性条件为

{(l 一 几
2

)e o s (k么x )士〔(z 一 几
2

)
Z e o s Z

(掩△x ) + 4几
Z

j
’‘“

{三 2

由于条件
o< 几

2
= e x P [ 一 4 D At / (A

x )
2

〕三 l (1
.

1 3 )

总是成立
,

因此可证明格式 (1
.

1 2 )仍为无条件稳定
.

为了做出简化
,

可用 (1
.

10 )的近似
;
或者采用

几
2
二 (I 一省)/ (l + 雪)

,

占= ZD △t/ (A
x
)

2

(1
.

1 4 )

这二个近似都给出无条件稳定的格式
.

蛙跳格式将格点划分为二个组
,

即 (
n + ]’J 为奇数 与(

。+ ]’) 为偶数的组
,

它们相互间没有

关系
「‘’,

其改善可见下节
.

对于 多维问题的推广是很容易的
.
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二
、

对流一扩散方程

应用中十分关心对流一扩散方程

口“ ~ 口
2“ , ,

口u

一 = U
.

一二
- 万 一 厂

·

一口t O X
‘

d X
(2

.

1)

的求解
.

该方程改进的指数型离散方案可如下推导
.

及
。~ x 一厂

·

才,

因此离散而得的方程应当为

公, = C l
·

。, _ 1 一C
:

·

“ , + C
3

·

。 , + 1 ,

(j= -

方程 (2
.

1) 有二个显然的解
,

即“ = 常数

, 2 ,

⋯
,

J 一 l)

C l = (犷 / 2 + C‘
)/ △x , ,

A x , ~ x , 一 x , 一 1 ,

C
。= (一 V / 2 + C ‘

)/ 八x , + 1 ,

△x , 十 1= x , + 1 一 x ,

(2
.

2 )

C
Z
一 ‘C

l + C 3
, } ‘2

·

3 ,

其中
,
△为

,

j一 l , 2 ,

⋯
,

J 可以不均匀地分布
.

方程 (2
.

1) 的第三个解是指数函数
“= e X P〔V x / D 〕

由此可导出

尸j一犷
·

A x 厂D
,

尸如 工一 U
·

△x , 十 l/ D

F , = 〔l一 e x P (一P , )〕/ △x , ,

F , 十 1 = 仁e x P (P
, 、 ;

)一 l〕/ A x J + ,

C d = (犷/ 2 )
·

(F , 十 l + F J)
, / (F , 、 l 一F , )

这样导出的离散方程 (2
.

2 )是上风的
,

因为 C l> Cs > O ,

并且可以 由上一节的方法求解
.

子

域精细积分蛙跳格式导得为
u 罗

十 ’= [u 了
一 ‘一 (C

3 u }
十 l

+ C ! u }
_ 1、/ C

Z

〕
·

元
2
+ (C

。。了
十 l + C I“了

一 1
)/C

Z
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.
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元= e x p (一 C
Z A t) (2

.

6 )

它具有二阶 (△约
2

的精度
.

注意到 C ra n k 一N ICh ol s o n 格式也是二阶精度的
.

v o n N e u m a n n

法再一次验证了该格式为无条件稳定的
,

其证明在附录 中给出
.

有限差分的蛙跳格式对方程 (2
.

2 )可导出
。号

+ ’= 。考
一 ’

+ 2
·

八t
·

[ (C
o u l

十 、+ C , 。了
一 l
)一 C

: 。琴]

这是不能用的
,

因为它无条件不稳定
.

然而如上一节所述
,

蛙跳格式将格点划分成了二组互不相关的组合
.

对这问题的治理可

以采用下文给出的高精度积分格式方程 (2
.

13 )
‘ ,

或者在执行方程 (2
.

5 )的同时采用一 个平均

措施
,

叙述如下
.

注意在推导方程 (2
.

5 )时
,

同时有

(“梦)
:
= [ u 李

一 ’一 (C
。。李

、 , + C
lu 孚

一 , )/ C
:

〕
·

凡+ 又C
3 u 号

、 l + C , u 了
_ , )/ C

Z

(2
.
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它与上一次所得 (中间值 ) 的“梦不同
.

平均值有如

(u 号)
。
~ a

·

u } + (l 一 a )
·

(
u了)

:

(2
.

5 )

其中
, a
是待选择的参数

,

可以用来代替“谬
.

这样
,

在执行方程 (2
.

5 )的积分时
,

其中t。 一 ,
时

的沪
一 ‘

的值是在前一个时间步由方程 (2
.

5) 的平均算得的 , 函数值了是中间值
,

是前一个时间

步所算得的
,

并且还要由方程 (2
.

8 )作平均以给出其最终的值
; 在公

。 、 1
时的

“” 卜‘

由方程 (2
.

5 )

给出
,

它是中间值
,

在下一个时间步积分中要用到
.

参数 a 可选择为
a 一几

,

这样可保持积分

格式为二 阶精度
.

必要时也可采用 (1
.

1 4 )的近似以免除计算指数函数
.

为了便于 比较
,

列出F T CS 的积分格式
。孚

+ ‘

= [。梦一 (C
3 u号

+ l + C I。牛
_ l)/ C

Z

」
·

几+ (C
3 u 号
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它只有一阶精度
,

因此数值精度并不很好
,

然其计算工作量却与蛙跳格式的方程 (2
.

5 )及 (2
.

6 )

相当
。

二阶精度的蛙跳格式还可进一步改善
,

方程 (2
.

2) 可近似为

‘, + C
: 。 j= C , u号

、 ; + C 3“号
+ , + (C :农了

_ ; + C
。。号

, ,
)

·

(t一 才
,

)

+ (C l。牛
一 , + C

3 ”李
十 1 )

·

(‘一 t
,

)
“/ 2 ,

(j~ l , 2 ,

⋯
,

J 一 x) (2
.

1。)

再利用方程 (2
.

2 )可导出

公了= C , 。 :
一 , 一 2C

2之‘: + C
ou 了 l , 、i= j一 , ,

j + , ) 、2
.

1 1)

及
“了二 2

·

〔公罗一 (u 了一 u 了
一 ’

) / 八t〕
、/
八公 (2

.

12 )

对方程 〔2
.

1。)自公
, _ 1至 i

。 + ,积分
,

有

u 丁
十 ’= [。号

一 ‘一 (C
3。飞

1

+ C
lu 号

_ ,、厂C
Z

〕
·

几
2 + (C

3。愁
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一 1、/ C
:

+ [ (C l。件
_ ; + C
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十 ,
)/C

Z

」
·

[ (一 l/占) + (l + l/占、
·

凡
2

〕
·

A公

+ [ 咬C
l公号

_ 1 + C
。公件

十 l

)/ C
:

〕
·

[ [ 0
.

5 + (l/ 占一 l)/睿]

一 [ 0
.

5 + (l/占+ 1 )/占」
·

凡
Z

J
·

(△t)
2

咬2
.

1 3)

其中 省一 C
:

·

△t ,

护 = e x p (一 2豹

显式格式 (2
.

1 3 )具有、阶精度
,

然而当占> , 时它有不枪 :拍勺问题
.

该问题是采用 了T a夕fo r 展

开式近似 (2
.

10) 而引起的
.

可以用一个措施治理该问仁如下
.

引入参数
: = 1

.

5/ (l + 扩/ 叻
,

当占> 】时
,

否则: = l

并将格式修改为
。俘

? ‘

一 [。牛
一 ‘一 (C

3“琴
十 , + C l。华

_ ,
)

,
C

:

」
·

之
“

+ (C
3 : ‘号

十 , + C lu
仁

_ , )/ C
Z

+ 〔(C I。了
_ l + C

。应了
、 1

) C
:

〕
·

[ (1一 /占) + (1 + 一/占)
·

几
2

〕
·

(
r

·

△r)

+ [ (C l“号
_ l + C

s。号
十 」)

/
C

:

」
·

[ [O
‘

5 + (1 /占一 l)/君j

一 〔0
.

5 + (一/占+ l) /省j
·

凡
2

」
·

(r
·

At )
“

.

(2 一 3 )
产

这就给出了稳定的结果
.

这个格式并无纯蛙跳格式的将格点划分为二组的问题
.

数值 结果表明了当前方法的有效性
.

取D 一 1 ,

V 一 1选,

区域 。压二丛 2 ; 边界条件取为
“ 一 。,

当x 一 勺 u 一 2 。,

当x 一 二
_

。; 及“一 , 。
·

x 当才~ 。

不等长的J = 二。区间的节点坐标为

x = O
_

C , 0
.

JS ; 0 1 0 ; 0
_

1 5 ; u
.

2 乙; 。
.

3 0 ; 。
.

选
(

J; 0
.

5 0 ; 0 6 0 ; 0
.

8 0 ; 1
.

G ;

1
.

2 0 ; 1
.

4 0 ; 1
.

5 0 ; 1
.

6 0 ; 1
.

7 0 ; 1
.

8 0 ; 1
.

8 5 ; 1
.

9 0 ; 1 9 5 ; 2
.

0
.

半离散的方程由方程 (2
‘

写~ 吃2
.

4 )给出
.

由方程 (2 5 )~ (2
.

8 )及方程 (2 幻分别作出逐 步积分

计算
,

步长为△t = 。
.

0 0 1 0
.

数值结呆在图 1中分别用
。

及 x 标 记
,

而实线则 由全域精细积分
【‘ ,

”

的结果做出
,

这就是半离散常微分万程组 (2
.

2 )的精确解
.

蛙挑格式方程 (2
.

5 )、 (2
,

8 ) 给出

的结果已经是很好的 了
.

四 阶精度的单点积分格式 (2
,

1 3 )
‘

对于时 inJ 步长扮 一 0 00 1给出了非常精密的解
,

其数值

结果与精确解有 3位有效数字相符
,

因此已不能在图 1中区分出来
.

对于多维问题的推广是 很容易办到的
.

三
、

讨 论 与 结 语

由精细积分可导出无 杀件稳定的显式浴式说明
,

进一步的研究是值得的
.

与有限差分格

式对应的近似 (l
.

匀 与方程 (1
.

1()) 相比显得非常粗糙
,

其计算工作量几乎相同而后 者是无条
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图 1 教值例题的结果

件稳定的
.

尤其
,

子域积分的蛙跳格式有二阶精度且无条件稳定
,

而有限差分蛙跳格式却不

能用
.

注意到C r a n k 一N ic h ol so n 格式也是二阶精度但它是隐式的
,

因此会耗费更多的计算

工作
.

离散的对流一扩散方程 (2
.

2 )仍可由子域积分法求解
.

其显式蛙跳格式仍 为无 条件稳定

并给出了满意的结果
.

再者
,

高精度子域积分可达到四 阶精度
.

结论是
,

有限羞分时间积分 比起子域精细积分来不很理想
,

进一步探讨无疑是必要的
.
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附录
:

格式 (2
.

5)的稳定性证明

运用 v o n
Ne

u m a n n 法
,

令好二沪e x P( 法x ,) 再代人 (2
.

5 )式
,

得到对于刀的一个二次方程

刀= 久刀
一 1+ (1 一几)

·

刀
,

刀= (C
3

/ C
:

)
e x p (ik△x , 卜 ,

) + (C
i

/ C
Z

)
e x p (一‘k△x , )

利用方程(2
.

3) 可证得 1刀1三 1
。

方程(A
.

1 )的二个根叭与叮2

应当有

刀t
·

刀: = 一几
,

斤i + 刀: = (1 一入)
·

刀 。( 久‘ i

令刀
, = r i e ‘e ,

刀: = 一 r : e 一 ‘e ;
其中r ,

> 0
,

r Z

> o 且
r x

·

r : = 久
,

(r i一 r Z
)e o s 6 + i(

r l+ r :
)
s in o = (1 一久)

·

刀

将(A
.

3) 后一个方程取绝对值的平方
,

有
r生2 + r : 2 一 Zr i r Ze o s 2 0 二 (1 一久)

2

}刀1
2

再与(A
.

3) 的第1式相组合有

(r i+ r Z
)
2 二 (1 一几)

’

}刀】
’+ 2丸

·

(1 + 。0 5 20 )三 (1 一几)
2 + 4凡= (1 + 几)

’

再一次与(A
.

3 )的第1式相组合
.

有

(r , 一久)
·

(r ‘一 1 )三 0
,

(f二 i
,

2 )

这表明久‘ r ‘丛 1
.

因此知格式(2
.

5) 是无条件稳定灼
.

(A
.

1 )

(A
.

2 )

(A
.

3 )

(A
.

4 )
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