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摘 要

由于非线性微分方程在物理学
,

力学及控制论中有着广泛应用
,

近年来在国内外一些重 要 刊

物上发表多篇有关求微分方程精确解的论文
.

本文在这些论文的基础上
.

借助于 L e
ib ni z 求导公式

及变换组法
,

进而提出了高阶非线性常微分方程组的求解法
,

于是论证了它
。

)可积性
,

所得 结 果

是相应文献结果的推广
.
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方程组 (4 )可经变换组 (2)
,

化为变系数线性方程组
:
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:

一 , 、
·

, (X ) + 一 (

一
), 、一(笠井)

+ 。1
(X )+ 。1

, ;
· , (X )

+ 。,
(
。x 一 a

)z飞一
’)

(
a % + b

CX 一 Q )
+ 。2

‘x , 一 0

a % + b

口X 一 a

(1 7 )
。!

, 、
· , (

x
) + 。 1

(
。x 一 a

), 、一”

( )
+ 。1

(x )+ d ,
f‘

”’ ‘
二

,

+ 。1
(
·x 一 。), ;一

,

(器井)
+ 。2

(X )一 。
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是可积 的
。

证明 仿照文【6 ]定理的证明方法
,

将方程组 (1 7 )的每个方程对 x 求导可得

。 , , 、一 (X ) + · , ·
, ;一 (黔夸)一轰杏誓

, ;一

(
a x + b

CX 一 0 )
+ 。“x ,

+ 。l
, 、一 (二) + 。, ·

, 、一(黑勤
一“1

会聋
了‘

· )

(
a x + b

6 X 一 口 )
+ 。“ X , 一 0

。

f {
”
“ )

声) +
。

,

, 二

f ;
” 一
”

(
a x + b 、

—
, 一 〔

.

1

公X 一 “ /

a “
+ bJ

‘X 一 a
f丈

”

(
a x + b

口 X 一 a )
+ 。“ x ,

(13 )

+ d I
f牙

”
” (x ) + d l c

f牙
” 一 ‘)

(
a x + b

C X 一 a

、一 、
.

卫兰土竺r梦
·

丫
/ ‘X 一 a . 一

、

a x + b

C X 一 a )
+ 。“ x , 一 0

由 (1 7 )可得

奋
”

(
a x + b

‘X 一 a )
+ “1

, 、一
‘’

(
a x + b

‘X 一 a )

一丽坑(
a ;

f‘
” ’

‘x , + b I
f‘

” ’

‘x , + 。1
‘x , + 9 2

(x , ,

(” 一 1 )

(
a x + b

C X 一 0 )+d
I
f‘

” 一 ‘’

(
a x + b

c x + a )

口

护
‘ 户犷.a‘

一
。、与 (“l

j贷
” )

(x ) + d I
f‘

” ’

‘x , + 。: ‘x , + 。2

‘x ),

a x + b

C X 一 Q )
+ “

I

f‘
· ’

(
a x + b

‘X 一 a )一〔
一

会聋
~

f‘
” 一 ‘’“ ,

,

/‘.、
月了、‘上.

于」
a

+ 。;

会尖
, ;一

、·) + 。 1

(兴)
+ 。2

(兴)〕

刀d十

、、.口/a x + b

6 X 一 口

一

(黑)一卜
1

是羚
‘,

” 一 ‘’‘· ,Z‘.、
、

、.尹

井
尹. 、.1户

矛」
...
孟6

+ 、1

号黔
, :一 (·) + 。1

(兴)
+ 。

2

(黑)〕

将上面四式代入 (15)
,

并令

, ,二 fl
” 一 ‘’

(x )
, , 2 = f奋

” 一 ‘

(x
)

经整理后可得方程组
:

a , (。x 一 a )
2 , 了一 a , 。

(
。x 一 a ), 三+ a l (a Z

+ b 。)
2夕, + b l

(
。x 一 a

)
“, 犷

一 b , 。 (。x 一 a
)9 2

+ b l (a Z

+ b‘)
2 , 2

(1 9 )

一 (·x

一 ) 、。 , (X ) + 。
:
、x 少卜 (一 + “·)(

一
)}
。1

(
a x + b

G X 一 0 )

+ 。:

(器井)」
一 (· x

一 ,
z

(。; (X , + 。
2

‘X , ,
·

(2 0 )

。 , (。尤一 a

厂习了一
。l 。(‘x 一 a

)刀 ; + 。 , (a 么+ b 。)
二

, ; 一 d : (。 x 一 a
丫g 犷

一 d , 。 (o x 一 a )夕孟+ d ,
(

a Z

+ b ‘)
2夕:



高阶非线性常微分方程组的可积类型

一 。
(
: x 一 a ) (。

l
(x ) + 。 :

(x ) 一 (一 + “: )(
·x 一 。

) !
。1

(
a x + b

CX 一 a

a x + b

C X ee o )}
一 ‘

·X

一 ,
2

‘g ’‘
X , + g ’‘x , ’

·
/口.、

级+

再仿照定理 4 的推导方法
,

可知方程组 (17 )可积
.

我们再借助于文〔7〕定理 2 ,

可将定理 4推广为

定理6 设f
l ,

了
2
〔C

” + ’. 。与。都是正整数
,

且 1《。( n ,
k为实数

,

常数 A 午 。,

a Z
+ b。斗 0 , a , ,

b , , 。 , ,
d l
为非零常数

,

则常微分方程组
:

。 ,
j;

· ,
(x ) + 。 ,。(

‘x 一 a
)
·

j ;一
’

(
a x + b

CX 一 a )
+ “I

f‘
” ’
‘X ,

+ “1“‘
·x 一 a

,
‘
f‘一)

(
a 戈+ b

G X 一 Q

‘午 0 ,

(2 1)

c I
f ;

” ) (x ) + 。 ,
A (。x 一 a )

无

f {
” 一仍 ’

)
一 。

(器井)
+ 、、, ;一 (二)

+ 、l, (x ‘一 。)
·

, 、一
,

(
a x + b

CX 一 a )
一 0

是可积的
.

事实上
,

对于方程组 (2 1 )
,

借助于文 「7 〕定理 2 ,

可化为
a ,

(
c X 一 a

)
” ‘仍

f互
” + , ’

(x ) + Q , a ,
(

e x 一 a
)
”

“
一 ‘

ff
” ‘ 价 一

” (x ) + ⋯

+ Q ‘a ,
(

c x 一 a )
” ‘“ 一 ‘

j1
. ‘“ 一 ‘’

(x )+ ⋯ + Q o a :
(

c x 一 a
)
”

f l
” ’

(x )

+ Q。 十 : a , (e x 一 a
)
” 一 ,

f l
” 一 , ’(x ) + b , (c x 一 a )

” ‘ ,
f若

” + , ’
(x )

+ Q lb , (c x 一 a
)
” 十 价 一 ‘

f鉴
” ‘ , 一 ’

(x ) + 一 + Q
‘
b :

(
c x 一 a )

” 斗“ 一 ‘
f ;

” 十 “ 一 ‘ ] (x )

+ ⋯ + Q o bl
(
c x 一 a )

”

f ;
” ’

(x ) + Q fn + 1
(

c x 一 a )
” 一 ‘

f杏
” 一 “ ’

(x ) = o (2 2 )

c l (c x 一 a )
” + 鹅

fl
” + , ’

(x ) + Q :c , (c % 一 a )
” ‘ “ 一 ‘

f ;
” , “ 一” (x ) + ⋯

+ Q , e ,
(

c x 一 a
)
” ‘“ 一 ‘

f ;
” 十 “ 一 ‘I (x ) + ⋯ + Q o e ,

(
‘x 一 a )

”

f {
” ’

(x )

+ Q。 十 , 。, (c x 一 a
)
” 一 “

fl
“ 一 , , (x )+ d ,

(
c x 一 a

)
” 十 ,

f鉴
” ‘ “ ’

(x )

+ Q ld l
(

c % 一 a
)
” + 价 一 ‘

f荟
” + “ 一” (x ) + ⋯ + Q ‘d ;

(
e x 一 a

)
“ + “ 一 ‘

f荟
” + , 一 ‘ , (x )

+ ⋯ + Q o d l
(ex 一 a

)
”

f劣
“ ’

(x )+ Q。 * ld :
(

c x 一 a
)
“ 一”

f若
” 一 “ . (x ) = o

其中

Q ‘= (一 1 )
‘c蕊伍 一 m + 1)(k 一 。+ 2 )⋯ (k一 。 + ‘)

c ‘

(i二 l , 2 ,

⋯
, m )

Q。 + 1二 (一 l )‘
+ ’

A
Z

(
a Z

+ bc )
“ ‘“ .

方程组 (22 )巳是文 〔2〕定理 l研究的特例
,

从而可用文〔2〕定理 1的方法
,

求出原方程组 (21 )解

的表达式
.

于是得知方程组 (21 )可积
.

注 很明显本文定理4
,
5

,

可视为文〔5 ]
,

【6 ]
,

【7〕相应定理的拓广
。
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