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摘 要

通过对 R ik s 切线弧长法和 C r is fie ld 圆弧长法的综合及改进
,

本文提出分析结构跳跃 问

题的自适应参数增量迭代方法
,

并建立相应理论基础
.

最后文中给出中心分布压力作场下 圆 底扁

球壳跳跃问题的数值结果
,

以验证它的有效性
.

关扭饲 结构跳跃问题 自适应参数 增量迭代方法

一
、

牛 顿 迭 代 方 法

假设结构非线性问题的离散型控制方程如下
:

j
‘
(戈

,
p )= o (i= l , 2 ,

⋯
,

N ) (1
.

1)

这里 X = 〔x
: , x : ,

⋯
, x 们 ,

表示结构广义变形参数向量
,

p 表示载荷参数
.

为了确定结构非线性响应上某点
,

通常的做法是取载荷参数p 或某一广义变形参数 x 。

做

控制参数
,

即引入下列方程
:

f
。
= P 一 叮= o

或 j0 = x 。一 , = 0

其中 , 是预先给定之值
.

于是控制方程就可表示成如下形式
:

f
。

(X
, , ) = o (a = 0 , l , 2 ,

⋯
,

N )

这里为了表述方便
,

记X 二 〔p
,

了 , 〕, .

假如结构非线性响应曲线上某点之值X
七~ X 、弧 )及其斜率 X

。 一

已知
,

现用下面表达式构造下一点叮
。十 : 的初值并进行迭代修正

:

a 急
+ , = X , + △叮。丈 ,

。吞
1 二 a

T+-ll + [f
。 ·

, (。7+-
:‘)〕

一 ’

f (。7+-
,‘, 。。+ △。

:

)

(1
.

2 )

d
, , ,

_
、 _

_ 、
,

而 L拟叫 」匕水 出或

(1
.

3 )

(1
.

4 )

(川 = 1
,

2
,

⋯
,

这里 雌
+ ,

表示迭代 初 值
, a 吞

1

表示第。次改善解
,

f一 「f
。 ,

f
l ,

⋯
,

M )

了们
, 〔R 二 + 、表示 (1

.

2 )式的

.

赵兴华推荐
.
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.
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残值列阵
.

如果 当m 一M时
,

改善解 a蕊
:

满足下式
:

}a 蕊
; 一 a
为

‘ }< 。

其中 e给出解精度
.

则表 明a 忍
1

已充分逼近真解
,

用X 。 , :表示
.

然后可采用下式计 算 刃. + ;

点处的斜率
:

Z = [f
。 ,

, (X 。十 , )〕
一 ’
d (一 5)

戈。 + , = Z / {2 1 (1
.

6 )

其中 d = 〔d了0/ d 叮
, 0〕全

.

上述牛顿方法的有效性很大程度上取决以下三点
:

(l) 牛顿方法用列〔f
。 ,

月的逆阵
,

意味着 J a c o bi a n 矩阵必须满足
:

J = d e t [f
。 ,

, 〕今 O

(2 ) 若 J斗 。应存在一个有限域 }a 一 X J
Z = 夕 (X )

,

如果迭代初值 a0 满足 }a0 一 X }
么

< 占
,
(X )

就将导致迭代收敛
.

(3 ) 牛顿方法具有二次收敛速度
,

即 {二 一 X l一 川护 一 X }
2 ,

其中L是一个依赖于结构广

义变形参数X (哟的正数
.

一 、

自适应参数增量迭代方法

牛顿迭代方法由于 构造简单
、

具有二次收敛速度
,

因而在实际结构非线性问题求解中得

到广泛应用
.

但是牛顿迭代方法本身具有局限性
,

首先
,

它不易求解载荷参数 x 。

(或某一变

形参数x ,

) 有增减情况的结构非线性问题 ; 其次
,

当引入方程 f
。一 0所对应的线与结构响应 曲

线相切时
,

Ja c o bi a n 矩阵〔f
。 ,

月奇异
,

导致牛顿法失效
.

对载荷参数做控制参数而 言
,

即

牛顿法无法计算临界点
.

这些问题都是解决结构跳跃问题难以避免的困难
,

因此如何选择简

单直观
、

具有单调性质的控制参数
,

及如何消除 Ja c o b ia n 矩阵的奇异性成为数值 方 法分

析结构跳跃问题的关键
.

针对上述困难
,

国内外一些学者提出了许多策略和方法
.

较为出色的 是 R ik s 切 线弧

长法
‘” ‘2 ’和 C ri sf ie ld 圆弧长法〔3 ’,

两者共同之处都是以 曲线弧长刁做控制参数
,

差异在于

引入了不同的辅助方程
:

( I ) f
。

(X
,

刃) = 舀戈 (刀
、 )〕, [X 吃刃)一尤 (叮

。

)〕一 咬, 一 叮。)一 。

(I ) f
。

(X
,

刀) = 仁X (叮)一 X (叮
。

)」
,

仁X (叮)一 X (叮
*

)〕一 (叮一 叮
,

)
2
= o

Ri ks 引入的辅助方程 (I) 是一多维面
,

该面与曲线
_

L已知点切线 戈 (。
。

)正交
,

与已知点距

离为(, 一 叮, )
.

只要迭 代步长 (叮一 刃
。

)足够小
,

平面与曲线交点处的切线与该面法线之间夹角

就可保持很小
,

可减少迭代次数
,

提高收敛速率 ; 同时防止产生平面与 曲线相切的现象
,

保

证了 Ja e o b ia n 矩阵〔f
。

,

, 〕不出现奇异
,

如图 1
.

所示
.

C r is f ie ld 引入 的辅助方程 (I )是一

个以曲线上已知点X (刃
。

)为球心
,

以 (刃一 刀
,
) 为半径的多维球

,

如图 2
.

所示
,

该方法同理也

具有上述特点
.

上述两种方法在实际应用
!

一

户表现出如
一

F特
l

氛
,

R ik s 方法引入的多维面与响应 曲线一般

情况下只有一个交点
,

单值性好
,

但是在计算结构跳跃问题时遇到多交点的情况
,

经常导致

计算远点 的现象
.

C r is fiel d 方法改进 了 R ik
s 方法

,

通常不会遇到多交点的情 况
,

即 不

是出现计算远点的现象
,

但是
,

它所引入的多维球 与曲线有两交点
,

单值性不好
,

经常出现
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不” O

尸嘛
‘

。
火〔取

:

〕
几” O

乙。O

往回计算的现象
.

为了克服往 回计算的缺点并保持较好的单值性
,

本文对这两种方法进行了综合改进
,

引

入了新的辅助方程
:

, , v _ 、 r

y
, _ 、

v ‘ , , 。

v , _ 、

v . :

/ 刀一 珍。 、
2

1
f
。

(X
, 粉)= [X (, ) 一 X . ]

r

[X (, )一 X . 」一 t之
一

长巴 ,
’= o (2

.

1)
、 2 ,

一 、 ~ 二
,

其中 x , 一 X (。
。
)+
(上笋)

‘ (: ·)

如 图 3所示
,

所引入 的辅助方程仍表示一个多维球
,

不同之处在于
:

该多维球通过已知点

x (巩)
,

球心X , 在 曲线已知点切线戈沟
。、

_

匕
.

本文方法保证了迭代收敛的单值性
,

因为通过

(1
.

3 )式构造的迭代初值雌
、 :

总是满足下列关系
.

}X (亏。
十 1 )一 a 兄

:

}< {X (粉
。

)一
( ,

是
,

{

、2
.

2 )式保证迭代不会 收敛到已知点X 、札)
,

只能收敛到X 戈叮, , ; 、 .

【2 2 )

在 (2
.

1)式 中X 伪
。

)表示对弧长
s 的导数

,

即 戈幼
,

)二

[戈 (, 。
)」

, [戈 (刀七) ] = l

d

d s
X 刃 。、,

因而满足下列关系
:

(2
.

3 )

对 。2
.

, 、式除以(卫二少丫
,

得到下式
:

、 ‘山 ,

。

X (刀)一 X (刀
,

)
乙

一
粉一 刁七

一戈 (。
,

)1
,

「
2

工业犷兽鱼应一 戈 (: 。、

1
-

」 L lj 一
,
l七 」

利用 (2
.

3 )式以 及X (哟 一 X (叮
,

)年 。,

可以得到

X (叮) 一 X (77
*

)

刁一 刀七

d
~

t 二 入 (刀k 夕

a 百

(2
.

4 )

上式表明 当刀”叮
。
时 伪一 刁,

)” ds
,

刀是曲线弧长
: 的近似值

.

说明本文方法也是以曲线弧长
s
做

为控制参数的
.
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三
、

本文方法的合理性

本文方法实质是一种修正的牛顿 迭 代 方 法
,

因 而 它 的 有 效 性 取 决 于 两 点
,

一是

Ja c o b ia n 矩 阵〔f
。 ,

司的非奇异性
,

二是迭代初值砂逼近真解的程度
.

第一点要求考虑到 J a c o bi a n 矩阵的行列式J二 d e t〔f
。 ,

月
,

按首行展开如下
:

J = f
。 , 。

D + f
。 , ‘

d
‘
= f

。 , 。

d
。

(3
.

1)

这里心表示f
。, 口

对应的代数余子式
,

f
。

是引入的辅助方程 (2
.

1)
,

于是有
:

f
。, 。

= 2 [ x
。

(叮)一 x 普(粉
, 叮。)] (3

.

2 )

从 中不难看出
,

尽管求解X (哟
,

X (哟
,

J (哟也依赖于前一点的状态x 伪
。)

,

戈 (刁
。)

.

在进一步分析之前
,

先推导一公式
.

首先对控制方程 (1
.

1) 关于 , 求一阶导数
:

去
〔‘

。
‘X

,

p , 卜 f
‘, , ‘, + “

, 。

’一 0

(3
.

3 )

对 (3
.

3 )式 两边同乘以
口D

口f
, , ‘

d , , ,

其中占
, , 表示 K r o n e e k e r 函数

.

并根据代数余子式 d ‘

的表达式 d
‘
= 一

口D

口f
, , ‘ f

, , 。,

得到下列等式
:

D 云‘= d
‘

户

或 d
。

(亏)毖
。

(叮)= d
。

(刁)云
。

(, ) (3
.

4 )

(3
.

4 )式 两边平方可得到下列等式
:

d 毛(刀) = 分毛(珍){d
。

(刀)d
。

(叮) } (3
.

5 )

对 (3
.

1) 式两边同乘 以毖
。

(哟并利用 (3
.

4 )式得到下式
:

d
。

(刀){f
。, 。

(叮
, 叮,

)分
。

(刁) }= 分
。

(刁)J (粉) (3
.

6 )

最后 由 (3
.

5 )式和 (3
.

e) 式得到
:

J
Z

(叮) = {f
。 , 。

(刁
,

刃, )分
。

(刁)}
2

{d
口

(, )d
。

(, ) } (3
.

7 )

从 (3
.

了)式可以看出有两种可能性导致J (哟为零
,

一是辅助多维球通过点X (哟的半径 OA 与

该点曲线切线戈 (哟的夹角。等于二 / 2的情况
,

即辅助多维球与曲线相切时将导致J (哟为零
.

这

种情况基本不会发生
,

取较小的步长将完全杜绝这种现象
,

如图 4所示
.

二是己= 0 这正好是

分支点的条件
.

因此只要不试图计算分支点和只要步长△叮= 刁一 亏。取得不是很大
,

就能完全

消除【f
。 ,

习的奇异性
.

第二点是关于迭代初
一

值尸与真解 X 的远近程度
,

若采用 (1
.

3 ) 构造迭代初值
,

它必然满

足
:

一。
。一 x

卜

( 冬}x (2 , (。) }么。
2
+ 一。(△。

3

) }
‘

(3
.

8 )

显然
,

只要步长八叮取得足够小
,

所构造的迭代初值可任意逼近真解
.

四
、

确 定 临 界 状 态

分析结构稳定性问题的首要任务就是确定临界状态
.

在结构屈曲问题中
,

临界状态是指

分支点 , 在结构跳跃问题中
,

临界状态是指极值点及回跳点
.
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确定临界点的条件可以用控制方程 (1
.

1) 的 Ja c o b ia n 矩阵〔f
‘, , 」的最小特征值或其行

列式值表征
:

。{X (刁)} = 0 (4
.

2 )

或 D {戈(刀) }= o (4
.

2 )

极值点 (或回跳点 ) 和分支点的区别在于修正的控制方程 (l
.

2 )的 Ja c o bi a n 矩阵行列式值

J一 d e t〔f
。 ,

月仅在后者情况下为零值
.

为表达方便
,

上述临界点条件统一用T (哟 = 0 表示
.

如何计算临界点? 通常策略是采用

插值方法
.

具体做法是沿着结构响应 曲线逐点计算 X (叭) 及 T (刁
‘

)
,

直到改变符号为止
,

对

X (哟及T (哟分别构造插值多项式
,

通过T (刁哟一 o来确定临界点 X 切哟
.

该方法的不足之处

在于过少的已知点无法保证临界点的准确程度
,

过多已知点徒增不必要的计算量
.

为了克服

上述方法的不足之处
,

本文采用如下方式计算临界点
:

假设已计算出结构响应曲线上临界点前的一系列点
:

X (,
;
)一 X (刀

:
)多 ⋯⋯ , X (, ‘)

O< 刀1< 叮: < ⋯ < 仇

进一步假设X (刀
‘
)已接近临界点X (尹)

,

即满足下式
:

}T (亏
‘

)J<
。1 IT (刀

l
) } (4

.

3 )

俨
.

3 )式保证 了T (哟 (。> 小 )的单调性
,

于是可以将T (哟在小 处按 T a y lo r 级数展开如下
:

T (刀) = T (刁
‘

)+ 少(刀
‘)(刁一 叮‘) + ⋯ (4

.

4 )

根据临界点条件T (粉勺一 o ,

可以近似确定临界点的位置及迭代初值
:

么叮爷 = (叮肠 一 叮‘) = 一
T (粉‘)

少(粉
‘) (4

.

5 )

a , = X (刁
‘

)+ △叮
, X (, ‘) (4

.

6 )

若上述近似值不能令人满意
,

可以在更靠近临界点的位置上进行估计
.

为了保证下一点不越

过临界点
,

可采用下式估计初值
:

a 。
= X (叮

‘

)+ v△, , 玄(刀
‘
) (o < v( 1) (4

.

7 )

这一过程就可以保证逐渐趋近临界点
,

如图 5所示
.

如果T (刀
‘
)或△刀

爷
满足下式之一

,

说明该点就是临界点
:

}T (, ‘
) }<

“ :

}T (粉
: ) { (4

.

8 )

}△粉肠 }< 。。A叮,
(4

.

9 )

这里。2 , 。3

是给定之值
.

在 (4
.

5 )式中
,

估计△尹用到少(。
‘

)
,

无论选择 苗 还是力
,

它们准确求解所需计算量 和计

算机存贮空间是非常大的
,

准确求解是得不偿失的
,

因此通常采用近似方法计算
.

全(刁
‘

)哭
T (刁

‘

)一 T (,
‘_ :

)
刁‘一 刃‘

_ 1
(4

.

10 )

关于最小特征值 。的计算
,

可参阅有关文献
,

这里不再赘述
.

本文在此着重 阐述关于 D 的计

算
,

在求解方程 (1
.

4 )过程 中
,

可以方便地附带求 出J 一 d et [f
。 , , 〕

,

因而可以采用下式求解

刀值
:

D (叮
‘

) = 分
。

(刃
‘
)J (叮

‘

){f
。 , 。

(刁
‘, 刃‘

_ 1

)分
。

(叮
‘
) }

一 ‘

(4
.

2 1)

(4
.

川 )式具体推导见 (3
.

6 )式
.
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图 5 图 6

五
、

算 例 及 结 论

本文分析了 中心分布压力作用下圆底扁球壳跳跃问题
.

图 6 给 出圆底扁球壳的材料性质

和几何特 征
.

采用包含薄膜力N
,

和挠度二的混合形式控制方程
,

利用B 样条函数和 G al e r k in

方法构造代数控制方程f
‘一 。,

具体形式及推导参见文 [ 4〕
.

在计算过程中
,

采用下列迭代收

敛准则 :

d = m a x { la 扩
希 十 ‘)一 二李

“ ) }}< 。 = 1 0
一 ‘

采用 (4
.

2 )做为极值点和 回跳点的条件
,

其中: , 一 10
一 2 , 。 : 一 1 0

一 6 , , 一 0
.

8
.

图 7 ,

图 8 ,

图 9分别给出简单铰支
、

固定夹紧
、

可移夹紧三种边界情况下均布压 力作用

下的几何参数K 一 、 1 2 (1

硒
一

潇
取不同值时的圆底扁球壳跳跃 曲线

; 图 l。给出简单铰支

情况下几何参数K 一 3时取不同的载荷作用半径R
, 一 b

/ / a 的圆底扁球壳跳跃曲线
.

计算结果表明本文方法构造简单
,

收敛速度快
,

能 完 全 克 服 R ik s 切 线 弧 长 法 和

C ri sf iel d 圆弧长法的计算远点及往 回计算的不足之处
,

保证迭代收敛解 的 单 值 性
,

是分

析复杂结构非线 性响应的有效数值迭代方法
.
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图了 简单铰支不同K 值的壳中心挠度

与载荷的关系

图 8 固定央紧不同K 值的壳中心镜度

与载荷关系
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