
应用数学和力学
,

第 卷 第 期 年 月 应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

变质量非完整系统打击运动的 方程
’

张耀良

哈尔滨工程大学
,

哈尔滨 。。

乔永芬

东北农业大学
,

哈尔滨

钱伟长推荐 年 月 日收到

摘 要

本文建立变质量非完整系统 形式的
。
方程

,

并由此导出变质量完整系 统和非完整

系统打击运动的 方程
,

其次指出
。
形式的打击运动方程与 方程的等价性 最后

举例说明新方程的应用

关扭阅 变质量 打击运动 方程 非完整系统

一
、

引 言

在 《高等分析力学 》 中
,

介绍了用 力学建立的多种形式 的打击运动动力学方

程
〔” ,

但在解决实际问题时
,

特别是在计算机编排或分析复杂系统的动力学问题时
,

显得不

便

年美国学者凯恩 建立 的质点系统动力学的新方程
,

后来人们 称为

方程
‘艺’, 它为解决多自由度系统的动力学问题

、

并可以方便地使用计算机进行计算开

辟了一条新的道路

年戈正铭等研究了变质量系统的 方程
【 ’,

年薛纭建立了常质量完整系统

有冲力作用时的 方程
【‘’

本文首先建立变质量非完整系统 形式的 方程
,

并由此导出变质量完整和非

完整系统打击运动的 方程
,

并指出 形式 的打击运动方程与 方程的等

价性 最后举例说明新方程的应用

二
、

变质量非完整系统 形式的 方程

设由 个质点组成的变质量系统
,

仇
,
…

,

如确定

变换方程 , ‘ , ‘ , , ,

…
, , ,

相对于惯性坐标 系运动
,

其位形 由 个广义坐标
,

于是
,

“ 氏一

鑫会扮争
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变质量系统的达朗伯原理为

乙 一 。 ‘护‘ 尸
‘

月
‘

·

占护‘

的得其 中凡为反推力 左
‘

成云‘

五‘为由质点分离 或并入 的微粒相对于质点本身的速度
,

现将式 代入原理
,
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现设系统受有 个 型理想非线性非完整约束
, 。 ,

空
,

刀二
, ,

…
,

夕, , ,

…
,

建议虚位移方程采用如下形式

鑫等
““

’一 。

刀
, ,
…

,

一

按照 七 的思想
,

引入 个 乘子孙
,

将 式乘以 标
,

并对刀求和
,
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睿索
“声

票
““一

一
护

一

将 与 一 相加
,
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刀
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艺
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口
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弋几二
·

二

应用未定乘子的理论
,

得到变质量一阶非线性非完整系统 形式的 方程
,

即

乙 一 。
‘

沪
‘

·

民
。

十乙 户
‘

·

瓦 乙 左
‘

·

乙
,

十乙 标 一一
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。

口主,口一

简记为 竺十
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乙 心
夕二

口 , 八

一二 二

—口空
。

一, ,

…
,

由上式可见
,

对于变质 量完整系统
,

其 方程为

竺
。 ” , , ,

…
,

三
、

变质量完整系统打击运动的 方程

设由 个质点组成的变质量系统
,

相对于惯性坐标系运动
,

…
, 。

确定 系统中代表点
‘

的矢径为

俨‘ 于‘ , , ,

…
, 。 ,

其位形由 个广义坐标
, , ,
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其速度为 刃‘二 护 鑫会
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鲁

 

护一q口一口
于是

,

偏速度 从
,

=

假设在打击开始时刻t一 t
。,

广义速度为 (心1)
。,

( 夕
2
)
。 ,
…

,

(夕
。

、
。 ,

由于在很小的时间间

隔t一 t
。

内作用有很大的打击冲量
,

那么
,

在打击终了时刻t一 t
, ,

广义速度增加了有限量
,

而

成为(空
,
)

, ,

( 空
:
)
l, … ,

( 空
,
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, ,
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,
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,
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,
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,
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,
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.
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方程 (3
.16) 就是变质量完整系统打击运动的K a n e方程

.

当质量。
,

不依赖广义速度空
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时
,

则

努
一 。,

此时方程 (3
.
16 )给出
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这是凝固导数下变质量完整系统打击运动的K
a n e方程

.

四
、

变质量线性非完整系统打击运动的 K an e方程

设变质量 系统的位形由
。个广义坐标q

l,
q

: ,

…
,

q

。

确定
,

并受有g个理想一阶线性非完

整约束
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)

石刀
‘

口夕
。

万 , , 一

弓
“

卜
”‘

·

豢)

一

代睿
。‘

一篇力
一 八

(黑) (5.2)

其中
7’一 生犷 。 ‘

瓦

2
二

刀夕 _ 口T

厅空
,

刀q
。
+ 乙
夕
一 1

将(5
.
1)和 (5

.2)代入 (4 一 l)中
,

口T

刀夕
。 ,
夕

我们有

B
。十 , 。

(鬓)
l一

(黑)
。

=
O

。

+ 乙 [(。
‘

)

, 一 (。
‘

)

。

〕
·

(

”
汁

“‘
)

。
·

U

‘,

(
。二 一

,

2
,

…
, 。

) (
5
.
3
)

方程 (5
.
3)与文献〔门的结果相同

.

、 _

/ \
、 变质量非线性非完整系统打击运动的K an e方程

设变质量系统受有g个理想非线性非完 整约束

f , ( g
,

夕
, ,

r
) = o

( 刀= l
,

2
,

…
,

夕 , “= l ,
2

,

一
, ”

假设在打击期间约束不破坏
,

那么有

(6
.
1)

f , ( g
, ,

( 空
.
)
。 ,

t
。、= o

f
,
(
q
。 ,

( 空
,

)

, ,

t
l

)
= o

( 方
,

2

, ·

… g

l 一 2 ,

…
, ”

(
6
.
2
)

现将K an e方程 (2
.
14)乘dt

,

对打击过程进行积分
,

并注意打击时间t
:、 t

。,

我们有

概尺
‘ ,

dt+ 概尺
‘adt 叹瑰买冲

’)

州叮::感
‘

佘
df一 (6

.3)
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设系统中代表点刀
‘

的质 量为 。 ‘一 m “g
, ,

夕
, ,

t)

方程 (6 3)中左边前三项 的简化结果 与式 (3
.
6 )

、

(
3

.

1 4
) 和 (3 1力相同

,

于是 (6
.
3)式可改写为

艺 否
‘

·

U

‘: 一 乙 △ 、tn ‘。‘
)

。‘,
+

户鑫(架) [(女小 一 (夕
,

)

。

]

·

(

公‘+ ”.
)
。

·

U

‘a

+

闻::卦奈
!
一 (6

.4)

现确 定
‘

6

.

4 式左边第四项
,

闰将式 (2 14 写成显式
,

再将约束方程 (6
.
1) 对 t求导

,

然后从

中消去广义加速度
,

解出筛
:” ,

有

几, = 乙
a, ‘

(
、

, .

奋
, ,

t
)

·

K

‘
+

a ,
( q

。 ,

夕
, ,

t
) (

6

.

5
)

现在计算广义 约束反力的打击冲量

1im
tl一 t‘

叮
,

di’ ~ 1im
t, 一 t、J::

乙 E
a, 。

尹
二 l 忿亡 l

必
·

K

‘
d 考

己心
。

‘孟.
�

l

+

卿:;补黔
! (6.田

由中值定理知

之叮::鑫
一

会
dt一

由反常积分第一中值定理知

d介
d空

·

K

了
d
‘一

(
一韶二)

;
J::
K!d: (t。《省簇t, ),‘

夕
a

.且
0
价‘4‘月

!

“

因此 1im
ti一 to

E E
a , ‘

·

Kl

dt
= 乙 乙
声

一 1 己一 l
{
之欢(一绘)

口f
, .

l i m

f’“ t0犷:
凡“,

}

口护一口
r了一
.
口孟八叮一八O已皿n�

J‘.J

!

.

一

云云(
。, ‘

率、
尹
一 1 王一

、 。 甘 a ,
E
习

‘
·

U

, ,

于是二, 广义约束反力的打击冲量为

之绷:云
与

奈
, 一

户g(a
声!

翻 艺刃,
·

U

‘:
( 6

.
7
)

将 (6
.
7)式代入(6

.
4)中

,

我们得到

万 刃二刀‘。 一 乙 △(。
‘。‘

)

。‘·
+

户鑫(架)[(空小 一 (夕
,

)

。

〕
·

(

。‘
+
。‘

)

。
·

U

‘,

+

户会(
一绘) E 习

‘
·

U

‘:二 。 ( e
.
5 )

(
s 二 l

,
2

, , ‘ ’

, ”

方程 (6
.
8) 就是变质量非线性非完整系统打击运动的K a n e方程

,



变质量非完整系统打击运动的K an
c
方程

七
、

算 例

在H an
月‘ r H H 一C a r a t h e o d o r y 问题 ‘户

,

物体的质 量为 M
,

放在光滑水平面上
,

相对于

物体质心C 的转动惯量为J
。 ,

在物体质心C 上有一质 准为 。一 。 口) 的质点
,

设微粒分 离的相

对速度为零
·

今在对称轴尸C 上距质心b处作用一垂直于 讨称轴的打击冲量 户
,

系统的位置由

接触点P 的坐标 (x
,

川 以及了
”
C 与O x之间的夹角0来确定

.
试研究打击运动

.

解 我们取物体及质点到l成的系统为研究讨象
,

选x
, 夕及0为广义坐标

.

约束方程 夕一 分t g e (7
.
1)

本题属于变质量线性非完整系统
,

以 二 ,

0 为独立坐标
.
此处a 一 1

,

2
; 夕

,
一 , ; 夕

2
一户

由于
。。一 L , 一 (

a + b )护5in o〕￡+ [夕+ 、a + 6、夕
eoso]了

= 戈忍+ 七9 0
·

歹), + [ 一 (
a + b 、5 i n 乡

·

￡+ 、a + 6
e o s

·

歹j夕 (7
.
2 )

偏速度

万
〕:

=
(
云, 、* = 子+ t g s

·

了 U :一 (” , 1 。 = 一 心 + b
、 s

i
n
e

·

石+ (a + b )
e o s o

·

了

(7
. ,

)

/ 办
,

产
,

价

。。一 ( , 一
a
夕5in e)￡+ (乡+

a
汐eoso)了

一 (￡+ 七9 0
·

歹、, + ( 一
a s in 夕

·

￡+ ae o so
·

了、乙

U Z ,一 (”
。、* 一 ￡+ 七g 夕

·

歹 刀
22~ (公

。
)‘一 一

a s in o 花 斗 a e o o s
·

了

(7
.
4)

(7 5)

_ 口

Q Z -
一 不声
U 口

( 7
.
6
)

我们利用公式 (4
.
11) 来求解本题

.

由文献 仁4〕
:

E
八 (。

‘。‘
)

·

民
。

一 八口
·

刀。。
+ A 刀。

·

己 。

(
7

.

7
)

根据式 (7
.
6)

,

并考虑到泣一 。,

系统开始静止
,

所 以
,

(
5

厚,
·

U

, 。

一 么口
·

刀c
。 一 △刀c

·

历
。

= o
(
a

刃, = 一 户5in o
·

忍+ 户eo oo
·

子

l) 式可化为
,

2
)

因为

(7
.
8)

(了
.
9 )
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A 口= (M + rn )。
。 = ( M + 。) [ (毖一

a
夕。i n o )‘+ (夕+

ae o s o)子]

△万。 = J
。
夕万

(7
.
10 )

(7一 1)

干是
,

有

(一 户5 in o
·

石+ 户e o s o
·

j

)

·

U

l l 一 (M + 。) [ ( , 一
a 行s in o )艺

+ (夕+ a汐eo
so)了JU

Z、一 J 。夕无
·

必;= o

由上式可得 分一 O

其次
,

有

(一 户5in o
·

忍+ 户e o s口
·

了)
·

万
, 2 一 (好 + 。) [ ( , 一

a
夕sin 夕)g

+ (夕+ a e o so
·

夕)了」石
:2一 J 。

夕花
·

石2 = o

简化整理上式后
,

得到

[ (M + 。)
a ,

+ J
。〕夕= 户(

。
+ 6 )

(
下一 2)

( 7
.
13 )

( 7 一 4 )

( 7
.
1 5 )

[ 1 ]

[ 2 ]
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