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口
z切。

口刀

十

拭辛)塌专旦鄂上 )}蹂
十

l手(斋)(备)
之

+

手(佘)
z

(器)+(
一

穿
一

)
2

(方命
+

奈箭卜
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+

拭备)
“

备
一

(令)(1 命
+

奈箭孙
一

(寺
一

奈
+

拭蛊))鲁
-

一 2

寺(奈)(斋)(命音豁)〕
C
。

}
e X p (一。)

(1
.

5 9 )

令方程(1
.

5 9 )的右端关于 e x p (一豹的系数等于零
,

则得关于 C
。

(刁
,

0) 的一阶线性偏微

分方程
:

「生鱼了卫竺、
’ _ 鱼了

一

丝 、里黝
~
、兰f

、

亚
一

、f一旦
L 专4

、 口r l 刀
z

、 口口 / 口叮
乙 ’

叮、 口r l、 口刀
上

一
亚迪

一
、1匹

叼

刀 口8 / J 口8

.

f
_

1 1 口“ 、l 口 l 口切
。。
、

_

l 口“ 丫 l 口
月

~
l 艺一分 I

~

一布万一 ” 一万乙万 二二 一飞沉
‘

一 刀一 乙f 二获丁一 ” 二丁 一5 二一

L 刃 \ U U I 、 U ,I V 口口 , 、 u r l 、 11 口11

l 口
2 \

十子 丽歼
.

夕黝

+ (粤、
2

(
\ a r l \

〕会
+
!等(奈)降)

2
+

令(斋)
“

(器)
一

盒
+

奋箭孙
+

抓斋)
2

备
一

(器)(1 塌
l 口

2 、 / l d “
.

I l d
Z“ \、 口

2田
。 n

十矛硒乎严
。一气万花万 十护气万乎 刀万犷

~

。 1 1 口“ 丫 口“ 丫 口 l 夕甲
, 。 、

‘

l。

一 乙

—
I ~ , 二es we 1 1 一气犷万一 Il se 气万ee

~

—
一~ 一又7 产一 . 1七

n

刀 、 口r / 、 口口 / 、 a 刀 刀 a 口 I 」

= O

将W
; 。和 v 。。

代入边界条件 (I
, 3

.

2 4 )
,

则得C
。

(刀
,

0)的边界条件

又一 6 0 )

或者

A
Ov 。。

}甚:毛

C
。

(叮
,

0 )

口才
1。

= 一丽石一 (1
.

6 1 )

1 口牙
1 。

“ , ,
口r

护 一l

二

C
。

(叮
,

0 + 2 二 )
,

由此可确 定 C
。

(叮
,

0)

(1
.

6 2 )

且C
。

(, ,
8)满足 自然周期条件

:
C

。

(粉
,

0 )

程 (1
.

5 9 )简化为
:

.

同时方

!(令)
‘

+

豁(斋)
‘

}
d

4 v l。

口雪
‘

_ 「(夕竺、
Z

f
L、 口r , 、

口
.

1 口
2 \

.

1 1 口“ \2

万 十了
~

灰厂严
。
十子气, 正 )

一

不开卿
。。

一 2

认奈)(贵)命(音肋
,
。。

]
口
艺v 1 0

口占
“ (1 6 3 )

利用 (1
.

5 3) 式
,

由方程 (1
『

6 3 )式可得边界层型函数
, , 。,

即

v l。= C l
(粉

,
0)e x p [一占〕 (1

.

6 4 )

其中C :
(刀

,

山是待定 的任意函数
.

将吵
。。, v 。。, , , 。,

W
。。,

班
1 。

代入方程 (I
, 3

.

5 2 ) (取 n 二 1 , 。 = O ,

且带有负下标的量均

为零 )
,

则得关于势
, 。

的微分方程
,

然后积分可得关于劝
1 。的边界层型的函数

.

利用求C
。

(刃
,

印

相类似的方法
,

可求出C l(刁
,

口)
.

这样可逐次得
v 。。 ,

势
, 。 (。 = O , l , 2 ,

⋯
,

N , 。 = O , l ,
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2’
‘

二 ,

M )
.

把以 上所求得 的 研
。。 , 沪

: 。 , , : 。 ,

劝
: ”‘

(n 二 O , l , 2
,

⋯
,

N , ,n 二 O , 1 , 2
,

⋯
,

M )分别代

入 (I
, 3

.

1 )和 (I
, 3

.

2 )式
,

便得到边值问题 (I
,

1
.

3 )、 (I
,

1
.

4 )的关于
。,
为N 阶

,

而关于
。2

为

M阶的一致有效渐近解
.

二
、

算 例

以上我们得到了圆柱型正交各向异性圆板的非线性非对称弯曲问题的一致有效渐近解
.

以下我们将讨论一种特殊情况
,

并把所得结果与文献 〔5 〕中给出的精确解进行比较
.

考察折算刚度按半径线性变化的非均匀圆柱正交各向异性圆板在均匀载荷作用下的弯曲

问题
.

在周边固定夹支的条件下
,

其挠度函数W 的方程和边界条件
〔”’
为

:

r Z

(一+ A r 、W
/ / ,

+ : (1+ 2月r )W
l,
+ (B r 一 x)牙

/ = Q r 3

(2 一 )

其中
,

△Q I:

Q罗
1占

八Q I: 一△Q
2 2

Q全
;占

q

一 ZH Q全, ’
△Q 1 1 = Q I ; 一 Q萝

: ,

AQ
Z :

= Q
: : 一 Q罗

: , △Q 1 2 = Q 1 2 一 Q牙

Q , 1 =
E

,

l 一 护 , 口梦日,

E
1 一 v Z

Q
Z 。 =

E 。

1 一 梦 , 口p 口,

E

l一 犷

Q I : =
巧。

Ee
1 一 梦 , 白V 日r

E

1 一 , 2 ,

, 。,

E
r

l 一 v r .v 。,
一 ,

一 _ h
3 _

刀一 Q 1 1
一

1 2 一 Q ll月
·

D
r

是径向抗弯 刚度
; Q

l l ,

认
2 ,

Q
; 2

分别是直线正交各向异性区域的折算刚 度 , O全
; ,

O全
2 ,

Q r
Z

分别是中心处各向同性区的折算刚度
; E

, ,

场分别是直线正交各向异性区的径向和环向

杨氏模量
, 巧。 , 均

f

分别是直线正交异性区的径向和环向的泊松比 , E
, , 分 别是中心处各向

同性材料的杨氏模量和泊松比
; h是板的厚度

, d是过渡 区的核半径
.

对于周边 固定夹支的情况
,

其边界条件可写为
:

研 }
, _ 。 = o

攀 }
, _ 。 一 。

擎
一

{
, _

一 。

(2
.

2 )

其中 C是圆板半径
.

若取 C = lo o e m
,

h = o
.

le m
,

E
,

= 0
.

了8 又 一0 5 又 9
.

SN / e m
艺 ,

E 。= 3
.

8 只 1 0 5 只 9
.

sN / e m
Z -

, ‘,

= 0
.

3 1 , v r . = 0
.

0 6 4 ,
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E = 7
.

4 5 5 x lo 6 x g
.

SN / e m
Z , v = 0

.

2 ,

按以上所给数据
,

知

△Q l:

Q梦
1占

= 一 0
.

Oo gC m
一 1

AQ , : 一△Q
2 2

Q罗
;乙

一

= 一 。
.

。。4 6 7 c m
一 1 .

为简便起见
,

我们只讨论全核的情况
,

即其中的 d 二 I O0c m
.

在此情况下
,

IA }= 0
.

0 0 9 = “1《 l-

IB I= 0
.

0 0 4 6 7 = 。2
《 1 ,

此例属于A < 0 , 一 l< A r < o的情况
,

因此方程 (2
.

1) 可改写为
:

r Z

(l 一
。lr

)W
, , ,

+ r
(l 一 Z o lr )附

“

一 (
。Z r + l)附

‘
= Qr 3

(2
.

3)

或者
,

r Z

牙
, l ,

+ r
万

“一牙
/ 一 。lr 3

砰
, l ,
一 2o lr 2

附
“

一 。Zr
牙

‘
= Q r 3 (2

.

4 )

为了同文献 〔5〕所给出的精确解作比较
,

现在我们利用混合摄动法
〔4 ’
解同一问题

.

为此
,

我们将附展开成关于
。,
为N 阶

,

关于
。2

为M阶的幂级数
:

N 卫

附 (r
, 。1 , e Z

)= E E
。{。盆附

‘,

(2
.

5 )
‘一 0 了一 D

将 (2
.

5) 式分别代入方程 (2 4 )和边界条件 (2
.

2 )
,

贝l]得
:

·

翻惑身
·‘砰

‘,

)

十 r

才 , 六 六
气万下犷. 户

.

2
.

￡
〔: : 、

二 属

, “; W
! ,

)

d

d r

刀 叮
、、./

附(买黔

一 ￡1 1
·

3

-

岁
一

了杀
d r “

、台

。 : 。;二
‘,

)
!
乙j-0

一 2巴 ] r

一 忿Z r

二Q r “

2

飘鑫身

叙鑫户
·

“‘W
‘,

)

:牙
‘,

)

(2
.

6)
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、

l
乍‘...........产

「买
六

,
; : , ,

1 1

台
“ “‘伴 ‘, J}一

。 == ”

乞 艺
‘变“二不

‘了

‘一 0 了一 0

、1} 一
。

〔2
.

7 )

习
。至

I一 0

;附
! ,

)〕}
, _ 。 一 。

"
艺f-0

‘了.、
、
叮矛.、
、

J一Ird一介rsesees�.Lr.

由方程 ( 2
.

e) 和边界条件 (2
.

7 )
,

分别比较
。1 0 2

的同幂次的系数
,

使其分别相
,

等
,

则得递推方

程和递推边界条件
.

‘,

d 3
平

n 。 .

d z

万
n 。

d不
n 。

八
。

r - 一一一几厂不

一 十 r we 一一了1 一一一 一一j , 一 = Q ru
a r 一 a r a r

( 2
.

8 )

。

d
3

附
r “ - - - - - ; 厂一石- -

~

d Z

砰
‘,

d 牙
‘,

十 r 一一一一二一了一一一 一 一- 面

一a r 一 a r

卫i琪令坦 + : r Z

业集巡
a r 一 a r

十 r

牙
。。

l
, 。 c

d

d r 平
‘( ,

_ 一)

(2
.

9 )

、.....、1了......,

n��口卫恤
~

} _

d r }
, . c

( 2
.

1 0 )
,一r外一dd一

研
‘, }

, 一 。 -

票 {
, _ 。 一 。

鄂{
, , 。

一 。

( 2
.

1 1 )

由方程 ( 2
.

5) 可得砰
。。

的解为
:

不
。。一

牛
Q : 4 + 卫丛

一 : 2 + e
Z 。。I n : + e

, 。。

J 乙 住
( 2

.

1 2 )

利用边界条件 (2
.

10) 可确定积分常数
,

。 八 。 Q 0 2 o Q 。
‘

C
Z。。一 。, C l。。

一苍
C
“ ,

C
: 。。一
羲C ‘ ,

由此得
,

牙
。。
一

纂一畏
C Z
一+

纂
e

4

( 2
.

1 3 )

得到才
。。

之后
,

把牙
。。

代入方程 ( 2
.

9 ) (取‘= 1 , j= 0 )
,

得关千砰
: 。的微分方程

:
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一

器
附

1。+

嗡
附

1 。-

一 r 3

器
、

。。
+ 2厂

斋

d 附
l。

d r

W
。。

(2
.

r4 )

由 (2 一 l)式 (取‘= l , j= o )
,

得关于W
l。

的边界条件
:

不
, 。

】
, , 。二 o

d 才
一。

d r

d万
l 。

d r

(2
.

1 5 )

、eetl,eesees尸

n0一一一一

由方程(2
.

1 4 )
,

并把万
。。
代入其中

,

并积分
,

得
:

TI ,

Q
: .

1 。
_ _

: .

1 。

邵 ’。= 而
r

一

个百七 ‘。。r
一

个丁七 ” 。r

+ C
2 1 。In r + C

3 z。 .

由边界条件 (2
.

1 5 )可确定积分常数
:

1 6 )

。
_

。 Q 。
,

。 2 9 。。
二

仇
‘。二 U ,

七 ‘’““ 一丽七
一 ,

叭
’。二万蔽万 叼七一

由此得
:

牙
1。一

乳一纂
C

Z

一提
。 C

3

一+
节斋

一

QC
S

(2
.

17 )

将附 00 代入 (2
.

9 )式 (取i = 0 ,

j= 1 、,

并注意具有负下标的量取为零
.

则得
:

d 「 1 d l d 砰
n , \〕 1 。

, .

1 。

石下【下习贾气
r一刁万一夕」一了叼厂十万

七 ‘。 (2
.

xs )

由 (2
.

1 1 ) (取i = o ,

j

牙
。l }

, = c

= 1 )
,

得关于研
。1的边界条件

:

二二二 n

d 牙
n 1 1

—
} 一 U

d r }
, 二 C

l‘孙)

、...... ...、产........

d w
。1

积分 (2
.

18) 式
,

并利用边界条件 (2
.

] 9 )
,

则得
:

附
。1 一

箭
Q : 5 一

六
QC

’ : 3
+

命
QC

3 r Z

一

赤
QC

S

利用上述类似的方法可逐次求出 附
‘, (i二 。, 1 , 2

,

⋯
,

N , j二 0

于求到时心阶的项
,

则得砰 咬: , 。l , 。2

)的渐近解为
:

附 (r
, 。 , , : 2

)二附
。。

+ 。l
附

, 。+ : 2

牙
。l

+ 。至附
2 。

+ 。 1 : 2

研
: : + 。 ;研

。:
+ 。登砰

3 。

+ 。圣。
2

附
2 1

+ : , 。tw
lZ + 。君附

。3

+ 。 ;砰
‘。

+ 。
全
。2
碎

, , + 。登。委砰
2 2

+ “1“
星附

, 3

+ 。才附
。‘

+ o
(
。毖)

(2
.

2 0 )

,

⋯
,

M )
.

我们 限
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+
7 g Q

34 5 6 0

。 4
_ _
‘ .

2 3Q 。 ; , .

场 r
宁下下井六下

~

七 r
一

个
1 ‘U I U

4 4 7 7Q

2 1 5 4 6 0 0
C

6 r 艺

1 8 4 4 6 1 3 9

9 3 0 7 8 7 2 0 0 0

QC ‘

)

+ 。
度
。
全(

6 15 7

5 16 0 9 6 0 0
Qr s 一

7 3Q

10 3 68 0
C

乙r s
+

1 2 IQ
1 0 8 0 0 0

C 3 r S

+
2 6 5 7Q

1 9 6 9 9 20
C 4 r 4 +

7 IQ

8 6 0 4 0
C

s r 3

一

器爵
C。一+ “

·

。0 2 5QC
“

)
13Q

4 8 38 4 0 0

r s 一
7 3 Q

10 16 0 6 4
C

Zr 。+
3 7Q
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C

3 r s
/‘.、、

3名
巴 巴+

2 3Q
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C

4 r 4

+
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C

s r 3
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·
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·
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)
+ ·
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(瑞赢

~

r s

一百五鲁
万、e

Z
一+ 卫 一e

3 r。

4 3 2 0 0

Q

12 1 6 0
C

4 r . +
6 2 6 9Q
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C
s r 3 一 0

.

0 2 2 1 6 4 5 6 QC
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