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摘 要

本文给出积分非线性非完整系统 V ac co 动力学方程的积分方法
.

首先
,

将 V ac co 动 力 学

方程表示为正则形式和场方程形式
;
然后

,

分别用梯度法
,

单分量法和场方法积分相应 完 整系统

的动力学方程
.

并加上非完整约束对初条件的限制而得到非线性非完整系统 V a 。。。 动 力学方程

的解
。

关健词 非完整约束 V a c c 。 动力学方程 积分方法
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传统上建立非完整力学的各种运动方程
,

都要对虚位移人为地施加额外的限制
【‘’.

1 9 90

年
,

郭仲衡等
「”跳出框框

、

放弃了限制
,

得到一种新型方程
.

这种方程与莫斯科大学K o3 JI o B

所声 言的作为新方法
、

新数学模型的 V a c c 。 动力学方程形式相同
〔”’,

引起了分 析 力 学研

究者的很大兴趣
,

相继被推广到高阶非完整系统
「‘, 和变质量 系统

, “’.

但这一问题的研究一直

局限于方程的建立
,

而对此新型方程木身的研究则甚少
,

对其积分方法尚未曾问及
.

复杂系统动力学方程的积分理论是分析力学的重要 内 容 之一
,

最 近
,

文 〔6] 给 出 了

V a c c 。 动力学方程的第一积分
、

降阶方法
、

积分不变量的构造 方 法
、

P oi n c a r。一C a r ta n

型与 P o in e a r 亡 型积分变量关系和积分不变量
.

本文把 V u ja n o v io B 一 9 7 9一 1 9 8 4 年间

提出的积分完整非保守系统方程的方法
t 7 一 。’
推广应用于积分非线性非完整系统的 V a c c 。 动

力学方程
.

首先
,

将 V ac c 。 动力学方程表为正则方程形式和场方程形式
,

并作为完整系统

来考虑
; 其次

,

分别用梯度法
、

单分量法和场方法积分相应完整系统的动力学方程 , 最后
,

将非完整约束对初始条件的限制加上去
,

便得原非线性非完整系统 V a c c 。 动力学 方 程 的

解
.

.
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二
、

非线性非完整系统 V ac co 动力学正则方程和场方程

研究N 个质点构成的力学系统
,

其位形 由广义坐标 q 。 (
: = l ,

⋯
, 。
) 确定

.

受有g 个理想非线性非完整约束的作用

f
,
(q

。,

空
a , t) = o (P = l ,

⋯
, g )

则系统的运动满足方程
〔2 ’
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其中 L 一 T 一 V
,

待定乘子肠为时间t的函数
,
刀

。

为广义约束反力

= l ,
⋯

, n
) (2

.

2 )

2
.

1 广义约束反力的求法

将方程 f竺 2 )写为显形式
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.
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.
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,

得
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由此可解得朴
,
而广义约束反力为
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刁a = 刁
.

(口
。.

空。
. t) (s = l ,

⋯
, ”) (2

.

6空。
, , ”

)

2
.

2 V ac c 。 动力学方程的正则形式

我们取 H am il七o n 函数

H (口
, P , t)= 名 夕

a

空
。一 L

, 口L
P . = 一二; 二一

O q a
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.
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则 (2
.
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.
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.
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其中 万
B

为过
。

中空
。
用q ,

p
, t替代所得表达式

.

方程(2
.

5) 可作为一个有条件的完整系统问题来研究
,

当运动的初始条件q , 。
、

P
。。

满足约

束(2
.

1)时
,
即

了
,
(g

a 。, 夕
a 。, o )= o (p = l ,

⋯
, 夕) (2

.

9 )

则方程(2
.

5) 的相应解给出所研究非线性非完整系统的运动
.

2
.

3 V a c c 。 动力学的场方程形式

由 (2
.

2 )
、

(2
.

6 )可解得广义加速度

q
a
= 夕a

(9
. , 空, , t ) (

S ,
掩= l ,

⋯
, n
) (2

.

10 )

令 x
。
= g a 、

x
。 十。= 女

。

(
s ,

k = l ,

二
, n
)

,

则 (2
.

10 )表为场方程形式

又。= x 。 + 。,
又
” + 。== 夕。(X

。,
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。+ a , t) (k
, s = 1 ,

⋯
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.
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而条件 (2
.

1) 成为

f
p
(x

a , x 。 + , , t) = o (p = l ,

⋯
, 夕, : = l ,

⋯
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.
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方程 (2
.

11) 可作为一个有条件的完整系统问题来研究
,

当运动的初条件满足 (2
.

1 2 )
,

即

j
,
(x

a 。, x
, + a , 。, o)= o (p = l ,

⋯
, g ) (2

.

13 )

则方程 (2
.

1 1) 的相应解给出所研究非线性非完整系统的运动
.

三
、

积分 V ac co 动力学方程的梯度法

3
.

1 方法一

假设广义动量Pa 可表为所有广义坐标q 。和时间t的 函数
,

即

P
e = 叻

a

(g
。 , t ) (

s ,
k = l ,

⋯
, n
) (3

.

1 )

于是有

0叻 口势
,

, 一买瓷
“。+

等
(3

.
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把 (3
.

2 )代入 (2
.

5) 中第一组方程并利用第二组方程
,

得到一组拟线性偏微分方程
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.

利用 (3
.

1 )
,

P
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。
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s ,

方程组 (3
.

3 )的完全解表为
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⋯
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.

4 )
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考虑到初条件
g 。

(o ) = 口
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a
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s 。

(
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一
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将(3
.

5 )代入 (3
.

4 )
,
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⋯
,

C
Z。

用 9 5 。 ,

夕
a 。
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,

于是

P
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= 叻
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夕
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⋯
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)
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,
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.
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、
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.
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.
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.

6)
、
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.

7 )上
,

便得到非性线非完整系统 V a c c 。 动 力学方

程的解
.
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,
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,
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, 那么联合方程 (3

.

1 5 )和 (3
.

14 )便可确定初值 问题 (2
.

8 )
、

(3
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5 )的解
.

把约束方程限制
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.

的加到相应完整系统的解 (3
.

14 )
、

(3
.

15 )上
,

便得到非线性非完整系统 V a c c 。 动力学

方程的解
.

四
、

积分 V a cc 。动力学方程的单分量法

即l)

4
.

1 单动量分量法

令系统的一个广义动量
,

例如 P ,作为所有广义坐标
、

时间 t 和其余广义动量的函数
,
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.

8) 得基本偏微分方程

口犷
黑公+ 叉群

-

华
+

华了a T 舀二 a q a a P I a P I \

口犷 口H 口犷 口H一男二 + 久
;

O q l

.
、, , d 厂 /

.

十 少
.

不, , - - .

石二 o P
a 、

口厂 口H
.

甲 、 口H
一 一下

一 十 八 a 口一 不 -

~ U

a q a / 叮q ]

(4 一 4 )

设方程 (4
.

14 )的完全解为

q , 二 犷(q
。 ,

P , , t ,

C , ,

⋯
,

C
Z n

(a = 2 ,
⋯

, n ) (4
.

1 5 )
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利用初始条件(3
.

5 )
,
得到

q , == 犷(q
。 ,

p
。, t , q 。。,

p
a 。,

C a
) (a = 2 ,

⋯
, ” , s = 1 ,

⋯
, , , B == 2 ,

⋯
, Zn )

(4
.

16 )

同理我们得到

定理 4 如果方程组

口犷
_ ,

_

死万= 。 (万= 2, ”” 2n ) (4
.

17 )

P
,

的定义域内都有

(4
.

15 )0圣

、.

I
J

丝办些神止心止q一口一班

对于q : , ⋯ , q
。 , P , ,

⋯ ,
九是一次代数方程组

,

口2犷
, ””顶琢蔽

一 ,

d
Z
犷

, ”
‘
’

次不瓦万
,

且在t , q * ,

口
2
犷

d C :口P一
’

口
2
犷

口C z。

即
一 ’

成立
,

那么联合方程 (4
.

17 )和 (4
.

le) 便可确定初值问题 (2
.

5)
、

(3
.

5 ) 的解
.

把约束方程限

制 (2
.

的加到相应完整系统的解(4
.

16 )
、

(4
.

1 7 )上
,

便得到非线性非完整系统 V a c c 。 动力

学方程的解
。

五
、

积分va
cco 动力学方程的场方法

选一个场变量
,

例如xl 作为依赖于时间t和其余场变量 x ,
(A = 2 ,

⋯
, 2 。)的场函数

,
即

X : = 附 (X
‘ , t) (A = 2 ,

⋯
, Zn )

将(5
.

1) 对时间t求导数
,

并利用方程 (2
.

1 1) 的后面 (2n 一 l) 个方程
,

(5
.

1 )

得到基本偏微分方程

誉
+

鑫黔
x⋯ +

户黔
“。‘牙

, x 一, 一‘

一
“

(5
.

2 )

设已找到 (5
.

2 )的一个完全解

X : = 牙 (x
』, t ,

C
a

) (A = 2 ,
⋯

, Zn , a == 1 ,
⋯

, Zn )

将 (5
.

3)代入 (5
.

2 )
,

则(5
.

2 )对所有x , , t , C
。

恒满足
.

令相应完整系统的初条件为
X 。

(o )= X
a 。

(a = 1 ,
⋯

, 2”)

将(5
.

4 )代入 (5
.

3 )
,
并将一个常数

,

例如Cl 表为x
。 。
和C , 的函数

,
于是有

X ; = 不 (X
, , t ,

X
。 。,

C ,
) (A = 2 ,

⋯
, Zn , a = 1 ,

⋯
, Zn )

这样我们可建立如下定理

定理5 如果方程组

(5
.

3 )

(5
.

4 )

(5
.

5 )

口平
口C J 二 o (A == 2 ,

⋯
, Z n ) (5

.

6 )

对于 x Z ,
⋯

,

从
”

是一次代数方程组
,

且在t ,
x , 的定义域内都有

口
2

牙
口C , 口X ,

-)
, 0

成立
,

那么联合方程 (5
.

e) 和(5
.

的便可确定初值问题 (2
.

11 )
、

(5
.

4 ) 的解
.

(2
.

13 )加在相应完整系统的解 (5
.

5 )和 (5
.

6 )上
,

便得到非线性非完整系统

程的解
.

证明 将(5
.

6) 对时间t求导数
,

得

(5
.

7 )

把约束方程限制

V a c e o 动力学方

Z‘.、
上‘

Gd



洲 8 罗 绍 凯

少附
.

么.

只万
.

不丁 十 少
,

0 七 d o r ‘

二

口
2

附
dC

A 口X 。
X a

,

井 护研
.

十 之
, - - 二兀不 一二二不二~ 一一一

之几丁 0 七 A a ‘
n 、 b

X ” + b 二 O (5
.

5 )

将方程(5
.

2 )对C ,
求偏导数

,

得

口
2

牙
.

么~

下万不一二干丁十 夕
.

0 七 d o r ‘

二

少附
口C A口X 。

X
n * 。

+ 乙
吞二 l

拼W
下刃)旧牙蕊

~

g 吞

.

舀 口W
十山

一二不丁一

—
一 0

珍留 1
口万 几 + b

口g 。 口W
口不 口C 注 (5

.

9 )

比较 (5
.

8 )
、

(5
.

9 )
,

并利用 (5
.

6 )
,

我们得到

X
” + 。 = X

, + 。一 X
, 十。= g 。

(
a = 2 ,

⋯
, n , b = l ,

⋯

这即方程 (2
.

11 )的后面 (2n 一 l) 个方程
.

将 (5
.

5 )对时间t求导
,

(2
.

1 1) 的第一个方程
.

, n ) (5
.

1 0 )

并利用 (5
.

2 )
,

我们可以证明

六
、

讨 论 和 结 论

本文与文〔6〕构成了 V ac C 。 动力学方程的系统
、

全面的积分理论
.

本文方法具有通 用

性
,

没有像 H a m il 切 n 一Jac o bi 方法那样苛刻的条件
.

本文方法具有灵活性
,

在单分量法

中
,

任一 p 都可替代夕
1

、

任一 q都可替代 : , ; 在场方法中
,

任一场变量都可取代x , ; 对某个具

体问题可选取适当的变量
,

以使基本偏微分方程较易求解
.

本文方法的主要困难在于求基本

偏微分方程的成全解
,

但只要找到完全解就不用任何积分而求得 V ac c 。 动力学方 程的解
.
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T he In te g ra tIO n Metho ds o f V a ee o Dyn a m ie s E qu a tio n o f

No n lin e a r N o n ho lo n o m ie Syste m s

L u o S h a o k a i

(S ha n g q i“ T e a eh‘r ‘ C o lle g e ,

S ha n g g 宕u 4 76 0 0 0 )

Abstra c t

T h is p a p e r p r e s e n t s th e in t e g r a t io n m e t h o d s fo r V a e e o d y n a m ie s e q u a t io n s o f

n o n lin e a r n o n h o lo n o m ie s y s t e m
.

F ir s t V a e e o d y n a m ie e q u a tio n s a r e w r it t e n in

t h e e a n o n ie a l fo r m a n d th e f ie ld fo r m
.

S e e o n d
,

tli e g r a d i e n t m e t h o d s ,
th e s in g le

-

e o m Po n e n t m e th o d s a n d th e fie ld rn e t h o d a r e u se d t o in te g r a t e th e d y n a m ie s

e q u a t io n s o f the e o r r e sPo n d in g li o lo n o m ie s y s t e m r e sPe e t iv e ly
.

A n d e o n s id e r in g

th e r e s t r ie t io n o f n o n h o lo n o m ie e o n s t r a in t s t o th e in it ia l e o n d it io n s ,
th e s o lu t io n s

o f V a ee o d y n a m ie s o q u a t io n s o f n o n l in e a r n o n h o lo n o m ie sy s t e m a r e o b t a in e d
.

K e y w o r ds n o n h o lo n o m i e e o n s t r a in t
,

V a e e o d y n a m ie s e q u a t io n ,

in t e g r a t io n

m e th o d


